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Vorwort des Übersetzers. 

In der Iiifmitesimalrechnuiig begegnet niiin sehr häufig der Er- 
scheinung, dafs Sätze, welche früher allgemein als richtig anerkannt 
wurden, plötzlich angefochten oder gar umgestofsen werden. Diese 
Eraeheinnng hat ihren Grund hauptsächlich darin, dafs die hegriff- 
liehen Grundlagen im Laufe der Zeit schärfer tlefiniert werden und 
eine klarere Anschauung über das eigentliche Wesen derselben Platz 
greift, (Um ein Beispiel anzuführen, erinnere ich nur an den Cauchy'- 
scheu Irrtum, dafs die Stetigkeit einer Funktion zum Beweise ihrer 
Differenziierbarkeit genüge, sowie an die noch heute nicht endgültig 
gelöste Streitfrage über die Darstellharkeit willkürlicher Funktionen 
durch trigonometrische Reihen). Die höchst einfachen und wenigen 
Grundbegriffe der Zablentheorie sind dagegen unveränderlich, es bleiben 
daher auch die einmal bewiesenen Eigenschaften der Zahlen für alle 
Zeiten unumstöfsliche Wahrheiten. Während somit die Fortbildung 
der Analysis vor Allem durch eine präeisere Bestimmung ilirer Begriffe 
und tiefere Erkenntnis ihrer Grundlagen bedingt ist , hängt die 
weitere Entwicklung der Zahlentheorie hauptsächlich von der Aus- 
bildung ihrer Methoden und davon ab, ob es gelingt, für möglichst 
viele Eigenschaften der Zahlen eine gemeinsame Quelle aufzufinden. 
Daher kommt es, dals ältere die Analysis behandelnde Werke in 
späterer Zeit sehr häufig nur noch historischen Wert besitzen, Werke 
aber, welche der Zahlentheorie gewidmet sind, im eigentlichen Sinne 
für das Studium nie unbrauchbar werden können. Letzteres dürfte 
auch der Gnmd sein, weshalb es nur sehr wenige, aber um so be- 
deutendere, ausführliche Werke giebt, welche die Lehre von den Eigen- 
schaften der Zahlen zum Gegenstande haben. 

Für die Entwicklung der Zahlentheorie hat unstreitig Gauss 
bisher das Bedeutendste geleistet. Durch sein unsterbliches Werk 
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IV Vorwort .los Übm-snUei-K. 

„Disquisitiones arithnieticae" erhob er die Lehre von den Eigenschaften 
der ganzen Zahlen aus der Finsternis, in der sie nach Ferniat ein 
Jahrhundert lang gelegen hatte und in der sie nur durch einige 
Strahlen von Sternen erster Gröfse gestreift worden war, mit einem 
Schlage zu dem vollen Glänze einer ausgebildeten Wissenschaft. Neben 
ihm aber hat Legendre Anspruch auf den ersten Platz. Nachdem 
derselbe in meh]:eren Abhandhingen wertvolle Beiträge zur tieferen 
Erkenntnis der Natur der Zahlen geliefert hatte, gab er in seinem 
nnr wenige Jahre vor den Gauss'schen Untersuchungen erschienenen 
Werke „Essai aur la theorie des nombres" eine Zusammenstellung 
aller bis dahin bekannten, teils von andern Gelehrten, teDs von ihm 
selbst entdeckten Eigenschaften der Zahlen. Das quadratische lleci- 
procitätsgesete , das „Theorema fundamentale", wie es Gauss nennt, 
bildet den Glanzpunkt seiner Entdeckungen auf diesem Gebiete. Im 
Jahre 1808 folgte eine zweite und 1830 eine dritte, stark vermehrte 
Auflage desselben Werkes, welche auch den Gauss'schen Entdeckungen 
zum Teil Rechnung trug. 

Bei dem Mangel an Werken, welche die Theorie der Zahlen 
behandeln, und wegen der eigenartigen Schwierigkeiten, welche da.s 
Studium dei Disquisitiones besonder^ dem Anfingei beieitet, Schwieng 
keiten, die beim Legendi e sehen WeikL bu Weitem nicht oo grofs 
sind, wud min hoftentlich eine neue Ausgabe dieses letzteren m 
deutscbei Spia^he nicht ungern sehen, /lumal luch du, Be'^chttffun^ 
des Originals wegen der Seltenheit desselben fast Jedemiinn unmiig 
lieh geworden ist 

Die Ubei et/aUj, hilt sich utieiig an dun Woitlint des Ongimls, 
damit man diesen um so wenigei Dennisse Berichtigende oder eiliu 
teinde Anmeikungen sind ibsidithch nicht hinzugefügt woiden, ich 
halte es geradezu für unschicklich ■wenn man, wie es ott genug ge 
schieht durth eine solche vom heutigen Standpunkte der Wissenschatt 
trUs gel lUte mehr odei niindei zutiefEende Kiitik auch nni den Sfhein 
tiweckt, ila ob man sa^en wolle, dei betreffendt, Autoi hatte seine 
Sache besser machen kennen Allerdings ist die Ait, wie Legendie 
die Eigen&thitteu der Zahlen ableitet und die darauf bezüglichen 
Satze ausspiicht, überhaupt seine Äutfa'^sun^ der Zihlentheorie als 
unbestimmte Analysis von dei heute üblichen, duieh Gauss beginn 
deten Behindlung'sweise etwa& veischiedtn, bo dats vielleicht ein ]i.urzer 
Hinweis aut die ^ erst.hiedenai'tiijkeit dei Anbchauun^cn fut den An 
imger im Platze gtwcsen wire Ich hibe iber luch diesen untei 
lissen di,d \ Vortia_, Lf-endie s s ] lu i nd liuhsicltig ibt, dals 
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Vovwoi-t (des Vcrfössüva) Kur di'itteu Auagabu. V 

jeder mkt biiU! selbst hcn-aiisfiiKleii wirtl, worin jene VcfMdiiedmihuiteii 
beruh ea. 

Offtitibari! DnickfeHer dea Originals luilie itli dagegen olme 
Weiteies veibea&erl und mich bemüht, durch Hervorheben einzelner 
Woite oder g^nzei bätze sowie durch die Stelhing der Formeln die 
Übeiüicht über den Inhalt soviel wie raSgHch zu erleichtern. 

Möge denn diese deutsche Ausgabe von Legeiidre's „Theorie 
des nombies" au ihrem Teile nn Förderung des Studiums der Zahlen- 
theuiie beitiageii helfen 

Beiliu, im JdnUiir l^'5b 



Vorwort (lies Vci'l'iiMSürs) zur dritten Ausgabe. 

Dl tae Äis^ihe unteiseheidet sieh von d(,r voii^lu sowchl duich 
einige vbibesstinde Zusitze wie duith lut, neue Einteilung 1 s 
btoffcs, jeloch ist dei at-*l'*''e leil dei vor^cnommuien Andcnmgeu 
um den Zub immenhang des Woikes uicht zu storeu m d is Ende 
desselben gesetzt worden 

Es haben dahei die drei eisten Hauitteile welche deu ersten 
Bdud dieser Ausgabe bilden nur ^eiinp,fiigigo Ändeiuugen eifahieu 
dij, gen enthalt der vieite Ilauptteil mit wekhem dei zweite Band 
bt,j,innt am Schlüsse eine giofse Menge von Zusätzen Dci fünfte 
Haujtteil 16t last vollständig umgcdibcitet woiden man findft dann 
neie sehr umfassende Untersuchungeu ilbei he von (jtauss flu die 
Auflösung der binomischen Gleichungen angegebenen Methoden 

Der sechste Hauptfceil und dei darvuf tolgende Anhang sind an 
die Stdle dei heilen Sn[plemcnte getieten welche der zweiten Aus. 
gibe bpigtgeben wdieu sie bieten übrigens len Mdthemitikein meh 
leic Beweise und Lo&un^^en von Aufgib n die ich bisher noch uicht 
veioffentlicht hile 

Nachdem dis Weik aui diese "\^ ei e illc V ivoll! omim un u 
erfahren hat, welche der Verfasser vermöge seiner eigenen Ünter- 
Muchungen und mit Benutzung der Arbeiten anderer Mathematiker 
ihm geben konnte, schien es angemessen, den bisherigen Titel des 
Werkes „Versuch einer Theorie der Zahlen" endgültig in den Titel 
„Zahlentheorie" urui'Ai ändern. 
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VI Vorwort (des \ i ) t A I 

Der Verlasser verhehlt s cli ü ht laf m che le m 1 e era 
Werke bebaüdelteii (.legenst de le Y rvoUsta d giing ode Ib t 
Üeriehtiguiig durch neue Unter c! ii„eu Tel fen e t jcio 1 1 
Ansicht, dafs es besser sei, s e n d es m Zustan le d Un olU om ne 
heit zu lassen, als sie vollste d t? u ute 1 ke S e b cten e 
passendes Arbeitsfeld für d jen vlSe Ifeulnl "\ 

vollkommnung der Wisseusehaft widmen wollen. 



Vorwort (des Verfassers) zni* ersten Ausgabe. 

Nach den vei'scbiedcncn Bruchstücken zu ui-teileu, die mii m\s 
gekoiumuii und von denen einige im Euclid angeführt sind, scheinen 
die alten Philosophen ziemlich ausgedehnte Untersuchungen über die 
Eigenschaften der Zahlen angestellt zu haben. Zur gründlicheren 
Erforschung dieser Wissenschaft fehlten ihnen indessen zwei Hfilfs- 
mittel: die ziffermäfsige Darstellung, welche dazu dient die Zahlen 
mit groCser Leichtigkeit auszudrücken, und die Algebra, welche die 
Resultate verallgemeinert und in gleicher Weise mit bekannten und 
unbekannten Gröfsen rechnet. Die Erfindung dieser beiden Künste 
mufste daher auf die weitere Entwicklung der Wissenschaft von den 
Zahlen bedeutenden Einflufs üben. So sieht man denn, dafs das ganze 
Werk des Diophant von Älesandria, der, soweit bekannt, der älteste 
Autor ist, welcher über Algebra geschrieben, von den Eigenschaften 
der Zahlen handelt und schwierige Aufgaben entliält, die mit grol'ser 
Geschicklichkeit und vielem Scharfsinn gelöst sind. 

Von Diophant bis zur Zeit Vieta's und Bachet'e fulu-en die 
Mathematiker zwar fort, sich mit den Zahlen zu beschäftigen, jedoch 
ohne grofsen Erfolg, und ohne die Wissenschaft merklich zu fordern. 
Vieta, welcher die Algebra weiter vervollkommnete, löste mehrere 
schwiei-ige, auf die Zahlen bezügliche Probleme. Bachet gab in 
seüiem Werke: „Problemes plaisans et deleetables" eine allgemeine 
und sehr geistreiche Methode für die Auflösung der unbestimmten 
Gleichungen ersten Grades. Demselben Gelehrten verdanken wir oiuen 
ausgezeichneten Commentar zum Diophant, welcher später durch 
Randbemerkungen von Fermat bereichert wurde. 

Fermat, einer der Geometer, durch deren Arbeiten die Ent- 
deckung der neuen Rechnungsarten um meisten beschleunigt wurde. 
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Vorwort (dcB Voi'faascrs) aur eraten Äiisgiibo. VU 

beschäftigte sicli sehr erfolgreich mit der Wissenschaft dev Zahkii 
und brach derselben neue Bahnen. Wir verdanken ihm eine grofse 
Menge von merkwürdigen Sätzen, die er jedoch fast alle ohne Beweis 
gelassen hat. Es lag im Geiste der Zeit, sich gegenseitig Aufgaben 
zu stellen; man verheimlichte dabei meistens seine eigene Auflösungs- 
methode, um sich und seiner Nation neue Triumphe vorzubehalten. 
Eine solche Rivalität bestand besonders zwischen den französischen 
und englischen Mathematikern. Daher ist es gekommen, dafs die 
meisten Beweise Permat's verloren gegangen sind; die wenigen, die 
auf uns gekommen sind, lassen uns umsomehr die uns fehlenden 
vermissen. 

Von Ferraat bis auf Euler gaben sich die Mathematiker, voll- 
ständig mit der Entdeckung oder Anwendung der neuen Rechnungs- 
arten beschäftigt, nicht mit der Theorie der Zahlen ab. Euler naluu 
sich zuerst wieder dieses Teils der mathematischen Wissenschaften 
an. Die zahlreichen Abhandlungen, die er hierüber in den Abhand- 
lungen der Petersburger Akademie und in andern Werken veröffent- 
licht hat, liefern den Beweis, wie sehr es ihm am Herzen lag, der 
Wissenschaft der Zahlen dieselbe Förderung angedeihen zu lassen, 
welche die meisten andern Teile der Mathematik ihm verdanken. J a 
man kann sagen, dafs Euler einen besonderen Gefallen an derartigen 
Untersuchungen hatte und sich ihnen mit einer gewissen Leidenschaft 
hingab, wie es fast bei allen der Fall ist, die sieh mit der Zahlen- 
theorie beschäftigen. Wie dem auch sein möge, seine Untersuchungen 
führten ihn zum Beweise zweier Hauptsätze Format's, nämlich 1) dafs, 
wenn a eine Primzahl und x eine beliebige, durch a nicht teilbare 
Zahl ist, die Formel x"—''- — 1 stets durch a sieh teilen l'äfst, 2) dafs 
jede Primzahl von der Form 4k + 1 "äie Summe zweier Quadrate ist 
Eine Menge anderer wichtiger Entdeckungen sind in den Ab- 
handlungen Euler's enthalten. Man findet darin die Theorie der 
Teiler der GröEse «" + ^"1 ^^"^ Abhandlung über die Zerlegung der 
Zahlen in Teile, welche auch in seine „Einleitung in die Analysis 
des unendlichen" aufgenommen ist; die Anwendung der imaginären 
und irrationalen Faktoren bei der Auflösung der unbestimmten Glei- 
chungen; die allgemeine Auflösung der unbestimmten Gleichungen 
zweiten Grades unter der Voraussetzung, dafs man eine speciello 
Lösung kenne, den Beweis vieler Sätae über die Potenzen der Zahlen, 
und besonders den zweier von Fermat angegebenen Sätze, dafs die 
Summe oder Differenz zweier Kuben kein Kubus, und die Summe oder 
Differenz zweier Biquadrate kein Quadrat sein kann. Endlich findet 
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VIII \'onvui't {des Vcilabswsj zur ei^teu Aasgabs 

mau in diesen öcliiifteii eine guolsL' Menge unbestimmter Aiiigaböii, 
welche durch sehr geistreiche analytische EmiatgriÜ'o gelöst sind. 

Euier ist lauge Zeit bindurcli fast der einzige Matliouiatiker 
gewesen, der sich mit der Zablentlieorie beschäftigte. Endlieb trat 
Lagrange auch auf diescB Gebiet über; seine ersten Sehritte waren 
von Erfolgen begleitet, gleich denen, welche er bereits bei Unter- 
suchungen höherer Art errungen hatte. Eine allgemeine Methode, 
die unhestimmten Clleichungen zweiten Oradea aufzulösen, und wds 
noch schwieriger war, üiue Methode, sie in gauneu Zahlen aufzidöaen, 
war der erste Versuch dieses berühmten Gelohi-teu. Bald daraui 
wandte er die Kettenbrüche auf diesen Zweig der Analyaia au; er 
bewies zuerst, dafe der Kettenbruch, welcher gleich der Wurzel einer 
rationalen Gleichmig zweiten Grades ist, periodisch sein mufs, und 
schlofs daraus, dafs das auf die Gleichung x^ — Ay^ = \ bezügliche 
Permafsche l*roblem immer lösbar ist, ein Satz, der bis dahin noch 
nicht in strenger Weise begründet war, obwohl mehrere Mathematiker 
Methoden für die Auflösung dieser Gleichung gegeben hatten. 

Derselbe Gelehrte bewies in seineu weiteren Untersuchungen, 
welche m den Abhandlungen der Berliner Akademie niedergelegt sind, 
zuerst den Hata, dafs jede gauze Zahl die Summe vou vier Quadraten 
ist; ebenso verdanken wir ihm mehrere andere wichtige Beweise. Uie 
bemerkenswerteste aller seiner Entdeckungen ist indessen eiue allge- 
meine Methode, aus der sich eiue uneudliehe Menge von SätKcu über 
die Primzahlen als unmittelbare Folgerungen ergeben. 

Diese auTser ordentlich fruchtbare Methode gründet sich auf die 
Betrachtung sowohl der quailratitichen wie der linearen Formen, welche 
den Teilern der Formel (" + aii", in welcher t und m zwei unbeatimniLe 
Oröfaen sind und a eiue gegebene Zahl bedeutet, zukomuieu. Es blieb 
jedoch noch der aUgemeiue Beweis der Relation zu führen Übrig, 
welclie zwischen den linearen und den quadratischen Formen bei den 
rrimzahlou bestehen mufs. Denn in Ermangelung eines allgemeinen, 
diese ßelation*) enthaltenden Prinzi|)M liefert die Lagrange'sche 
Theorie zwar unendlich viele Sätze für die i'rimzalilen von der Form 
4r* -j- 3, aber nur eine geringe Anzalil füf die Primzahlen von tier 
Form ^n -\- 1. 

Eine Abhandlung, welche ich in deui Bande der Akademie der 
Wissenschaften für das Jahr 1785 verofleutlichte, giebt die üülfs- 



*) Siehe hierüber die AbbarnUauguii der Ältadciuie der Wiasenschal'tua a 
Berlin vom Jahre 177& Seite S50 ii. 352. Anra. d. Verf. 
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Vünvuit {di-1, VtrfiiBKOrs) zur oiBteu Ausgabe. IS 

laittel zum JJüwoibc den erwiihnleu PriuKipa im die HaiiLl und enthält 
ilberdiea iSiitae, veriuittelbt (Jeren eine weitere Entwicklung der Zahlttu- 
theoriö uiijglicli wenden dürfte. Ich habe darin gegeben 1) den Be- 
weis eines Satzes, mit dessen Hülfe dio Möglichkeit oder Unmöglich- 
keit einer jeden, auf die Form ax^ -\- by^ = cs^ gebrachten unbestimmten 
Gleichung zweiten Gfrades festgestellt werden kann; 2) den Beweis 
eines allgemeinen Gesetzes, welches zwischen zwei beliebigen Prim- 
zahlen besieht und „das Eeeiprocitätsgesetz" genannt werden kann; 
ij) die Anwendung dieses Gesetzes auf verschiedene Sätze und den 
Oebraiieb desselben sowohl zur Vervollkommnung der Theorie von 
Lagrange wie zur Beseitigung von andern Schwierigkeiten derselben Art, 
Die nämliche Abhandlung enthält ferner den Entwurf einer voll- 
ständig neuen l^heorie der Zahlen, insofern dieselben als in drei 
Quadrate zerlegbar betrachtet werden. Dieser Theorie gehört der be- 
rühmte Fermat'sche Satz an, dafs eine beliebige Zahl die Summe 
von drei Trigonalzahlen ist, und ferner der Satz desselben Autors, daCs 
jede Primzahl von der Form 8« + 7 die Form ji^ + 9* + ^^^ besitzt. 
Seit der Veröffentlichung dieser Abhandlung habe ich die Bnt- 
wicklimg der darin enthalteneu Gesichtspunkte wiederholentbeh über- 
arbeitet und verschiedene Punkte der Theorie der Zahlen oder der 
unbestimmten Analysis*) zu vervollkommnen gesucht. Da meine 
Untersuchungen in dieser Hinsicht von einigem Erfolge begleitet 
waren, so war es zunächst meine Absieht, das Resultat derselben in 
einer besonderen Abhandlung zu veröffentüclien; später jedoch glaubte 
ich diese Gelegenheit benutzen zu müssen, um die Theorie der Zahlen 
mit grofserer Ausführlichkeit, als dies bisher geschehen, zu behandeln, 
indem ich das Ergebnis der hauptsächlichsten, auf denselben Gegen- 
stand bezüglichen Untersuchungen von Euler und Lagrange mit 
meinen eigenen zusammenfafste. 

Aus. diesem Grunde habe ich mich entschlossen, das Werk, wel- 

*) Ich ti'üniiü diu TUeorie dcx Zalilea imd diu unbcstifflnitu Aniilyais nicht 
von uinandur, somderu betrachte diesi! büidcß Teile als oioBn oiudgen Zweig dur 
iilgebi-aischen Analysia. Denn ea giclt keinen Sata über die Zahlen, der aich 
nicht auf die AuflösTiug einer oder mehrerer unbestimmten Gleichungen beaüge. 
Wenn man k. 13. mit Fermat behauptet, dafa jede Primaahl von der Torrn 
4w -|- 1 die öumme zweioi- Qnadrate ist, ao ist dioa dKaaulbe , iils ob man sagt; 
Die üleichuBg A^^y- -\- z^ ist Btcta aufiösbar, sobald die Zahl A oine rrimaahl 
von der l'orm 4«+l ist. Man könnte kiuznffigen, dal's io eben diesem Falle 
die Gleichuüg A = y' ■^a^ stets mir eine Lösung besitzt, bic ergäbe einen 
zweiten Satz, welcher eine charaktinistiBchu Eigeosehaft der Primzahlen von der 
Foi-m in-\- L euthidle. Aiim. d. Verf. 
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X VoL'wort (des VürlUöscra) zur (M'slea Ausgabe. 

ches ich hiermifc der üffentliclikeit übergebe, zusammenzuatelleii. Itli 
betrachte es nicht als ein den Gegenstand erschöpfendes Werk, son- 
dern nur als einen Versuch, welcher ungefähr den gegenwärtigen 
Stand der Wissenschaft zeigen und vielleicht dazu beitragen kann, 
die weitere Entwicklung derselben zu beschleunigen. [Es kommt mir 
nicht zu, noch mehr über mein eigenes Werk zu sagen, nur das will 
ich noch hinzufügen, dafs ich nichts anfser Acht gelassen habe, um 
es der Aufmerksamkeit der Mathematiker würdig zu machen. Aber 
welche Sorgfalt ich auch auf die Untersuchung der verschiedenen 
besondern Fälle mehrerer Sätze verwandt habe, ich fühle, dafs manche 
Lücken geblieben und vielleicht sogar Irrtümer mit untergelaufen sind. 
Vor allem zweifle ich nicht, dafa mehrere der neuen Sätze, die ich 
nur mit vieler Mühe begründen konnte, auf weit einfachere Weise 
bewiesen werden können, sei es mit Hülfe noch unbekannter Prin- 
üipien, sei es durch Beziehungen, die ich nicht bemerkt habe. Wie 
dem auch sein möge, ich schmeichle mir, dafs die Mathematiker, in Er- 
wägung der Schwierigkeiten und der Neuheit des Stoffes, diese Versuche 
mit Nachsicht aufnehmen werden, und ich hoffe, dafö auch die Fehler, 
in die ich verfallen bin, zum Nutzen der Wissenschaft ausschlagen 
werden, indem sie geschickteren Händen Gelegenheit geben, denselben 
Gegenstand zu behandeln und ihu zu einer grÖfseren Voll komm enbeit 
zu führen*)]. 

*) Die hier in Parenthese eingeechloBsenen Worte des Vorwortes aur ersten 
Ausgabe sind in der dritteß Ausgabe weggelassen. Anm. d. Übers. 
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lüiiileitung, 
Allgememc SiUae übor die Zahlen eiitlialtetul. 

Üb wciikn die Zililtn lj(,tia(,litct, inaofein sio ivtis dei Multiplilvation mcLn,!! i 

F*ktoit,n entstellen 
Von den veiBchiedenen Teilern emei gagobenoa ZjJil und von d(,i bumniü 

diesei Teiler 
Die AQzalil dei Zahlen, welelie prim zu N und kleiner als JV amd 
Wie oft kann eine und dietelbo rnmaalil & ala Faktor in dein Tiodukte 

12 3 IV" enthalten sein? 1 

Allgumaine Ljgent,chaiten dei PiimiAhlen Ihie VKikilun^' ^uf vtischiedene 

jiiithmesisihe Piogressionen, hei denen, die DifteieuÄ je zweiei auteiu 

andeifolgendei trliedei konstant ist 1 

Erster Hauptteil. 
Entwicklung Yon vorsohiedenen Methoden und Sätzen, welche sioh. 
auf die uubestinunte Analysis beziehen. 
& 1 Von den KetfenhtTtdien 

Definition der vollatändigen Quotienten und doi Ndhemugsbi iclic 
Bedingung dafili daJs em gegebener ßiuch untei äsn Niheiungsb eben 

eathilten sei 
Anwendung luf die Gleichung j — iä '^= 3; '-' 
Von den symmeti lachen Kettenhiüchen 
§ J Außornng äei inbestnmaen GletcJimgen einten 0)ad(.i 
§ 3 Methode um die tMibeshmmten GhieJtimgen i, oetteti Giadut m tat onalcn 
Zahlen oufMl sen 
Reduktion dei allgemeinen Uleiehung auf die Torra x — By ^ A '' 
Auflösung der Gleichung jk' — J/' '— As'' 

La werden nach Lagrange die Mittel ■mgCn hci 1 eh w lehe n in 
nich und nach die Koeffleienten jlundiJ soweit verl lein ein kann 
biB einoi dei beiden gleich 1 ist 
^ 4 SaU nut dessen Htilfo man sifte* dtt Mjjliclikeit fei JJnvioghcM ett der 
AifUisung emei jed<-n unbestimmten Glenjmtg r it'n Giade ent 
icJietden K m i 
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Kt eine bolLhc GlciüliuiJ^ luf du, tonn ui.' -|-ty' '=C3' gebi icht, in 
■welchri a b c pobifiv und oliuc lodcn qnadratisthen Faktoi smd 
MO lat dieeelhu imjgbch Mb et, dtoi ganze, Wahlen wm Uti bi 

sühiftenheit Litht diTs die dieiGröIsoQ — ~^—, — — j 

^ C a b 

ganze Zahlen werdon, andernMls ist dieselbe nnnioglicli 1 

% b JfintwicUtmg det Wia^el atis emet mijitqtiadushsch'm. ZaM in immi 

Kettet^>rucli 4 

Allgemüinea Gesetz der Lntwicklung 5 

Beweis, diU der Ketten! luch poriodietli ut, 5 

DariiHs lolgt lafs die Gleichung je* — Äy' = 1 unendlich viele Lobungen 

7ulal6( 5 

§ 6 hiflubutiff ilei mibtstviimteti Gkn-hutiif c' — Äy' = + 1) m ganzen Zabkii 

foi di.n lail daß i < ^ X ist b 

Bedingung für die Möglichkeit du Gleichung t 

Allgemeine Poimeln welche unendlich viele Löauanun dci gcgibineu 

Gleichung enthalten ( 

§ 7 iS«(i.e riii» du Möglichkeit der Gleichmtgtn von ih) 1 oim AT j' — Ni/' 

= ±1 idei ±2 ( 

Ist A uno PiimEahl \oo der reim in -\- 1 ^o nt die Glei hiiiig 

j,' — Ay^ = — 1 immet möglich i 

lat A eine Primzahl von dei loini Öm [-3 sO ibt dio Gleichung 

M A eine Primzahl von dci toim 8« + '^ ^o '^*'' '^"' t leiehiin^ 
e — ^i;'=^2 iinmoi, nioglicb ' 

bind M und N zwei Piiinzahlen von dti loim in [ 3 so ist Btett 
cntwedei die Gleichung Mi, — Nj^ = -f- i odct die Gleichung 
Jtf t'' — A j/' = — 1 möglich I 

Dicbolbon Sitio k-mn mm lusderBetiachtung des mittki nQiotioöttn 
in dei Kette nhiuehent Wicklung von "i/A heile ten 

DiiokteB Veifahrcn um A auf die loim D^ + J' ku himgen falls A 
üiae Piimzalii von dei Form 4n + l oder allgemein A eint lah\ 
ist, lui welche die Gleichung r' — Av'=^ — 1 möglich ist 
§ 8 ^untelfiHirung tki Foimel Ly' -\- Jlfi/- + Ns auf den emfactmten 
Ausdi uüc 

Diete /uruckfuhrung gCBGliicht mittelst der Lagiäinge bohen Methode 
(Abh dei Beil Mt 1776) bodann wird hewiPaco mit Hülfe emea 
besondeien Voifahrens, dafa iwei loimelu py -\- ^lya -^ rz\ 
1* y' + 2a 7« + » *^ m denen pi — g und J) i — a ' einer und 
deiBclhen positiven Zdhl A gleich amd, von e nander veischieden 
sind wenn ais der Bedingnng Genüge leisten, dafs det mittlere 
Koeffieient nicht gröfsei ist als die beiden inlseien 
§9 1 iitmcUung du Mw^el cmm Ghidiunq litten Gjadc- m awm 
Kettenbfuch 
1) IS allgemeine Gesetz dei Entwicklung itt dasselbe wie bei den ein 

flehen Qaidn.tn iiizeln 
bewei dafui dil dci Kittenl i ich p oli eh ibt 
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J's w 1 1 Jei illg meini Äusdiuck d i veiacliiedenon NdheruiDEl-iit,li 
1 estimmt weiche in den auleman Itifolgnii kn Peiioden iiifui imd 
demselben Quotienten entsprechm 
Verschiedene Betiachtungen übti dip Auflösung du (rleiphiiiig 
fy^ + <)yi' + ^ ' = ±11 
i 10. Vei gleichung da am dei EniwtcUvmg dffi betleit Wwraeiw einet wid 
da leihen Gletchung .iwettm Giades her^m gelmtden KOtmhTuthe 
E^ wild bewiesen difs die in dei Bntwiokhing der tmen Wuizel ■xnt 
tretende Periode die Unikehiung lat von dei in det 1 ntwicklung 
dei aodein Wuiisl vorkommenden Peiiode 
§11. Aafksunii da Gleickimg Ji/ + Miji,^ N'^ = ± 23" t« ya/ni,en Zall&n 
Es liann nni dann uncndl cli viele Losungen geben wenn M° — il N 
eine positive nichtquadiatische Zahl ist Man loat alsdann die 
Gleiihnng auf indem man Hie anl den Tall /nrAekfiihrt wo die 
rechte beite gltioh J; 1 ist 
Die schon gemaehte Bemeiknng dafs die dnrch die Entwicklung einei 
Woi/el cihaltenen loimeln zugleich das lleaultat dei Entwicklung 
dei beiden WuiEeln in sich nchh Jstn wiid duich verschiedene 
Beispiele beat&tigt 111— 

§ 12. Beweis ewes tn dai vnrhfrqe'litrtden Pai a(ri aphi 



Ist die Gleichung fy -\- gyo -|- As' = -^IJ,va. welche 
ist gegeben und ist diese Uleiohung auflosbai 
Binoh — untei den Nih<iungsbiüehen mer Wnv 
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[TV Inhaltsveczeiclmis zum ersten Bande, 

Seite 
Bemerkenswerte Bezielmiigen awieclien dLn Wuiyeln dei nufeinandi,!- 

folgenden transformierten Gleichimgen unl du Wui^tln dti ^ - 

geljeaen Glwchuiig 162 

Fntwioklung emei reellen WhizpI Linei leden ye_ebe len iTleiehinir, m 

einen Kettenbruch 1C6 

Mptliode zur Beatimmung ttne^ er'ften aiigenb.herten Wprtea Ijei ilgp- 

bcaiBühen Gloiohungen 1G8 

NpueMtttodefurdienalienmgMveiseBerPthnungdei imaginaienWurzelu 171 
Diete Methode beweist unmittelbar, daJa der Weit dei Unbeliannten 

stets dargestellt -werden kann durch te-\-ß Y—l, wo a und |S reell sind 178 
I 15. Aufiö»wng der mibestimmtea Gleickwtg Ly" -\- My'*~^ :i-\- Ny""^«'' 

-^ ■■■ -\- Vz" = ± H in ganzem Zal^m 179 

Diese Gleichung wird auf den Fall zurückgeführt, wo die rechte Seite 

= +1 ist 180 

Unterauohungen über die Hülfamittel, um t und m derart zu bestimmen, 

dafa die homogene Vunktionai" + 'bt''~' u -}- cf^^ u'' -\ \-ku" 

ein Minimum sei 18D 

Beweis daför, dafs im Falle des Minimums der Bruch — einer der 

Sähernngsbriiche einer reellen Wurzel derOleichnng aa;'' -\-bx''~ 

+ C3:"~^-| (-ft = oder doe reellen Teils eioer imaginilren 

Wurzel derselben Gleichung sein miifs 184 

Zweiter Hauptteil. 
Allgemeine Eigen aehaften der Zahlen. 

§ 1 biifw «6ej die Pnmi,ahlen l'JS 

Ibt c eine Primzahl nnd N eine beliebige durch c nicht teilbare Zahl, 

so löt die Giofse N-~'— 1 durch c teilbar lä'i 

Ist m nie Piimzahl, so ist das Produl^t 1 ■ 2 - 3 ■ ■ ■ (w — 1) vennebrt, 

um 1 dnich h teilbar 19:i 

Wnm ein Poljnom m*™ Grades in a;°~* — 1, wo c eine PiiuiKalil ist, 
aufgeht so giebt es immer m Werte von «zwischen — -cnnd-^---c, 
fui wekhc dieses Poljnom durch c teilbar wird 19ß 

Die Primzahl c ist ein Teiler von x^ + N, wenn die Gröfee {— N) ^ — 1 
durch e teilbar ist; im entgegengesetzten "Falle liann sie nicht in 
x^ + N aufgehen IM 

Erklärung des abgekürzten Zeichens 1-1 l'JS 

§ 2. ünterSiKJiimg der Form, welche die Teiler der Formel t~ -{- au\ in dei- 

t imd M prim SM eina/nder siftd, besitzen 200 

Es wird gezeigt, dafs jeder Teiler dieser Formel durch eine Formel 
desselben Grades py^-^-^qye -|-)-z^, in weleher pr -- (j^^n und 
2q<ip und < r ist, sich darstellen iafst 203 
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iDluvltsvetneichnie zum eisten Bande. XV 

; 3. Anwendung der vorkergelienden Theorie auf verschiedene Formeln wie 

t^ + u", ('4-5w^ (' — 2m* j*. s. w 203 

Es wild gezeigt, dafs die Summe aweier au einander primen Quadrate 

i' -j- M* a]s Teiler mir wieder eine ähnliche Summe y'+s* haben kann 204 
Ebenso verhalt es sich mit den Pormebi t* + 2«^, (^ ~- 2m', indem jede 

TOn ihnen nur Teiler von ähnlicher Form beaitat 205 

Allgemeine und charakteristiache Eigenschaften der Primzahlen von 

der Form 8m+ 1, 8m + 3, 8m + 6, 8m + 7 208 

Wert des Symbols ( — I je nach der Art der Primzahl c 211 

§ 4. Beweis des Satzes, dafs jede ganze Zahl die Stmime von vier oder 

■wemgei- (Quadraten ist 212 

Es wird bewiesen, dafs, wenn B und zwei beliebige gegebene Zalilen 
bedeuten, es stets Werte von ( und m to» der Beschaffenheit giebt, 
daffl (' — Bm^ — durch eine gegebene Primzahl A teilbar ist. 212 
Das Produkt ins der Formel p" + g^ + )'^ + 3' und emei andern ahn 

hchen Formel ist wiedeium die Snmme von viei Quadraten 214 

£me beliebige Zahl ist die Summe von vier Quadraten 21G 

Pntwii,klung der veischiedenen Fälle des Fermat sehen Satzes ubei die 
Polj^onalzahlen 218 

§ 5. Jon der hntaten Form uelche den. Jetletn de) hinomtiiken Formel 

a +1 iH dei a und n gegebene ialiien strUl, ^uhmwt 222 

Jt le Primzahl p welche in der Formel «' -|- 1 aufgeht i^it von dei 
Form 2n'C-{'l. oder sie geht werngstens m einei einfacheren Formel 
a" -\- 1 aut m welcher m den Quotienten bedeutet dei eicl bei 
der Division voi re duioh eine ungeiado Zahl eigiebt -'3 

Ji-dp Primzahl i) welche m ier Foimel a'~ 1 aitgeht i'it m Uli 
Form H.3: -^ 1 entbilten oder aie geht wenigstens in dei Foimel 
a*" — 1 aif m welches a em Teiler von n ist 227 

Verschiödeno Anwiadungen aut die Bestimmung sehr giofsei Pnm 
zahlen 228 

g G. Siiiz enthaliend ejw Rec*pro(^aisgesa^, weldies zmsüien "tiu beliebigen 

Piii)uaMen besteht 229 

Wpuu d e Piimzihlen m und n nicht alle beide von doi Foim 4 + " 

sml '(0 hit mm alln'emem ( ) = ( ) tifsitie sie -vbei ille 

beide dieae Form so ist (^^ =^ [^j 230 

Veiachiedene von dem ciwahnteu Gesetze abhängende Sitze 237 

Beweis zweiei allgememei '^atze ?u denen tiilei m ^rmen üiubciH 

ioaljtica Bd l auf induktivem Wege gelangt ist 240 

§ 7 Anwendung des voitgen Satzes, um nu alennen ob eine Fi im„ahl c m 

der Fmnid -c' + o aufgeht 242 

Sehi emfachpr Algonthmus hierzu ü'' 

Entwicklung einer gl ofsen Anzahl lonlallen in Ufnen mm dtuW it 

von V a pnon bestimmen kann 24G 
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j t / }i N t n 

A flö g d 11 P bl t 

Üb d 1 1 P 11 w JV d 1 It I 1 t l 

Btminw l A hld lö 

^ /( w / i j M ? ''-'()-(-)- ' 

V P aM ist rr 

§ F tl mj l l mTm fi Ulf! d f 7t|- 

&t ttltl dlaitnudlllF U + 

1) t mmt w 1 w in P 11 hl 1 1 D 11 It 

Primzahl lat 258 

Es weiden die linoftien tonnen eben dicsei- Teiler a pi'iori bestimmt, 

WPnn c dl* Piodakt von zwei oder mclireren I'rimKablea ist. , , HG5 
Im Allgemeinen aerfallen dio Teuer einer imd derselben Formel i* + cm" 
in eine bestimmte Amiahl von Gruppen, deren jede ans einer glei- 
chen Anzahl von linearen Tormeu 2cfl!-|-a oder icx-^a besteht 3Gd 
AbgekürnteH Verfahren anv BeBtimmnug sämtliGher linearen Formen 

der Teiler mit Hülfe der quadratischen Teiler 2Gi> 

S 11. M-mkmg dei' Tafeln IH, IV, Y, VL und YU 381 

Diese Tafeln stelien für jede innerhalb ihrer Grenzen enthaltene Pormo! 
(* + '!'* da? System ihiei quadi%tisehon Teilei imd doi entspiochen 
den linearen Teile), Am 
g 12 FineReilievonSatsen,wele}iesickauideiivotliei t'iv'oJmtm Tafdneryebcn f'ii 
E^ wLid allgemein bewiesen, dafa, wenn ie3:~\-a eme tin lintaiin 
Poimen ist, welche den Teilern dei Toiinel f' + cii' zukommen 
jede in dei Poim i.cx-\-a enthaltene Pum/ahl Tiilei dti Foimel 
i' + CM" und lolglioh von emei dei zm. Form icx-^a gehonten 
quadiatisehon Formen ist Daiana ergeben sieh, ebenso viele bo 
Hondeie Siltae, als es lineare Formen m den Tafeln giebt -iOII 

8 13 Ändere Salze, dte guadi atis'hen F&tiuen (fei Zt^ikn betit/lcmj 302 

lede Primzahl A, welche m der Foimel t' + cw^ anfgeht, kann nui 

7u einem ouiaigen quadiatiocheu Teilet geiiuion M»^ 

lede Pnmaahl J., welche von dei Form y' -[-"■'' '^^i ^tJ»! nni Lin 

emsiges Mal von dietPi Form sein ^n , 

^a wild bestimmt, anf wieviel Arten eine nnd dieselbe /usammcngc- 
setzte Zahl A von dPi Form y'-^as" sein kann, woraus sich die 
Losung eines Feimat sehen Problems eigiebt 309 

Ipde Pnmaahl A odei das Doppelte einer Primzahl, welone in der 
Formel py^-\- 2qyg-\-r2^, in welchei pr — q^ eine positive Zahl 
ist, enthalten ist, kann nur auf eine einzige Weise dann enthaJttn 
sein, abgesLhen von dem Falle der ambigen Teilci 31 

§ 14 f/'/p! dte Jlüllimitid :tii HesUmmung einer Piimeeüil, welche tpnf^ei !^ 

ah etw, giyebene Zahl i?'' 

Taffl von veiscinedenen Foimeln, welche P!imR.ihlpn ausdiüfken, so 
bald eini bestimmte Redingung oifüllt i^t 3a'i 
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TnUalts Verzeichnis kiiih ersien Rande. XVII 

Erklämug der Eigenschaft, dafs gewisso formein eine aiemlich aus- 

gedehnte Reihe von Primzalileii enthalten 32S 

15. Anwenäutig der em-igen Sälse, um zu enniüeln, oh eine gegebene Zaiil 

Pfimsalil ist oder ni<M 329 

Zu den bereits angegebenen HülfBmitteln koramt noch die Kettenhrnch- 
entwicltliuig der Quadratwurzel auB der gegebenen Zahl Ä oder 
ans oinpm ihrer Vielfachen hinKu 333 

Dritter Haiipttcii, 
Theorie; der Zahlen, Insofern sie sieh in drei Quadrate 



5 1, I) fnd on } 1 tiniien Imm Zahhn im! juai aiii Jie T ik uelch 

diese Foim besitzen oda nickt hesit'en 1 ownen 337 

g 2. Gegenseitiges Entspr elien der U^naen Fonien de^ Zahl c 'unä dei tri 

naien Teuer dei Foimd t^-\-cu^ MO 

Ist pin quadratischer Teiler dei Foimel t' + cm' in diei Quadiatf' zer 
legbar so ergiebt jede Alt dieaei Zeilegnng d h jede trinäieFoim 
dieses Teilera emen ent^pre henden tcmaien Wert von e 340 

Umgekehrt kann man immei wenn eme tiiniie Foim der Zihl c gp 
geben ist einen trmären quadratisch ea Teilei dei Formel i° + c« 
hnden welcher dem gegebenen Werte von c entspricht "43 

Es wild lUgemem bewiesen 1) dala es nur einen qnidrati sehen Toilei 
^eben kann welel pr dem gegebenen tnnlien Weite von c ent 
spiieht und 2) dafa diesei Teilei nnr eine einzige eben diesem We to 
entaptechende tni are Form hiben kann abgesehen von dem Falk 
der ambigen Teiler wo e& awei tnnäre Formen giebt 343—360 

■j 3. Alf di(, trmarm qjtadratisehen Tetl^ be'tiqbche Seit c 351 

Wenn die Zahl c eine Pnmzihl oder das Doppelte emei PiimzT,hl ist 
so besitzt die Foimel t'' -\- eu' ebenso viele ttiiiie qiad ahsohe 
Teiler als es tiindre Formen dei Zahl c giebt und j dei d csei 
Teiler kinn nui eine einzige trinoie Foim haben S64 

Wenn die Zlhl JV in einem trii^lren Teiler dei Fo mel t + Oi? ent 
halten ist so ist auch umgekehrt die Zahl c in einem timaien 
Teilei der Foimel t'-\-Nw' enthalten Überdi s sind die aus jedem 
diesei timlren Teiiui sich eigebenden trinuen Werte von JW nnlc 
in heilen Fiilkn dieselben 155 

Kennzeichen duich welche die locipioken qiahatitchen Teilei sich 

von den niehtreciproken Teilein unteischeidea ^( 6 

Die quadiatvschen Teiler der Formel t -\- e i'' zerfallen wieder in ieiloi 

erstei Art und in Tiiler zweitei Ait 3G6 

Wenn die Zahl c eine Fnm?,ah! oder das Doppelte einer Pnmzahl ist, 

so ist jeder quadratische Teilet erster Art ein reciproker Teiler , 368 
Was auch c sein möge, wofern es nnr nicht die Form 4w oder die 
Form 8 «4- 7 besitzt, BO enthalten die qnadratischen Teiler der Formel 
(2 ..[- cu^ immer wenigatena einen, welcher reciprok ist 3G9 
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Jcdei teciproke qui.dmtiaclie Teilei dci Foitnel t -^ tw^ ist ein tiiiiäiei 

Teilei, irnd dieser Teilei hat soviel trimie roimen ila m z ~^ 

Einheiten enthalten sind, wtbp» t Jie Anzahl dei iiugeiaden nnl 

ungleichen in c inf^thendea Pnmfaktoien bfilentet ^70 

Allgemeine Fol^aiungen welche simtlich Eigen schiften drr ma Ui 

endliche foitgeeetaten Tafel VIU darstellen 3H5 

Jede angerade Zahl, mit alleiniger Anfinahme darei von der iorm 

8«+ 7 ist die Summe dreier Quadrate J86 

[ de gan^e Zahl ist die Summe dteior Tngonalzahlen S87 

Da*) Doipelte einei jed n ungeraden Zahl iit diP fenrnrae von diei 

QuadrT.ten S87 

Jede gaii7i, Zahl oder ■nemgstena das Doppelte derselben ist dieSummi, 

von diei (Juidraten JS8 

Man kann eme Zahl tndeu weU he beliebi,^ ticIp tiimre Fo mcn bcitat 389 

Tafeln 
Tafel T Die emfaihiton Äusdiuche d i lonneln Lj + 2 jl/y -^^ ' '""^ '^''^ 

Wertedecmohtquadrati8chenZahl4--M* — /,JS"voii ^ = 2 bis ji = 130 390 
Tafel Tl. Die einfachsten Ausdrücke der Formeln Ly'' -\- Myz -^ Ne', in 
denen M nngei'ade ist, für alle Werte von S ^ M^ — iLN YOn B^b 

Msü = 306- 393 

Tafel in. Quadratische und ungerade lineare Teiler der Formel t'~au^ 
für jede nichtquadratisehe und durch kein Quadrat teilbare Zahl a von 

<t = 2 bifl a = 79 394 

Tafel IV. Quadratische und ungerade lineare Teiler der Formel 4* + '*'*^ für 
jede Zahl a von der Form in-\-l, die weder selbst ein Quadrat noch 

durch eine Quadratzahi teilbar ist, von o = 1 bis o = 105 40i 

Tafel V. Quadratische und ungerade lineare Teiler der Formel t^ + au' für 
jede durch kein Quadrat teilbare Zahl « von der Form 4» + 3 von 

a = 3 bis a=103 -107 

Tafel Vr. QaadratiBche und ungeiade ImcaieTeilei dei Foimel /■' + 2fH(^ für 
jede durch kein Quadrat teilbaic Zahl a von dei Foun in -\- l von 
<» = 1 bis o = 53 ... 409 

Tafel VII. Quadratische und ungerade lineare Teiler dei Formel t + 2««'^ 
für jede durch kein Quadrat teilhaie Zahl a von der Foim 4n + ^ '">" 
= 3 Ms o = 51 ... 412 

Tafel Vni. Enthaltend die tiio.v\£n quadiati-tchen Teilei dPi foimel (' + cir 
nebut den eat'pi gehenden tnnären Werten von c fui jede wedei die Form 
in noch die Form 8«-}"' bpsitiendo Zahl c von c="l bis 0^^251. . 415 

Tafel IX. Werte des Produkts ■ - ? ■ - - - -- S^~~ ^ , welohee gebildet ist aus 

den aufeinanderfolgenden Primaahlen, von (0 = 3 bis m-^ 1229 .... 429 
Tafel X. Enthaltend die kleinsten Werte von x und y, welche der Glei- 
chung !k' — Ny^ ^ zh 1 genügen, für jede nichtquadratisehe Zahl N^ von 
N^Z bis ;f— 1003 431; 
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EinleituDg, 
AUf^emeiiic Sätze übeT die Wahlen eiitluilteiul. 

In dieser Einleitung werden wir einige allgemeine Beta^achtungen 
über die Natur der Zahlen und insbesondere über die der Prim- 
zahlen anstellen. Vor Allem aber halten wir es für notwendig, 
uns mit einigen fundamentalen Sätzen zu beschäftigen, deren 
Beweis in den gewöhnlichen Lehrbüchern der Arithmetik sich ent- 
weder ga.r nicht findet oder wenigstens nicht mit der nötigen Strenge 
gegeben wird. 

I. 
Wir unterauelien zuerst, warum das Produkt zweier Zahlen, 
wenn mau die Reihenfolge der Faktoren ändert, dasselbe 
bleibt, d. b. warum Ax S == Bx A ist. 

Ist Ä die grofsere der beiden Zahlen A und J5, und C ihre 
Differenz, folglich Ä = B -\- C, so wird man ohne Weiteres zugeben, 
dafs das Produkt aus A und B, d. h. A ^-mal genommen, sich aus 
dem Produkt von B und B und dem Produkt yOo. C und B zusammen- 
setzt, so dafs man, wenn mau den Multiplikator zuletzt schreibt, 

AxB^BxB-\-CxB 
hat. Das Produkt aus B und A oder U + C ist aber ebenfalls aus 
B J5-mal genommen mid aus B C-mal genommen zusammengesetzt, 
so dafs 

BxA = BxB-\- BxC 
ist. Daraus erhellt, dafs das Produkt AxB dasselbe sein wird wie 
das Produkt BxiA, wenn das Teilprodukt Cx. B gleich Bx.C ist. 
In derselben Weise aber folgert man die Gleichheit zwischen CB und 
BC aus der Gleichheit zweier kleineren Produkte CB und BG, und 
fährt man so fort, so gelangt man notwendig entweder zu dem Fülle, 
wo die beiden Faktoren gleich sind, oder zu dem, wo der eine von 

Legeudro, ZeWentheoi-ic X 1 
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beiden gleich der Einheit ist. Im ersteren Falle ist die Gleichheit 
augenscheinlich; in dem zweiten folgt sie daraus, dafs Hxl ebenso 
wie 1 X ff gleich B. ist. Mithin ist das Produkt ÄxB stets 
gleich dem Produkte B X Ä. 

II. 

Man setzt in der Regel voraus, dafa es, wenn man eine Zahl 
C mit einer andern Zahl N, welche selbst das Produkt 
zweier Faktoren A und S ist, multipliciereu soll, gleich- 
gültig ist, ob man C sogleich mit dem ganzen Produkte JV, 
oder erst C mit A und sodann das Produkt mit B multi- 
pliciert. 

Um die Dichtigkeit dieses Satzes darznthun, bemerke man zu- 
nächst, dafs das Produkt A£ nichts anderes ist als: Ä-'r A-^- A-\ , 

wobei die Anzahl dieser Glieder gleich B ist. Multipliciert man dem- 
nach eine dritte Zahl C mit dem Produkte AB, so hat man die Ope- 
ration der Multiplikation von C mit A J5-mal zu wiederholen, d. h. 
man erhält CA + CA -\- CA + ■ ■ -, wobei das Glied CA. U-mal zu 
setzen ist. Das Resultat ist also CAxB, so dafs man hat: 
CxAB^CAxB. 

III. 
Auf Grund dieser beiden SUtze zeigt man leicht, dafs das Pro- 
dukt beliebig vieler Faktoren stets dasselbe bleibt, in welcher 
Reihenfolge man auch die Faktoren mit einander multipli- 

Soll z. B, bewiesen werden, dafs das Produkt Ax B x: C X D 
gleich dem Produkte Cx ÄX. If XL B ist, so bringe man zunächst 
in beiden Produkten denselben Buchstaben an die letzte Stelle. Nach 
den vorhergehenden Sätzen hat man nämlich: 

AxBC^^AxCB^ACx B, 
mithin : 

AxBxCxD = AGxBxD = ÄCxBD = ACxDxB. 
In diesem Produkte steht der Buehstahe B an der letzten Stelle, 
ebenso wie in dem andern gegebenen Produkte CADB. Läfst man 
jetzt den letzten Buchstaben weg, so hat man nur noch die Gleichheit 

AGxB^GxAxI) 
zu beweisen und diese ersieht sicii daraus, dafs A.C = C X. A ist. 
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IV. 

Das Produkt zweier Zalilen A und B ist durch jode Zalil 
teilbar, welche in eiucm der beiden Faktoren A. und B genau 
aufgeht. 

Denn ist &■ eine Zali), welclie in B aufgeht, und ist somit 
B = Gx», so erhäät man AB = ÄCx». Mithin giebt AB, 
durch & geteilt, den genauen Quotienten AC. 



Wenn die Zahl & gleichzeitig in den beiden Zahlen j1 
und B genau aufgeht, so geht sie auch in tler Summe und 
Differenz von zwei beliebigen Vielfachen dieser Zahlen auf. 
Denn ist A = A'&, B = B'd', so erhält man: 
mA + nB = mÄ'd' + nB'&, 
also eine Grösse, welche durch & geteilt den genauen Quotienten 
mA' + nB' giebt. 

VL 
Eine Primzahl, welche in keinem der beiden Faktoren 
A und B aufgeht, kann auch kein Teiler ihres Produkts 
AB sein. 

Da dieser Sats einer der wielitigaten in der Zahlentheorie ist, 
so wollen wir den Beweis desselben in aller Ausführlichkeit entwickeln. 
Gäbe es wirklich eine Primzahl &, welche keine der beiden Zahlen 
AmiAB, wohl aber ihr Produkt ^.B teilt, so könnte man annehmen, 
dafs sich bei der Division von A durch & der Quotient m (welcher 
auch gleich sein könnte) und der Ecst A' ergebe. Man würde also 

A = md- -\- A 
und ebenso 

B = n9-i- B' 
folglich 

AB = ibbS-^ + «A'* + mB'%- + AB' 
erhalten. Diese Grosse müsste unserer Annahme entsprechend durch 
%■ teilbar sein, und da die drei ersten Glieder durch ö- teilbar sind, 
so müsste sich auch das vierte Glied durch %■ teilen lassen. Man 
könnte also setzen: 

AB' = O. 
Zu diesem ersten Resultat bemerken wir: 

1) dafs von den Zahlen Ä und Ja' keine gleich sein kann, da 
A und B nach Voraus,set/-uns nicht durch %• teilbar sind; 
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2) dafs Ä' und ß', als Keste der Division durch 9, klciuer sind 
als &■; 

3) dafs keine der Zahlen Ä' und JB' gleich der Einheit sein kann. 
Hätte man nämlich Ä' = 1, so würde sich das Proiäukt Ä'B' auf H' 
redncieren, und da B' < 0' ist, so könnte unmöglich B' = Cd- sein. 

Man hätte also zwei ganze Zahlen A', B', welche beide grösser 
als 1, aber kleiner als %■ sind, und deren Produkt durch ■& sich teilen 
liefse, so dafs 

AT =C '^ 

wäre. Sehen wir zu, welche Fol e un en 1 la 1 en würden. 

Da J,' kleiner ist als %; so lann min %■ \ 1 1 Iv 3ieren; ist 
p der Quotient und A' der Rest so eih It min 

^=j 4 + 1 
folglich: 

'& X £' = pÄB' + Ä' ß'. 

Da die linke Seite dieser Gleichung durch ^ teilbar ist, so mnss es 
auch die rechte sein. Da ferner A!ß' = C'&, und demnach der Teil 
A!3' selbst durch & teilbar ist, so muas sich der zweite Teil Ä'B' 
ebenfalls durch %■ teilen lassen. 

Die Zahl Ä' ist als Rest der Division durch Ä kleiner als Ä, 
und ferner kann sie nicht gleich sein. Denn wäre dies der Fall, 
so würde %• durch Ä teilbar, also keine Primzahl sein. Aus der 
Annahme, dafs das Produkt ÄS durch * teilbar sei, folgt somit, 
dafs ein anderes Produkt, welches kleiner ist als A'B\ ohne gleich 
Null zu sein, ebenfalls durch & teilbar ist. 

Mittelst derselben Scblussfolgerong leitet man aus dem Produkte 
A'S ein anderes Produkt Ä" 1^ oder Ä"E' ab, welches noch kleiner 
ist, und welches teilbar durch *, aber nicht gleich Null ist. 

Indem man die Reihe dieser abnehmenden Produkte weiter fort- 
setzt, gelangt man notwendigerweise zu einer Zahl, welche kleiner ist 
als %. Eine Zahl aber, welche kleiner als % und von Null verschie- 
den ist, kann unmöglich teilbar sein durch 9'. Mithin kann die An- 
nahme, von der wir ausgegangen waren, nicht richtig sein. 

Wenn sich also von beiden Zahlen A und B keine durch % 
teilen läfst, so kann auch ihr Produkt J.J8 nicht durch -& teilbar sein. 

VII. 

Auf dem soeben bewiesenen Satze beruht vollständig die 
Lehre von den Inkommensurablen GrÖfseu. Denn gäbe es z. B. 
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einen rationalen Bruch ---, welcher gleich 'l/2 würc, so uiiU'ste 
-— = 2 sein. Es müsste demnach m^ durch jede der Primzahlen, 
welche n teilen, ebenfalls sich teilen lassen. Wenn aber der Bruch 
— als irreduktibel vorausgesetzt wird, so hat m keinen Teiler mit n 



gemeinschaftlich; mithin kann dem vorhergehenden Satze zufolge auch 
m^ mit n keinen Teiler gemeinsam haben. Es ist daher unmöglich, 



üeberhaupt kann eine heliehiyc Potenz der Zahl a keine 
andern Primzahlen zu Teilern haben als a. selbst. Wenn es 
daher keine ganze Zahl a: von der Beschaffenheit giebt, dafs x'^ = h ist, 
wo b eine gegebene ganze Zahl bedeutet, so kann ea auch keinen Bruch 

sehen, so dafs - — = ö wiire. 
V ° ■ y" 

vni. 

Jede holicbige Zahl IV" kann, wenn sie nicht Primzahl ist, 
dureli das Produkt von mehreren Primzahlen a, ß, y, . . ., jede 
derselben auf irgend eine Potenz erhoben, dargestellt werden, 
so dafs man immer setzen kann: 'S = o,"'ß''y^ ■ ■ ■. 

Das Verfahren, diese Zerlegung auszuführen, besteht dajrin, 
dafs mau versucht, die Zahl N durch jede der Primzahlen 2, 3, 5, 
7, 11, ... zu dividieren, wobei man mit den kleinsten anfängt. Geht 
die Division durch eine dieser Zahlen « auf, so wiederholt man sie 
so oft als möglieh, z. B. »j-mal, und erhält dadurch, indem man den 
letzten Quotienten mit P bezeichnet, N = «"' P. 

Läfst sich die Zahl P nicht mehr durch et teilen, so braucht 
man nicht erst mehr die Division von P durch eine Primzahl, welche 
kleiner ist als «, zu versuchen. Denn wenn P durch §■ < c teilbar 
wäre, so würde offenbar auch N durch ■& teilbar sein, was unserer 
Annahme zuwiderläuft. Man wird daher P nur durch Primzahlen zu 
dividieren brauchen, welche gröfser sind als a. Auf diese Weise wird 
man nach und nach P= ß''Q! Q = y"-^' '^- ^- w. finden, und dies 
giebt F=«"'/3''j^ . .. 

IX. 
Hat man die Division einer gegebenen Zahl iV durch 
die Primzahlen, welche kleiner als "|/iV sind, versucht, und 
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findet man imtec diesen keiue, welelie in N aufgehen, ao 
folgt daraus mit Sicherheit, dafa N eine Primziihl ist. 

Denn nimmt man an, dafs N durch eine Primzahl & > yN 
teilbar sei, so wurde man, wenn man den Quotienten mit P bezeichnet, 
N= d'F erhalten. Da aber & > l/jV ist, so wurde 

sein; mitbin würde N durch eine Zahl P, welche kleiner ist als 
YN, uud somit umsomehr durch eine Primzahl, welche kleiner als 
YN ist, teilbar sein. Dies ist aber gegen unsere Annahme. 

Auf diese Weise kann man also finden, ob eine gegebene 
Zahl N PrimzaM ist oder niclit. Dieses Verfahren ist indessen, ob- 
wohl es, wie wir später zeigen werden, einige Abkürzungen zulässt, 
im Allgemeinen recht weitläufig und beschwerlich. Deshalb haben 
mehrere Mathematiker es für nlitzlieb gehalten, Primzaiatafeln von 
grösserer oder geringerer Ausdehnung zu konstruieren. 

Die einfachste Art, solche Tafeln herzustellen, besteht 
darin, dafs man zunächst der Reihe nach alle ungeraden Zahlen 1, 3, 
5, 7, . . . bis zu 100 000 etwa oder bis zu einer beliebigen andern 
Grenze hinschreibt. Ist diese ßeihe gebildet, so streicht man nach 
und nach alle Vielfachen von 3, ferner alle Vielfachen von 5, 7, u. s. w. 
weg, indem man nur die ersten Glieder 3, 5, 7, u. s. w, , beibehält, 
welche durch die vorhergehenden Operationen nicht weggefallen sind. 
Auf diese Weise sieht man, dafs alle übrigbleibenden Zahlen nur 
durch sich selbst teilbar und in Folge dessen Primzahlen sind. Am 
Ende dieses Werkes wird man eine Tafel No. IS finden, welche die 
Primzahlen bis zu 1229 enthält. In einem Werke, das den Titel führt: 
Georgii Vega Tabulae logarithmico-trigonometricae, Lipsiae 
1797, findet man eine Tafel, die sich bis zu 400000 erstreckt, und 
die überdies den Vorteil gewährt, dafs sie für jede unterhalb dieser 
Grenze liegende zusammengesetzte Zahl die kleinste Primzahl, welche 
ein Teiler derselben ist, angiebt. Indessen hegten die Mathematiker 
schon lange den Wunsch, dafe die Tafel der Primzahlen mindestens 
bis zu einer Million fortgesetzt würde. Herr Chernac, Professor zu 
Deventer, entsprach zuerst diesem Wunsche, indem er sein Cribrnm 
arithmeticum, in dem man die Primzahlen und die Teiler der andern 
Zahlen bis zu einer Million findet, veröffentlichte. Bald darauf gab 
Herr Burckhardt, der Mittel zur erhebliehen Vereinfachung der Kon- 
struktion solcher Tafeln gefunden hatte, eine Tafel hera\is, welche in 
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einem nicht zu starken Bande die Primzahlen von 1 his 3 036 000 und 
die kleinsten Teiler der andern Zahlen enthält. Diejenigen, welche 
sich mit der unhestimmten Änalysis beschäftigen, haben also die 
Walil zwischen zwei Tab eilen werken, die ihnen gleicherweise nützlich 
sein können, das eine wegen seiner leichteren Handhabung, das andere 
wegen seiner grösseren Ausdehnung, 

X. 
Ist eine Zahl N auf die Form a'"/5"y!' , , . gebracht, so wird auch 
jeder Teiler dieser Zahl von der Form ai^^'y".., sein, wo die 
Exponenten (t, v, %, . . . die Zahlen m, n, p, ... nicht Übersteigen 
können. Es folgt hieraus, dafs die Teiler der Zahl iV siimtlich 
durch die verschiedenen Glieder der Entwicklung des Pro- 
dukts: 

p = (1 + „ + „^ + . . . + ««.) (1 + ^ + ^^ + ... + ,?.).. . 

gegeben werden. Mithin ist die Anzalil aller dieser Teiler gleich: 

(,„ + 1) („ + ],)(, + 1)..., 

und zugieieh ist die Summe eben dieser Faktoren gleich P, und 
dieses läl'st sieh auf die Form bringen: 



£.-1 ff-l v-l 

So ist z. B., da 360 = 2^ ■ 3^ ■ 5^ ist, die Anzahl der Teiler von 3(30 
gleich; 

4 . 3 . 2 = 24 
und die Summe derselben gleich: 



XI. 
Mau kann leicht eine Zahl finden, welche soviel Teiler hut 
als man wilh Sucht man z. B. eine Zahl, welche 36 Teiler hat, 
so zerlege man 36 in Faktoren, die Primzahleai sein können oder 
nicht, z. B. in 4.3.3, und vermindere jeden dieser Faktoren um 
eine Einheit. Dies giebt 3.2.2. Mithin ist cfi^^y^ eine der Formen 
der gesuchten Zahl, wenn a, ß, y von einander verschiedene Prim- 
zahlen bedeuten. Die Pattoren 6, 3, 2 würden eine andere Form 
ß5^2j,i ergeben, bei welcher die einfachste der in ihr enthaltenen 
Zahlen 2^ 3^ 5 = 1440 ist. 
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SIL 
Wenn man sucht, auf wieviel Artun die Zahl JV"= u"'ß''yP . . . 
das Produkt von awei Faktoren Ä und S seiu könne, so findet 
man diese Anzahl gleich: 

l (m+l)0i+I)Oi + l).... 

Denn nehen jedem Teiler Ä kommt der zu ihm inverse -j- oder B 
vor; mithin ist die Anzahl der Gröfeen AB oder BA die Hälfte von 
der Anzahl der Teiler von JV. 

Wäre die Zahl N ein Quadrat, so würden alle Exponenten m, 
n, p . . gerade Zahlen sein, und es würde somit die Hälfte des Pro- 
dukts {m -\- l) {n -\- 1) (j3 -|- 1) . . . den Bruch -^ enthalten. Für diesen 
müsste man die Einheit nehmen. 

xm. 

Sollen die beiden Faktoren, in welche man die Zahl JV zer- 
legt, prim zu einander sein, so ist die Anzahl der mögliehen 
Combinationen nicht mehr von den Exponenten m, n, p, ... 
abhängig, sondern sie ist dieselbe, als ob die Zahl N nur einfach 
gleich aßyd . . . wäre, so dafs man, wenn ft die Anzahl der ungleichen 
Primfaktoren bezeichnet, für die Zahl, welche angiebt, wie oft 
sich N in zwei zu einander prime Faktoren zerlegen lässt, 
die Zahl 2*-^ erhält. 

So lässt sich z.B. die Zahl 1800 zwar auf 18 verschiedene Arten 
in zwei Faktoren zerlegen, aber nur auf 4 verschiedene Arten in 
zwei Faktoren, die prim zu eina.uder sind; demi es ist 1800 ^= 2^ , 3^ . 5^ 
und 2^-^'^'i. 

XIV. 
Es sei die Aufgabe gestellt, für eine gegebene Zahl JV zu unter- 
suchen, wieviel Zahlen es giebt, die prim zu N und zugleich 
kleiner als N sind. 

Um diese Aufgabe zu losen, werden wir nach und nach den Ein- 
fiuss zu ermitteln suchen, welchen die verschiedenen Primfaktoren 
auf das Resultat ausüben. 

Es sei zuerst iV= cc3f, wo a eine Primzahl und M einen 
beliebigen Faktor bedeutet, der noch durch cc oder eine Potenz von 
ß teilbar seiu konnte. Wenn man die Reibe der natürlichen Zahlen 
1, 2, 3 . . . JV" betrachtet, so bilden diejenigen Glieder dieser Reihe, 
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welche durch a teilbar sind, ihrerseitü wieder eine Reihe w, 2a, 
3 k, ... Md. Die Anzahl dieser Glieder ist M. Nennt man also x 
die Anzahl der Glieder dei- ersten Reihe, welche nicht teilbar sind 
durch «, so hat man: 

X = M« - 1/ = M (k - 1). 
Ist zweitens JV= aßM, wo a und ß zwei verschiedene Prim- 
zahlen und M ein beliebiger Faktor ist, so kann man in der Reihe 
1, 2, 3 ... IV drei Arten von Grliedern unterscheiden: 

1) die a; Glieder, welche weder durch a noch durch ß teilbar sind; 

2) die Glieder, welche durch die eine dieser Primzahlen, aber 
nicht durch beide zugleich teilbar sind; 

3) die durch aß teilbaren Glieder. 

Die Anzahl der durch ce teilbaren Glieder ist — oder Mß. 
Schliefst man aber davon noch die durch ß teilbaren Glieder aus, so 
redneiert sich diese Anzahl, nach dem, was wir vorher schon gefunden 
haben, auf M{ß — 1). Ebenso ist die Anzahl der allein durch ß 
(nicht durch et) teilbaren Glieder gleich M(a — 1). Endhch ist die 
Anzahl der durch aß teilbaren Glieder gleich M. Man erhält also 
aß3I^x + M(ß—l) + 3f 

+ Jlf(«-1), 
und hieraus folgt: 

X _ Jf (. -l){ß^V)-N(l- l) (l - i) . 

Ist drittens N ^ aßyM, so können wir in ähnlicher Weise 
wie vorher in der Reihe 1, 2, 3, . . . JV" vier A.rten von Gliedern unter- 
scheiden : 

1) die a^Glieder, welche durch keinen der Faktoren a, ß, y teil- 
bar sind; 

2) die Glieder, welche nur durch einen dieser Faktoren teil- 
bar sind; 

3) die Glieder, welche sich nur durch zwei derselben teilen Uvsacn, 

4) die Glieder, welche durch alle drei teilbar sind. 

Durch a teilbare Glieder sind überhaupt — oder Mßy vorhanden ; 
betrachtet man aber unter ihnen nur die, welche prim zu ß und y 
sind, so reduciert sich ihre Anzahl, wie wir beim zweiten Falle ge- 
funden haben, auf M.(ß — \){y — 1). 

Durch aß teilbare Glieder giebt es im Ganzen — r- oder My; 
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betrachtet man aber von diesen nur die zu y priraen Glieder, so 
reducierfc sieb ihre Änzabl auf M('y — 1). 

Endlicb kommen —3— oder M dui-eh «fiy teilbare Glieder vor. 
Demnach erhalt man: 
ccßyÄl^ x-\-M(ß— 1) (y - 1) + M(y — 1) + M 
+ 3f()'-l)(«-l) + Jf(«-l) 
+ M(ß - 1) iß - 1) + Miß -- 1). 
SetKt man für den Angenbliclt : 

ß — 1 = ß , ß—l=ß\ j, — 1 = j.', 

so wird die linke Seite gleich M(a + 1) (ß' + 1) (/ + 1) oder gleich: 

Ma'ß'y + Mß'y + My + M 

+ My'a + Ma 

und die rechte Seite unterscheidet sich von dieser Gröl'se nur durch 
das erste Glied, welches in ihr x anstatt Ma ß'y ist. Es ist demnach: 

x^ Ma'ß'y, 
oder; 

Dieselbe öehluss weise wendet man leicht auf eine grölsere An- 
zahl von Faktoren an, und man sieht, dafs das Resultat stets von 
derselben Form sein wird. 

XV. 
Da jede Zahl iV anf die Form a"'ß"'y'' . . , gchiLicht werden kann, 
welche in dem allgemeinen Ausdrucke Maßy . . . enthalten ist, so ist 
hiemach klar, dafs man aus der Formel 

erkennt, wie viele Zahlen es giebt, die pi-im KU 2V" und Kugleieli 
kleiner als iV sind. 
So ist z. B. 



60 — 2" . 3 . 6 und 6o(l — J ) (1—9(1-"!;) — 



16. 



Es giebt daher 16 Zahlen, die relativ prim zu 60 und kleiner als 
60 sind. Diese Zahlen sind: 

1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 63, 59. 
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XVI. 

Wir wollen jetzt unters Liehen, wievielmal eine gegebene Prioizulil 
%■ in der Reihe der natürlichen Zahlen von 1 bis N als Faktor vor- 
kommt, oder, was dasselbe ist, welches die höchste Potenz von 
% ist, welche in dem Produkte 1 . 2 . 3 . . . iV aufgeht. 

Zu dem Zwecke bezeichneii wir durch ■E( — 1 die gröTste ganze 

Zahl, welche in dem Bruche — enthalten ist, und nennen die ge- 
suchte Zahl oder den Exponenten von & x. Dann erhsilten wir: 

wo diese ßeihe so lange fortzusetzen ist, als der Zähler gröl'ser ist 
als der Nenner. 

Offenbar stellt nämlicli J^'i-sr) <-lie Anzahl der Glieder der Reihe 
1, 2, 3, . . . N dar, welche teilbar sind durch ■&; ebenso stellt iM^j 
die Anzahl der Glieder derselben Reihe dar, welclie teilbar sind durch 
fl-^, und so fort. Wenn es nun in dem Produkte 1,2.3...^ keine 
durch &^ teilbaren Glieder gäbe, so würde die Anzahl der Pakfcoren 
&, welche dieses Produkt teilen, einfach -E(^] sein. Kommen aber 
überdies solche durch &^ teilbaren Glieder vor, so wird durch jedes 
dieser Glieder ein neuer Faktor •&■ zu demjenigen hinzutreten, welcher 
bereits in JEi-sr) aufgenommen war, so daCs, wenn man nur die durch 
■& und die durch &^ teilbaren Glieder berücksichtigt, die Anzahl der 
Paktoren & gleich -EI-öt) -\- ■^{'Äi') wird. In derselben Weise kommt 
durch jedes durch S^ teilbare Glied ein weiterer Paktor & zu den 
bereits gezählten hinzu, so daXs die Gesamtzahl der Faktoren & gleich 

-^\w) ^~ -^V^l '^ -^l^^) '^'^^^- ^° Sollt es weiter, bis man zu 

einer Potenz 9'' > JV gelangt; alsdann bricht die Reihe der JG ab, da 

— ^ kleiner als 1 und somit die darin enthaltene Zahl El--- ) = ist. 
&' \&-' J 

XVIT. 

Soll z. B. gefunden werden, wie oft der Paktor 7 in dem Produkt 
der natürlicbeJi Zahlen von 1 bis 10000 enthalten ist, so stellen wir 
folgende kurze Rechnung an: 
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4™1)_T428 



4-=) -£(=-) .. 29 
B(i??»l).E(lt) „, 4 

^{^^-^(^ - 0. 
Die Summe aller dieser Zahlen ist gleich 1665; mithin ist das in 
Rede stehende Produkt teilbar durch 7^'^^'*. 

Wenn die gegebene Zahl N eine ganze Potenz von 7 gewesen 

wäre, so würde man genau x = -Wf-,.- + -„s + ■ ■ ■) = — r — gehabt 
haben. Ist allgemein jV = ö'"', so ist die Anzahl der Faktoren &, 
welche in dem Produkte 1 . 2 . 3 . . . JV" enthalten sind, gleich: 

Setzt mau, welche Annahme jederzeit möglich ist, 

jV = Ä&'" + B»- + G&''-\ , 

wo die Koeflieienteu Ä, B, C . . . kleiner siud als &, so folgt daraus: 

_ JY— A — B— C 

"J^ — - - S' •- 1 

XVIIT. 
In dem besonderen Falle, wo & = 2, ergiebt sich, l'alls N= 2'" ist, 
^^ AT—l, 
und setzt man allgemein: 

Ar=2'" + 2" + 2''H , 

so erhält man: 

wo h die Anzahl der Glieder 2'", 2", 2'', . . ., aus denen der "Wert 
von N besteht, bedeutet. 

Will man z. B. wissen, wie oft die Zahl 2 als Faktor in der 
K.eihe der natürlichen Zahlen von 1 bis 1000 vorkommt, so zerlege 
man 1000 in Potenzen von 2, nämlich 

2" + 2' + 2' + 2' + 3> + 2>. 
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Da die Anzahl dieser Glieder 6 ist, so ist die gesuchte Zahl 1000 — 6 
oder 994. 

Dasselbe Resultat erhält mau nicht minder leicht aus der a!l- 
semeinen Formel; denn es ist: 



^i'T) 


= 500 


^(T) 


_ 250 


«(T) 


-125 


B{^) 


— 62 


M':-) 


— 31 


Em 


— 15 



E 



«(!-) 



1, 
und die Summe aller dieser Zahlen ist gleich 994. 

XIX. 

Jede Primzahl, mit Ausnahme von 2 und 3, ist in der 
Formel 6a; + 1 enthalten. 

Denn dividiert man eine ungerade Zahl durch 6, so kann der 
Best nur eine der Zahlen 1, 3, 5 sein. Mithin kann jede ungerade 
Zahl durch eine der Formeln 63: + 1, 6a: -]- 3, Qx -\- & dargestellt 
werden. Die zweite kann keine Primzahlen enthalten, da sie durch 3 
teilbar und die 3 selbst sLusgenommcn ist. Ferner enthält die Formel 
6a; -|- 5 dieselben Zahlen wie Gx — 1. Mithin ist jede Primzahl, 
ausser 2 und 3, in der Formel Gx + 1 enthalten. 

Umgekehrt folgt hieraus nicht, dals auch jede in der 
Formel Qx+l enthaltene Zahl eine Primzahl sein müfste. 
Man würde finden, dafs dies nicht der Fall ist für x = 4, 6, . . . 
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sx. 

überhaupt giebt es keine algebraische Formel, welche die 
Eigenschaft besäfse, lauter Primzahlen darzustellen. Denn 
nimmt man 7,. B. die Formel: 

p = a'X^ -\- ?ia;^ -\- ex -\- ü 

und setzt voraus, dafs der Wert von P für x = h gleich der Prim- 
zahl j) sei, so erhält man, wenn man a; = fc + j)«/ setzt, wo y eine 
beliebige ganze Zahl bedeutet: 

P = j, 4- (Za¥ + m + c)py + (3a/s .+ &)i'>' + «pV- 
Hieraus ersieht man, dafs P keine Primzahl sein kann, da sie teilbar 
durch j) und von p verschieden ist. 

Nichtsdestoweniger giebt es einige Formeln, die wegen der 
Menge der in ihnen enthaltenen Primaahlen bemerkenswert 
sind. Eine solche Formel ist: 

x' + x + a, 

welche Euler in den Abhandlungen der Berliner Akademie vom 
Jahre 1772 Seite 36 erwähnt. Setzt man in dieser nach einander 
3; = 0, 1, 2, 3, . . ., so erhält man die Reihe 41, 43, 47, 53, 61, 71, . . ., 
deren vierzig erste Glieder Primzahlen sind. 
Hierzu kann man auch die Formel 
a;3 _j_ a; + 17 
rechnen, in welcher die ersten sechszelin Glieder Primzahlen sind; 
ferner die Formel 

23^2 + 29, 

deren erste neunundzwanzig Glieder Primzahlen sind, und noch viele 
andere. 

XXI. 
Wenn ma.n schon keine algebraische Formel linden kann, welche 
einzig und allein Primzahlen enthielte, so läfst sich noch viel 
■weniger eine solche finden, welche absolut alle diese Zahlen 
enthielte und der Ausdruck ihres allgemeinen Gesetzes wäre. 
Dieses Gesetz dürfte sehr schwer zu finden sein, und es ist kaum zu 
hoffen, dafs man jemals dazu gelangen werde. Doch hindert dies 
nicht, dass man für die Primzahlen eine grofse Anzahl von 
allgemeinen Eigens ohaften, welche helles Licht über ihre Natur ver- 
breiten, zu entdecken iind zu beweisen imstande ist. 
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Zunächst kaiiß man in aller Strenge "beweisen, dafs die Anzahl 
der Primzalilen unendlich grofs ist. 

Denn wenn die Eeilie der Primzahlen 1, 2, 3, 5, 7, 11 . . . end- 
lich und p die letzte oder grölste von allen i3iesen Zahlen wäre, so 
miifste eine beliebige Zahl N stets durch irgend eine der Primzahlen 
1, 2, 3, 5 . . . 2> teilbar sein. Stellt man aber durch P das Produkt 
aller dieser Zahlen*) dar, so wird offenbar, wenn mau F -\- \ durch 
irgend eine der Primzahlen bis p diTidiert, der Rest 1 übrigbleiben. 
Mithin bann die Annahme, dafs p die gröfste der Primzahlen sei, 
nicht richtig sein, und es ist somit die Anzahl der Primzahlen un- 
endlich grofs. 

Diesen Satz kann man noch auf eine direkte und sehr 
elegante Weise beweisen, indem man zeigt, dafa die Reihe der 
reciproken Werte der Primzahlen y + ä" + a "!" 5 + y + ' " ' ^^"^ 
nnendlichgroCae Summe besitzt. (Euler.Introd.inÄiml. iniin. Seite 235.) 

XXII. 
Alle ungeraden Zahlen lassen sich durch die Formel 2x-{-\ 
darstellen, und diese enthält, je nachdem x gerade oder ungerade 
ist, die beiden Formen 4ic + 1 und 4:X — 1 oder 4a:+ 3. Hietaas 
entspringen zwei Hauptklasaen der Primzahlen; die eine enthält 
alle Primzahlen von der Form Ax -\- 1, nämlich: 

1, 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, ... 
dio andere alle Primzahlen von der Form ix — 1 oder 4a; -f- 3, 
nämlich: 

3, 7, 11, 19, 23, 31, 43, 47, .59, ... 



*) !N ramt man l« n Produkte P nach e Qande zwe drei, vier u. s. w. 
F'Jiio en ergeben s et f i de Zahl P+ 1 he Werte 3 7, 31, 211, 2311, 
30031 Eie f nf ersten I 1 ede d eae Bebe sml P miaaUen, und dies 

konnte zu 1er Vern utu g veileiten lafs e« iu li die folgenden sein werden. 
I deesen erwe st e ch d eee Vermutung bild als n icM g wemi man das sechste 
Ghed 10031 nntersn ht la^ sich als las P od kt von 5D und 509 darstellt. Über- 
banpt 1 t PS e BChw e ge und l eher n cht gelöste A fga> e, eine Primzahl zu 
fl len welc! e giofser als e ne gegebene Zihl mt Teiniat hatte (ohne auzu- 
geben dafs n e ne Beweis daf r 1 abe) beha ptet laffi 1 e Formel S'' + 1 stets 
P n lal len gebe wenn n an für -c ein Gl ed der geometrischen Pi'Ogreasion 
1 ' 4 S 16 nehm D e e Formel welche eine aehi einfache Lösnng der 

ehe erwähnten Antrabe aßl efert hatte hat s th abei als unrichtig heraus- 
ge tpllt De w e B le 1 en e If 1 at e h It mn ve man 1 = 33 setst, 
n 4- — n l) H Ann I Verf, 
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Einleitung. 



Diu allgemeine Form 4x -\- l teilt sicli wieder in uwei an- 
dere Formen 8a: + 1 und 8« — 3 oder 8a; + ö; ebenso teilt sich 
die Form ix -\- ?< wieder in zwei andere Formen 8a; -|- 3 und 
8x -\- 1 oder Sa; — 1. Mithin zerfallen die Primzahlen, bezüg- 
lich der Vielfachen von 8, in folgende Yier Hauptformen: 



l, 17, 41, 73, 89, 97, 113, 137, 
3, 11, 19, 43, 59, 67, 83, 107, 
5, 13, 29, 37, 53, 61, 101, 109, 
7, 23, 31, 47, 71, 79, 103, 127, ... 
Dieselben geben Anlafs zu verschiedenen Sätzen, welche diese Fori 
charakterisieren, und die wir in der Folge entwickeln werden. 



8x+ 1 

8« + 3 



83;+ 7 



xxni. 

Wir haben bereits gesehen, daCs die Primzahlen, betrachtet in 
Bezug auf die Vielfachen von 6, von einer der Formen Qx -\- l und 
6a; ^1 oder 63; + 5 sind. In diesen Formen kann x gerade oder 
ungerade sein. Daraus ergeben sieh, in Bezug auf die Vielfachen 
von 12, die vier Formen: 

123;+1, 123; + 5, 12a; + 7, 123;+n, 
deren jede unendlich viele Primzahlen enthält, 

Ist a eine beliebig gegebene Zahl, so kann allgemein jede un- 
gerade Zahl ausgedrückt werden durch die Formel iax + i, 
in welcher b eine ungerade Zahl und kleiner als 2a ist, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, durch die Formel iax + fc, in welcher 
6 eine ungerade Zahl, positiv und kleiner als 4a ist. Wenn man 
von allen mögliehen Werten von b diejenigen ausnimmt, welche einen 
gemeinsamen Teiler mit a haben, so werden die übrig bleibenden 
Formen 4ax -\- b alle Primzahlen (mit Ausnahme derjenigen, 
welche in 4« aufgehen) enthalten und diese werden, mit Bezug 
auf die Vielfachen von 4ß, in soviel Klassen oder Formen 
zerfalleUj als es verschiedene Werte von 6 giebt. Die Anzahl 
dieser Formen ist offenbar dieselbe wie diejenige der Zahlen, welche 
kleiner als ia und prim zu 4« sind. Ist daher Aa = 2'"a"ß^ . . ., 
wo a, ß, ■ ■ ■ Primzahlen bedeuten, so wird die Anzahl dieser 
Formen durch die Formel gegeben: 



» -^«(1 -:)('-:-) (i-i) • 
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XXIV. 
Ist z. B. 4(1 == 60, so ergiebt sich a = 16. Folglich zerfalleB, 
in Bezug auf die Vielfachen von 60, sämtliche Primzalilen (2, 3, ö, 
die Teiler von 60, ausgenommen) in sechzehn Formen, nämlich: 
6037+ 1, 60a: + 7, 60a; + 11, 60x + 13, 
60a: + 17, 60»; + 19, QOx + 23, 6O3; + 29, 
60a; +31, 60fl; + 37, 60a: + 41, 60a; + 43, 
603: + 47, 60a: + 49, GOa; + 53, 60a: + 59. 
Wir werden überdies später beweisen, dafs die Verteilung der 
Primzahlen auf diese sechzehn Formen eine gleiehmälsige ist, oder 
nach Verhältnissen erfolgt, die sich mehr und mehr der Gleichheit 
nähern. 
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Erster Hauptteil 

Eiitwi(^klimg von verscliiedeiieii Melliorten und Sätzen, ivelclie sicli 

auf die unliestimnitc Analysis hezie)ien. 

§ 1. 
Von den Kettenbrüelien, 
1. 
Das Verfahren, um eine beliebige rationale oder irra- 
tionale Gröfse X in einen Kettenbruch zu verwandeln, be- 
ruht darauf, dafs man nach und nach die Ausdrücke bildet: 

WO K die gröfste in x enthaltene ganze Zahl, «' die gröfste in 
x' enthaltene ganze Zahl u. s. w, bedeutet. Auf diese Weise wird 
offenbar die Gröfse x in den folgenden Kettonbrueh 

"^--.>.„. 

verwandelt, und dieser wird eine endliehe oder unendliche An- 
zahl von Gliedern enthalten, je nachdem die Gröfse x rational 
oder irrational ist. 

Diese Glieder oder Quotienten «, a, «", . . . werden immer, 
ebenso wie die Gröfse x, positiv vorausgesetzt (wäre x kleiner 
als 1 , so würde der erste k gleich sein). Zuweilen ist es indessen, 
um die Eeihe convergenter zu machen, zweckmäfsig, auch negative 
Quotienten zuzulassen; jedoch ist dies eine Ausnahme, die jedesmal 
ausdrücklich angegeben werden mufs, und von der wir im folgenden 
nirgends Gebrauch machen werden, 

2. 
M^enn die Gröfse x ein rationaler Bruch ist, so hat man 

nur, um diese Gröfse in einen Kettenbruch 7,n verwandeln, mit den 
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beiden Zahlen M und N ebenso zu verfahren, als ob man den 
gröfsten gemeinsamen Teiler derselben suchte. 

Nimmt man JM"> N an, so ist das Schema für diese ßeclimitig: 

Best P l"c ' licht Q \ u ' Rest Ü'l c" ' "' ^' ^' 
Hiernach erhält man der Reihe nach: 



"'+ ;7^.u...' -^ « + 



"'^' + --^ 



In diesem Falle sind die Glieder des Kottcnbruchs nichts an- 
deres als die bei der Berechnung des gemeinschaftlichen Teilers 
der Reihe nach gefundenen Quotienten, und es ist klar, dafs 
der Kettenhruch stets auf eine bestimmte Anzahl von Glie- 
dern beeehränkt ist, die mehr oder weniger grofs sein kann, je 
nachdem der Bruch --.^ mehr oder weniger zusammengesetzt ist. 



3. 
Die aufeinanderfolgenden Glieder a, tc, cc", . . . des Kettenbruchs 
haben wir Q,uotienten genannt. In ähnlicher Weise werden wir die 
Gröfsen x, x, x", . . ., welche sich aus der Berechnung der Ent- 
wicklung ergeben und deren Hauptbestandteile die ganzen Zahlen 
ff, a, a", ... bilden, vollständige Quotienten nennen. Jeder voll- 
ständige Quotient enthält aufser der in ihm vorkommenden ganzen 
Zahl sämtliche nachfolgenden Quotienten des Kettenbruches implicite 
in sich, da man ja erst durch die Entwicklung dieses vollständigen 
Quotienten nach und nach alle folgenden Quotienten findet. 

Wenn man einen algebraischen Ausdnict hat, welcher den Wert 
des bis zum Gliede «<"' einschliesslich fortgesetzten Kettenbruches 
darstellt, nnd wenn man in diesen Ausdruck an Stelle von a'"' den 
vollständigen Quotienten 3:'"' einsetzt, so wird das Resultat offenbar 
der genaue Wert von x seiu. Denn selbst wenn der Kettenbmch 
sich ins Unendliche erstreckte, würde man in aller Strenge 
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haben. Daraus folgt, dafa man mit Hülfe eines jeden vollstän- 
digen Quotienten stets den vollständigen und genauen Wert 
der entwickelten Gröfse wieder hervorbringen kann, wie 
weit man auch die Entwicklung fortgesetzt haben möge. Diese Eigen- 
schaft wird in der Folge eine grofse Anzahl nützlicher Anwendungen 
finden. 

4. 
Ist der Kettenbruch 

gegeben, so mufs man, wenn man ihn in einen gewöhnlichen 
Bruch verwandeln oder seinen Wert, welches auch die Anzahl 
seiner Glieder sein möge, finden will, auf das Gesetz achten, welches 
die erhaltenen Resultate befolgen, wenn man nach und nach das 
erste Glied, die beiden ersten GKeder, dio drei ersten Glieder u. s. w. 
dieser Gröfse nimmt. Nun erhält man durch die gewöhidichen Ee- 
duktionen : 






y + T + « 



^ + V^ + «Ö + ^+l 



i geht hervor, dafs, wenn — , — zwei aufeinanderfolgende 
Resultate sind und f* ein neuer Quotient, das nächstfolgende 
Resultat 

qii + n 
sein wird. Dies ist das allgemeine Gesetz, nach welchem man leicht 
den Wert des gegebenen Kettenbruchs, welches auch die Anzahl 
seiner Glieder sein möge, berechnen kann. 

Das Schema der Rechnung ist folgendes: 
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Quotienten; t( , ß , y , ^' , ■ ■ ■ (t , ^' , jt", ■ - ■ 

Man schreibe in eine Zeile die aufeinanderfolgenden Quotienten k, 
ß, y, d . . ., setze unter die beiden ersten die beiden Brüche — , — 
(wo der erste nur deshalb hingesetzt wiriJ, um das Gesetz besser 
erkennen zu lassen), multipliciere darauf jeden Zähler mit dem darüber 
stehenden Quotienten und addiere dazu den vorhergehenden Zähler, 
so ist die Summe der folgende Zähler. Genau ebenso verfahre man 
hinsichtlich der Nenner. Die Reihe der Brüche, welche sich aus 
dieser Rechnung ergeben, stellt die verschiedenen Werte des gegebenen 
Kettenbruches dar, je nachdem man mehr oder weniger Glieder nimmt. 
Diese Brüche müssen sich mehr und mehr dem vollständigen Werte 
des Kettenbruches nähern, und dies ist der Grund, weshalb wir sie 
Näliernngsbrüohe nennen. Erstreckt sich der Kettenbruch nicht ins 
Unendhche, so wird der letzte der Näheriingsbrüehe der genaue Wert 
des gegebenen Kettenbruches sein. 

5. 
Um das soeben angegebene Gesetz zu begründen, nehmen 
wir an, dafs es wenigstens bis zu einem gewissen Quotienten ji richtig 
sei. Ist — der Näherungsbruch, welcher dem Quotienten (i, entspricht, 
oder welcher unmittelbar unter diesem steht, ist femer ^„- der 
Näherungsbruch, welcher — vorangeht, und --,- derjenige, welcher 
auf ihn folgt, nämlich so: 



so erhält man dem in Rede stehenden Gesetze zufolge: 

q' = gji 4- g«, 
und es wird der Bruch -^ derjenige sein, welcher sich aus allen Quo- 
tienten des Kettenbruches bis zu ji einschiiefslich ergiebt. Fügen 
wir jetzt hinter (t noch einen neuen Quotienten ft' hinzu, und ist 
-^ der bis zum Quotienten ft einschiiefslich berechnete Wert des 
Kettenbruchs , so ist klar, dafs der analytische Wert von —n- nichts 
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andres ist als der von -r, wenn man in letzterem ß -\ — ,- ao Stelle 

von fi setzt. Folglich erhält man: 

pil^ + — ■■) -\- p" ■ , . 

"■ .(^ +-;-)+»• ;■"■+'■ 

Mitbin leitet sich der Näheruiiesbrueh —^ aas den beiden vorher- 

^ <J. 

gehenden — , — ;- und dem dem letzteren entsprechenden Quotienten [i 
dem Gesetze: 

q"^qii'-\-q 
gemäfs lier. Dieses FortschreitungsgesetK wird ileninach allgemein 
tiir die ganze Ausdehnung dea Kettenbruchea gelteu. 

6. 
Es ist zu beachten, daCs die aufeinanderfolgenden Nähernngs- 
brüche 

0' 1' (3 ' |5y+ 1 ' 
abwechselnd gröfser und kleiner als der vollständige Wert x 
des Kettenbrnches sind. Es ist die« eine Folge davon, dafs die 
Qi^otientea «, ß, y, S . . . sämtlich positiv genommen sind. Nimmt 
man nämlich nur ein Glied a, so ist offenbar a < a:; nimmt man 
zwei Glieder, so ist « + -g- > x, denn maa miifste, um den wahren 
Wert von x zu erhalten, den Nenner (3 um eine gewisse Gröfse ver- 
mehren. Ebenso sieht man, dafs, wenn man drei Glieder a + -- l 

V 

nimmt, das llesultat kleiner ist als x \md so abwechselnd weiter. 
Folglich: 

Der Wert von x ist stets zwischen zwei aufeinander- 
folgenden Näherungsbrüchen enthalten. 

Nachdem dieses festgestellt ist, behaupte ich, dafs, wenn —5-, — 
zwei aufeinanderfolgende Näherungsbrüche sind, die Gleichung 
besteht: 

^g" ■ — jfq = + 1, 

wo das obere Zeichen gilt, wenn der Bruch -- zu den Brüchen, 
welche grofser als x sind, gehört, oder wenn er von ungerader 
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Von. den Kettenbrüclieii. 



Ordnung ist (wobei -r- als erster botrachtet wird), uud das untere 
Zeichen, wenn er von gerader Ordnung ist. 

Betrachtet man nämJich drei aufeinanderfolgende Nähorunga- 
brliclie -^, — , -v, und bezeichnet man den zu — gehörigen Quo- 



tienten mit ft, so hat ma 


ir dem bewiesenen GesetKe zufolge: 




P —ft+P' 


Hieraus folgt: 


ä' = I«? + a"- 


1.1 •! - 


-Pr/ — - (P'l'—P'l)- 


Aus demselben Grunde ab 


er erhält man, wenn ^ der dem Bruche ^, 



vorangehende Näherungsbrueh ist: 

Geht man also bis auf die beiden ersten Brüche --, -—, bei welchen 
die analoge Differenz 1-1 — k - ^ 1 ist, zurück, so folgt, dafs die 
Differenz p(f ~ p°q stete gleich 1 ist und zwar mit dem Vorzeichen -|- 
verschen, wenn — von ungerader, mit dem Vorzeichen ~ versehen, 
wenn es von gerader Ordnung ist. 



Wir wollen jetzt untersuchen, welches die Differenz /wi- 
schen einem Nalierungsbruche -- und dem vollständigen 
Werte x des Kettenbruches ist. 

Zu dem Zwecke möge stets der -- vorangehende Näherungs- 
brueh mit — ö und der diesem entsprechende vollständige Quotient 
mit y bezeichnet sein. Dann ist dem Bewiesenen zufolge: 
^ ^ py_+_p° 

qy + q" 



Hierau 


,s erhält man: 


und: 


p _ p''q ^ pq" _ q; 1 

2 ato+a")" ^i'i'j+Q.") 




p" {pa"— si'")y ±y 




3o i'^äv + i") flay + ü") 


Somit 


erkennt man folgendes: 
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24 Erstei- Hnuptteil. 

i) X — ^- lind X pT sind immer entsesencesetzten Zeichens 

und es ist demnach, wie wir schon bewiesen haben, der genaue Wert 
von sc immer zwischen zwei anfeinanderfolgenden Näherungsbriichen 
enthalten. 

2) Die Differenz x — - ist im allgemeinen kleiner als —.,-•. 

dieselbe kann mithin durch ^=s— , wo tJ kleiner als 1 ist, dargestellt 
werden. 

3) Die Gröfsej) — gx ist (vom Vorzeichen abgesehen) kleiner 
als '^ — <ix. Denn es ist — = -^^— o i ""d y ist, wie aus der 

. Natur der Kettenbrßche folgt, immer gröfaer als 1. 

Demnach ist umsomehr ~ x kleiner als — s- — '£. l'olalicli 

liegt der N'äherungsbruch — näher an x, als alle vorhergehenden. 
Diese Eigenschaft rechtfertigt die Benennung dieser Brüche. 



Ist jetzt — irgend ein Bruch, dessen Nenner 9? kleiner 
ist als 2, so behaupte ich, dafs die G röfse % — <px, vom Vorzeichen 
abgesehen, gröfser ist als p — q^x und selbst gröfser als j)"- — 2":^. 

Denn nimmt man: 

M^pfp — ■ qjt 

so ergiebt sich umgekehrt: 

ip(f — /s)" =/il/ — iiN 
(pg" — p''q)(p'= g^M — g_N. 

Nun ist aber nach Voraussetzung 9<2, und femer istpi^" — 1'"9 = + 1; 
mithin werden diö beiden Zahlen M und N notwendig dasselbe Vor- 
zeichen haben. Nachdem dieses festgestellt ist, erhält mau: 

ipq" — p"!) {■^ - 9^) = Mf — 9"«) — N{p — qx). 
Da aber M und J/' dasselbe Zeichen, die GrÖfsen p^ — (^x und j) — qx 
aber entgegengesetztes Zeichen haben und femer p^ ~~p''q= + 1 
ist, so ist % — 91a; nicht allein gröfaer als jede der Gröfsen p" — ifx, 
p — qx, sondern auch mindestens gleich ihrer Summe. 



y Google 



g 1. Von (lea Kcttenbriioliün. 2Ü 

Da nun nach Voraussetzung (p<.([ und somit allgemein % — ipx'> 
j) — qx ist, so folgt daraus um so mehr: 

<f> 1 

Mithin liegt der Näherungsbruch — immer näher an x, als jedcu 
andere Bruch — , dessen Nenner kleiner als q ist. 

Diese Eigenschaft der Kettenbrüche kommt jedesmal 
dann mit Vorteil zur Anwendung, wenn es sich darum handelt, 
VerhUltuisse zwischen sehr grofsen Zahlen oder irrationale 
Zahlen durch Verhältnisse auszudrücken, welche möglichst 
einfach sind und den ersteren mögiiclist nahe kommen. 

9. 

Ist ein Bruch geeebeu, der sich von einer heliehit'en GrÖfse x 
um + -T unterscheidet, worin d kleiner als die Einheit ist, so soll 
die Bedingung dafür ermittelt werden, dafs — einer der 
Näherungsbrüche ist, welche sich bei der Entwicklung von x in 
einen Kettenbruch ergeben. 

Dazu setzen wir voraus, dafs die Entwicklung des Bruches — 
diö aufeinanderfolgenden Quotienten a, ß, y, . . . ^ ergebe, und dafs 
man mittelst derselben die gegen - convorgi er enden Brüche berechnet 
habe, nümlich: 

Quotienten; a, ß, y, . . . (i 

Naherungsbriiche: rr, -r-, -"-I^-;"'' » i ■ 
Wenn der Bruch — ein Nähcmngsbruch von X ist, so müssen die 
Quotienten «, ß, y, , , . ft auch bei der Entwicklung von x sich e 
geben, und auf den Quotienten ft miisaen noch mehrere andere fi', fi", . 
folgen. Nennen wir y den vollständigen Quotienten, welcher in der 
Entwicklung von x dem Näherungshruche - - entspricht, so hat man; 
^ ^ py +3?" 



9(ay+ 3°) 9(3!/+ a°) 
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26 Evstor Hfiiiptieil. 

Da diese GrÖfse gleich +-7 sein soll, so mufa auiiilelist das Vor- 
zeichen von |>g** — f'^q mit demjenigeu von S übcreiiistiuimen. Dies 
läfst sich aber stets erreichen. 

Denn da die Reihe der Quotienten «, ß, y, , . . jt aus dem ge- 
gebenen Brache ~ durch dieselbe Kechnung erhalten ist, welche man 
anwendet; um den gemeinsamen Teiler von j> und g zu finden, so 
ist der letz*^^e dieser Quotienten fi immer gröfser als die Einheit. 

Denn wäre er gleich 1, so würde der Kettenbruch « -j- ö"^: > 

aj3statt mit den beiden Gliedern -r- +J_ z« endigen, mit dem einen 

wenn man 

es für zweckmäfsig hält, den letzten Quotienten ji in zwei andere 
(t — 1,1 zerlegen, so dafs man die Berechnung der Näherungä- 

brüche von — nach Belieben auf die eine oder andere der beiden 

<i 
Arten 

■ ■ • l, jt , ■ ■ A, ft — 1,1 



als beendigt ansehen kann. Ist -^ der Näherungsbrucb , welcher bei 
der einen oder andern Annahme unmittelbar — vorangeht, so kann 
man also entweder jp" = m, g" = n oder p" =p — m, q" = q — n 
annehmen. Das Vorzeichen von pq° — p^q ist aber in beiden Fällen 
entgegengesetzt. Mithin läfst sich in jedem Falle bewirken, dafs die 
GrÖfse pq" — p'*q dasjenige Vorzeichen besitzt, welches man will. 
Man hat also ohne Zweideutigkeit^ 



22/ + q" 

Da nun y positiv und gröfser als 1 sein raufs, wenn y der dem 
Näheruugsbruche entsprechende vollständige Quotient sein soll, 
so ist: 



und gröfser als 1, und es wird somit -- einer der Nühcrungsbrüche 
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§ 1. Von den Kette nbrüchen. 21 

voE X sein. Dies ist die Bedingung, weiche get'uudun wer- 
den sollte. 

Diese Bedingung würde unter andern immer erfüllt seiu, wenn 

d < — wäre, da stets (?*<$ ist. 



10. 

Wir wollen an dieser Stelle eine Anwendung der vorstellenden 
EigenBcliaft geben, die bei der Auflösung der unbestimmten Glei- 
chungen zweiten Grades von Nutzen sein wird. 

Ist p^ — jlg^ ^ + jf) eine unbestimmte Gleichung, in welcher 
B < YA ist, so behaupte icli, dafs, wenn diese Gleicliung auf- 
lösbar ist, der Bruch - - unter den Näherungsbrüehen von y^ ^•"'" 
kommt 

In der That erhält man aus dieser Gleichung: 

und somit: 

^ -VA 



±_n 

qip + qV'Ä) ' 



folglich; 

p + qVA 

Ist ^- der Näherungsbruch , welcher —- vorangeht, iiud welcher 
so bestimmt ist, dafs das Zeichen voo d dasselbe ist wie das von I), 
so bleibt zu beweisen übrig, dafs 

_ _i^.^ < _?_-_ 
oder: 

I)(q + q,)<P + iV^. 

Ketzfc man auf der rechten Seite au Stelle von p seinen Wert gj/jl + — , 

so hilfst sieh die zu beweisende Ungleichheit folgend er mafsen schreiben: 

(9 + 5»)(l/Z-D) + (s-9«)>'i±|>0. 

Diese Ungleichheit ist aber augenscheinlich richtig, da yA > D, 
q^"^ (f ist und der Teil (^q — 9")]/^, welcher mindestens gleich ^A 
ist, allein schon — , welches kleiner als die Einheit ist, übersteigt. 
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28 Erster irauptteü. 

Mithin kommt - - immer uEter den Nälierunffsbriicheu von VÄ vor, 
so clals man, nm alle gaiizzahiigen Lösungen der Gleiclmug 

in welcher D < YÄ ist, zu erhalten, nur yÄ in einen Kettenbruch 
zu entwickeln und die daraus entstehenden Näherungsbrüehe au be- 
rechnen hat 

11. 
Betrachten wir einen Ketteubrueh - , i = - , welcher 

" + 7+... '• 

kleiner als die Einheit ist und eine endliche Anzahl von Ciliedern 
besitzt, und berechnen wir die Näherungshrüche in der gewohnlichen 
Weise, wie folgt: 



Quotienten: 


«, /3, 


r ,■■• y- 


NähorungsbrÜclie 


\ 


ttp+l- q' 


erhält man dem Bildungsgesetze zufolge: 


q =M" 


+ '/" , 


und (liihcr: ^ 
<1 


1" =^-'t"' 


+ r' , 




'/" = ='2"'" 


' + <r\ 


l; 



Folglich allgemein: 



d, h. die Entwicklung von — giebt die Quotienten ji, X, x, . . . ß, u, 
und diese sind nichts andres als die Glieder des gegebenen Ketten- 
bruehs, in umgekehrter E,eiheüfolge genommen. 

Wenn demnach der Fall eintritt, dafs diese Quotienten 
eine symmetrische Reihe hiiden, d. h. eine Reihe wie k, ß, y, 
. . . Y, ß, a, in welcher sowohl che beiden üufaersten als auch die von 
den äufsersten gleichweit abstehenden Glieder einander gleich sind, 
so ist offenbar -^ = ^, oder ä"=='p. Ist umgekehrt q'^=p, so 
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§ 2. AufiüsuHg der unbestimmten Gloiohuiigen ersten Grades. 29 

kann man daraus sehliersen, dafs die Reihe der Quotienten sym- 
nietciseh ist. 

Beispiele von solchen Reihen wird man bei der Kettenbrueli- 
GutwickluHg der Quadratwurzeln aus Zahlen kennen lernen. 

§ 2- 
Auflösung der unbestimmten Gleichungen ersten Grades. 
12. 
Sind zwei Zahlen a und h, die prim zu einander sind, 
gegeben, so kann man immer die Gleichung 

ax-lg=. 1 
in ganzen Zahlen auflösen. 

Zu dem Zwecke mufa man y in einen Kettenbruch ver- 
wandeln, und die Reihe der Näherungsbrüche von y berechnen. Ist 
-j^ derjenige Näherungsbruch, welcher -^vorangeht, so bat man die 

Gleichung: 

a\ß — fr»!> = + 1. 
Wenn das Zeichen -|- gilt, so ist unmittelbar x = V, «/ = o", oder 
allgemeiner, wenn man eine unbestimmte Zahl z hinzunimmt: 

J/ = flÖ _|_ ß2 

Ist dagegen aV^ — cfiJ) = — \, so kann man x = — V , y ^ ~ a" 
setzen, oder allgemeiner: 

X = — }f -\-hs 
y= — a^+az, 
wo s eine unbestimmte Zahl ist, die man nach Belieben positiv oder 
negativ nehmen kann. 

Allgemein, soll die Gleichung 

fflX ^ fij/ = c, 
wo a und h immer zu einander prim sein sollen, aufgelöst werden, 
so suche man ebenso mit Hülfe der Ketteabriiche die Zahlen a" 
und V, welche 

ah" — «"/. = + 1 

ergeben; dann folgt daraus: 

a: = ?»2 4-1 ?>V 
y = az -h fl"c. 
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30 Erster Hauptteil. 

Mittelst der Unbestimmten E kann man leicht eine solche Lösung 
finden, dafs x nicht + -g^ übersteigt, und eine andere solche, daXs 
y nicht gröfser ist als + v "'■ ^^^^ nämlich i'^c gröfser ist als -- h, 
so kann man für diejenige ganze Zahl nehmen, welche -r- am 
nächsten liegt; alsdann ist h°c — in kleiner als b. 

Wir haben voransgesetzt, daXs a nntl h keinen gemeinsamen 
Teuer haben. Denn hätten sie einen solchen, so würde die Gleichung 
ax — hy = c nicht stattfinden können, wofern nicht c selbst durch 
diesen gemeinschaftlichen Teuer teilbai' wäre, und in diesem Falle 
würde man ihn durch Division wegaehaffen müssen. 

Bemertung. Ohne die Zahlen t und u, welche unbestimmt sein 
können, zn kennen, darf man immer, wenn man nur weifs, dafs 
die eine dieser Zahlen u prim zu einer gegebenen Zahl A ist, an- 
nehmen, dafs es zwei Zahlen n und s von solcher Beschaffenheit 
giebt, dafs ( = iiu — As ist, nnd ferner noch, dafs « nicht gröiser 
ist als -k-^- Diese Eigenschaft wird in der Folge bei vielen Gelegen- 
heiten Anwendung finden. 

13. 
Die Gleichung ax — by=c, die wir soeben aufgelöst haben, 
giebt das Mittel an die Hand, nm einen solchen Wert von x 

zu bestimmen, dafs 7 eine ganze Zahl ist, eine Bedingung, 

die wir ausdrücken, indem wir setzen: 

— - — - = e (entier). 

Es kann nun die Aufgabe gestellt sein, dafs mehrere derartige 
Bedingungen gleichzeitig erfüllt sein sollen. Nehmen wir an, 
dafs man einen solchen Wert von x verlangt, dafs die drei Gri>rseii 



ganze Zahlen seien, so giebt die erste Bedingung einen Wert von x 
von der Form x = m-j-hs. Setzt man diesen Wert in die zweite 
Gröfse ein, so mufs man is derart bestimmen, dafs 
ab^+ a«i ~ c _ 
&' 
ist. Hier kann es eintreffen, dafs die Losung unmöglich ist. Denn 
wenn b und h' einen gemeinschaftlichen Teiler 0' haben, so isi; klar. 
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§ 2. Auflöaniig der imbestimmtcn Gloiehiitigcn ersten GiadeB, J)l 

dafs die vorstehende Gleichung niclit stattfinden kann, wofern niclit 
die bestimmte ZaM dm — c ebenfalls durch * teilbar ist. 

Im allgemeinen wird der Wert Yon s, welcher der vorhergehen- 
den Bedingung (falls sie nicht unmöglich ist) genügt, von der Form 
sein: g = n + &'g' oder 3 = n + -sr/, wenn h' und h einen gemein- 
schaftlichen Teiler & haben. Man erhält also im aligemeinen 
X ^ m' -\- '0z, wo B' gleich hV oder gleich der kleinsten Zahl ist, 
die- gleichzeitig durch h nnd &' teilbar ist. Wird dieser Wert in die 
dritte Gröfae, welche eine ganze Zahl werden sollte, eingesetzt, so 
ergiebt sich daraus der schliefsliche Wert von a:, welcher von der 
Form ic = Jli'-I- jBs sein wird, wo H die kleinste, gleichzeitig durch 
6, 6', y teilbare ganze Zahl und « eine unbestimmte Zahl ist. Auf 
diese Weise wird man immer einen Wert von x finden können, der 
kleiner oder wenigstens nicht gröfser als -^^ ist. Aus diesem ersten 
Werte leitet man dann alle andern her, indem man ein beliebiges 
Vielfache von B zu ihm addiert oder von ihm subtrahiert. 

Wenn die Zahlen, mit denen man rechnet, nicht sehr grofs sind, 
ist es leicht, den verschiedenen Bedingungen an genügen, ohne die 
Kettenbrüehe zu Hülfe zu nehmen. Wir wollen z. B. eine Zahl x 
von der Beschaffenheit suchen, dafs die drei Gröl'sen: 

~7 ' ~^l ' 5 

ganze Zahlen werden. Die letate Gröfse enthält einen ganzen Teil 

?>x und einen liest '— ■- — Ist dieser Best gleich s, so hat man: 

^-58 + 1. 

Wird dieser Wert, weicher der dritten Bedingung genügt, in den 
ersten Ausdruck eingesetzt, so erhält man 



oder, wenn man den ganzen Teil wegläfst, - = e, also: 
z ^ In und x = 3Öit + 1. 

Diesen Wert hat man noch in die zweite Gröfse zu substituieren, 
wodurch man erhält: 

385m + 19 „ 
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32 Erster Hanptteil. 

Läfat man den in tler linken Seite enthaltenen ganzen Tuil wog, so 
wird diese Bedingung: 

---^— = . oder —-r._^e. 

Multipliciert man die linke Seite mit 3 und läfst man den ganzen 
Teil weg, so erhält man: 

__ M + 6 _ 
n 
Mitliin; 

M=6 + 17i und a^ = 211 +5.7-17(. 
Man sieht hieraus, dafs die kleinste Zahl, wclciio der Äufgahe ge- 
nügt, 211 ist. 

14. 
Jeder Bruch -^, dessen Nenner das Produkt zweier ku 
einander primen Zahlen m und n ist, läfst sieh in zwei andre 
Brüche zerlegen, welche m und n zu Nennern haben. 

Sind nämlich m und n prim zu einander, so kann man immer 
der Gfleichung mx + wj/ = genügen und daraus folgt: 
_C_ __ _0_ _ ^ y_ 
D ~ mn '^ n'^ m ' 
Jeden dieser Brüche kann man weiter in zwei andere zerlegen, 
wenn sein Nenner das Produkt zweier zu einander primen Zahlen ist. 
Allgemein also kann jeder Bruch -^, dessen Nenner das 
Produkt von mehreren au einander primon Zahlen m, n, p, . . 
ist, in mehrere andere zerlegt werden, deren Nenner die 
einzelnen Faktoren m, n, p, . . . sind, und die Aufgabe wird 
immer unbestimmter werden, je mehr die Anzahl der Faktoren zu- 
nimmt. 

§ 3. 
Methode, um die unhestimmten Gleichungen zweiten Grades in ratio- 
nalen Zailen aufzulösen. 

15. 
Ist die allgemeine Gleichung 

ax^ + hxy -\- cy' -{- dx -\- cy -\- f ^ 
gegeben, in welcher x und y unbestimmte Zahlen imd «, h, c, d, e, f 
gegebene positive oder negative ganze Zahlen sind, so erhält man 
zunächst aus dieser Gleichung: 

äfla: + J>y-\-d^ Yihy + d^ — 4a{cf~+ cy +7> 
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§ 3. MethodB, um die imbeslniimten. GlciebuiigCE aweittii Grades u. s. w. 3)3 

Setzt niiui sodami zur Abkürzung die Warzelgröfse gleich i iiud ferner: 
h^ — 4ac = A 

ff -Aaf=h, 
so hat ma,n die beiden Gleichungen; 

2ax -\- hy -{- d = t 
Ay' + 2gy + /i = f. 
Multiplicieren wir die letztere mit A und setzen wieder: 
Ay+ g = u 
f—Ah = B, 
so erhalten wir die transformierte Gleichung: 
u^ — Af^ = B. 
Umgekehrt, wenn man Werte von u und t finden kann, welche 
der Gleichung u^ — At^ ^, B genügen, so erhält man daraus für die 
gegebene Gleichung die Werte der unbestimmten Zahlen x und y, 
namhch : 

II — g t — hy — d 

wobei zu beachten ist, dafa u und t beide mit einem beliebigen Vor- 
zeichen genommen werden können. 

Wenn man die Lösung der gegebenen Gleichung in rationalen 
Zahlen haben will, so hat man nur die transformierte Gleichung 
«^ — Af = Ji für solche Zahlen aufzulösen. Wenn man aber die 
gegebene Gleichung in ganzen Zahlen auflösen will, so ist erforder- 
lich, nicht allein, dafs t und u ganze Zahlen seien, sondern auch, 
dafa die Werte von ( und ii, in die von x und y eingesetzt, für diese 
ganze Zahlen ergeben. An dieser Stelle werden wir uns nur mit der 
Auflösung in rationalen Zahlen beschäftigen. 

16. 
Jede unbeatimmte Gleichung zweiten Grades läfst sich, wie wir 
eben gesehen haben, auf die Form v? — AI'} = B zurückführen. Nun 
kann man, welches auch die rationalen Zahlen t und u sein mögen, 
annehmen, dafa sie auf einen und denselben Nenner gebracht sind. 
Folelieh wird man, wenn man u^ -, f = - setzt, die Gleichung 

aufzulösen haben: 

x^ — Ay'' = Bz', 

in welcher jetzt x, y, g ganze Zahlen sind. 

Legenai'e, ZahlsathcoriH I. 3 
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Man kann Toraussetzen, dafs diese drei Zahlen unter einander 
keinen allen gemeinschaftlichen Teiler haben; denn hätten sie 
einen solchen, so konnte man ihn durch Division wegschaffen, Ehenso 
kann man voraussetzen, daCs die Zahlen A und B keinen quadra- 
tischen Teiler haben. Denn wäre z, E, J. ^ Äh^, B = B'l^, so 
könnte man Ici/ = y und \s ^ s setzen, und dadurch würde die auf- 
zulösende Gleichung werden: 

x'^ — Äy"^ ^ B' 2^, 
in welcher A und B' keinen quadratischen Teiler mehr haben. 

Wenn die Gleichung a? — Ay^ ^ B^ in dieser Weise vor- 
bereitet ist, so wird man bemerken, dafs irgend zwei der un- 
hestimmten Zahlen se, y, s einen gemeinschaftlichen ieilei 
nicht haben können. Denn wenn z. B. x^ und y^ durch &^ teilbai 
wären, so müfste auch Bz^ durch &^ teilbar sein. Nun lalst sich 
aber s^ nicht durch S-^ teilen, da die drei Zahlen x, y, b keinen ^e 
nieinschaftlichen Teiler haben; ebensowenig aber läXst sich B duich 
■S'^ teilen, da B keinen quadratischen Faktor besitzt. Mithin sind 
X und y prim zu einander. Aus demselben Grunde sind auch x und s, 
sowie y und s zu einander prim. 

Ich behaupte ferner, dafs A und B positiv angenommen 
werden dürfen, Demi hinsichtlich der Vorzeichen der Glieder 
unserer Gleichung lassen sieh nur die folgenden drei Ifombiuationen 
machen: 

x^ - Af = + Bb^ 

0-} ~ A-f = ~ Bs^ 
x" '\'Af = -\- Bb\ 
(Die Kombination s? -\- Ay^ = — B^ ist weggelassen, weil dieselbe, 
wie man sieht, uneifullbar ist) 

Von diesen drei Kombinationen fällt die zweite mit der dritten 
durch eine einfache Umformung zusammen. Denn multipliciert man 
die letztere mit B und setzt d mn Be <= s, AB = Ä, so erhalt man : 

^^ — Af = BxK 
Somit kann die aufzulösende Gleichung stets auf die Form 

x^ — By^ = Az^ 
gebracht werden, in welcher -tI und B positive Zahlen ohne jeden 
quadratischen Teiler sind. 

17. 
Das Verfahren, welches wir anwenden werden, um diese 
Gleichung aufzulösen, ist von Lagrange in den Abhundliuigen 
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S 3, Methode, um diu unbo stimm teil Gleichungen KWeiten Graden ii. b. w. liö 

der Berliner Akademie vom Jahre ITGT angegeben worcleu, ~Es 
besteht darin, dafs man durch Transformationen die 
Koefficieiiten Ä und B nach und nach zu verkleinern sneht, 
bis einer dieser Koefficieuten gleich 1 ist, in welchem Falle dann die 
Auflösung sich unmittelbar aus bekannten Formeln ergiebt. 

Die in dieser Weise umgeformte Gleichung ist nämiich von der 
Form x^ — J/^ = -^^^ oder x^ — By^ = ^^ Da aber diese beiden 
Formeln nur eine und dieselbe bilden, so reicht es hin, wenn wir 
die Auflösung der ersten 

x^- — */ = Äß"' 
angeben. Zu diesem Zwecke zerlegen wir Ä in zwei Faktoren ol, ß 
(welche stets prim zu einander sein werden, da A keinen quadrati- 
schen Teiler hat), und denken uns ^ ebenfalls in zwei Faktoren p, q 
zerlegt, so dafs 

^^aß, s=pq 

ist. Alsdann erhalt man die Gleichung: 

{x ■+ y){x — y) = ttßf<i, 
welcher man allgemein genügt, wenn man 

« + !/ = '^f, *■ — !/ = ß>f 
setzt. Dadurch ergiebt sich: 

X = -—^-^^, y = - — 2 -'^ -, B^fq, 

so dafa also die drei unbestimmten Zalilen x, y, s mittelst zweier 
anderen wilikürlichen Zahlen p und q ausgedrückt sind, Träte der 
Fall ein, dafs die Werte von x und y den Bruch — enthielten, so 
könnte man alle drei Gröfsen x, y, s mit 2 multipli eieren. 
Dies ist die allgemeine Auflösung der Gleichung: 

af^ — y^ = As^. 
Dieselbe umfafst ebensoviele besondere Formeln, als es ver- 
schiedene Arten der Zerlegung von A in zwei Faktoren giebt. 

Ist z. B. J. ^ 30, so giebt es vier verschiedene Arten, um 30 
in zwei Faktoren zu zerlegen, nämlich: 

1-30, 2- 15, 3-10, h-&, 
und aus diesen ergeben sieh folgende vier Auflösungen der Gleichung 
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1) x= %?-\-m(f, j/= /— 309% s = 22)(2 

9) Ä = Sp' + 155% )/ = sy — 10g% B = 2p2 

3) a: = Zf + 109% ?, = 3it^ — 109% s = 2p9 

4) 3: = 5ji^ + 65^, j/ = 5ß^ — 6ä^, 2 = 2p<i. 

18. 

Wir gehen jetzt zur allgemeinen Gleichung 
x^ ■ — By^ =^ As' 
über imd bomorken Kunä,cli3t, dafs man, da diese Gleichung dieselbe 
ist, wie x^ — As^ = Bi/, ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen, 
voraussetzen darf, dafs der Koefficient der rechten Seite der 
gröfsere von beiden sei. Im Falle sie gleich sein sollten, führt die 
Reduktion, die wir angeben werden, stets zum Ziele. 

Es sei also die Gleichung gegeben: 

x^ — Bif = An^, 
in welcher A'> B und ferner A und B positiv nnd ohne jeden 
quadratischen Faktor vorausgesetzt werden. 

Wie wir bereits bewiesen haben, sind x und y prim zu einander. 
Daraus folgt, dafs auch y und A prim zu einander sind; denn wenn 
y^ und A einen gemeinschaftlichen Teiler %■ hätten, so müfste x^ 
ebenfalls durch & teilbar sein, und es würden somit 3:^ und y^ nicht 
prim zu einander sein. 

Da aber y und A prim zu einander sind, so wird man auch, 
wenn man voraussetat, dafs die gegebene Gleichung auflösbar sei, 
und dafs man somit bestimmte Werte von x und y, z. 3. x ^ M, 
y = N wirklich Enden könne, (nach Nr. 12) der Gleichung ersten 
Grades 

M=^nN—yA 

genügen können, wobei M, N, A gegebene zu einander prime Zahlen 
und n, y zwei unbestimmte Zahlen wären. 

Man kann daher allgemein, ohne diese besonderen Lösungen 
X = M, 1/ = Zf zu kennen, 

X =^ny — Ay' 
setzen, wo n und y zwei unbestimmte Zahlen sind, imd setzt man 
diesen Wert in die gegebene Gleichung ein, so erhält man, nachdem 
man sie durch A dividiert hat; 
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g 3. Metliodo, nni die imbeaiimmten Gleioliungen Kweiten Oracles u. s. w. 37 
Da nun y nnü A prim zu einander sind, so kann diese Gleichung 

nur dann bcstülien, wenn -j — gleich einer ganzen Zahl ist. Ist 

diese ganze Zahl gleich J!h^, wo W der gröfste quadratische Teiler 
derselben sein soll, so ist: 

n' — B^ AÄl\ 
und die aufzulösende Gleichung wird: 

Ä¥if — 2nyy + Ay^ = s^ 
Wir werden später die einfachsten Hulfsmittel angeben, welche 
zur Bestimmung einer Zahl n von der Beschaffenheit führen, dafs 
— -z — eine ganze Zahl wird. Für jetzt genügt es zu bemerken, dafa, 
wenn es irgend einen solchen Wert von w, dafs n^ — B durch A 
teilbar wird, giebt, dieser Wert um ein beliebiges Vielfaches von A 
vermehrt oder vermindert werden kann, ohne dafs r^ — B aufhört, 
durch A teilbar zu sein. Demnach kann man annehmen, dafs der 
betreffende Wert zwischen den Grenzen und A oder sogar zwischen 
den noch engeren Grenzen — —A und + ---A enthalten ist. 

Daraus ergiebt sich, dafs, wenn man für n der lleihe nach 
alle ganzen Zahlen von — —A bis -{- - -4 nimmt, mau not- 
wendig einen oder mehrere finden wird, für welche n^ — B 
durch A teilbar ist, vorausgesetzt, dafs die Gleichung auf- 
lösbar ist; und in dem Falle, wo für keine dieser Zahlen n^ — JS 
durch A teilbar ist, wird man mit Sicherheit schlieCsen können, 
dafs die gegebene Gleichung nicht auflösbar ist. 

19. 
Nehmen wir also an, dafs man einen oder mehrere Werte von n, 
welche die erforderliehe Eigenschaft besitzen, gefunden habe, so nmfs 
man mit jedem dieser Werte die Rechnung in folgender Weise 
weiterführen. 

Wir nehmen die Gleichung 

A'¥y^ —■ 2nyy' + ^**'^ = ^''^ 
wieder auf. Multipliciert man sie mit A'k^, \mä setzt man zur Ab- 
kürzung : 

A'Ji^y — ny = x , kB = s', 
so wird die transformierte Gleichung: 
x'^ — By'^ = A'd". 
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Diese transformierte Gleieliung würde aufgelöst sein, wenn mau die 
Auflösung der gegebenen Gleichung -wüfste, da die Werte von x, y, d 
ßicli leiclit aus denen von x, y, z ergeben. Umgekelirt wird die ge- 
gebene Gleichung aufgelöst sein, wenn man die Lösung der trans- 
formierten gefunden hat. Denn aus den bekannten Werten von x, 
y' , d kann man gleichfalls die Werte von x, y, s ableiten. Dabei 
thut es niühts zur Sache, ob diese letzeren ganze oder gebrochene 
Zahlen sind, da es sich nur um die Auflösung in rationalen Zahlen 
handelt, und da man, nachdem man irgendwelche gebrochenen Werte 
von X, y, s gefunden hat, dieselben auf den nämlichen Nenner bringen 
und sodann den gemeinsamen Nenner weglassen kann. 

Da man die Zahl n < -y^ annehmen kann, so wird oil'enbar 
—jü — oder AI kleuier als —A und zugleich positiv sein. Denn es 
kann nicht n < j/B sein, da sonst w^ — B<B wäre und daher nicht 
durch A teilbar sein könnte. Mithin ist die gegebene Gleichung auf 
eine ganz ähnliche Gleichung zurückgeführt, in welcher der Koefficient 
j4', welcher die Stelle von A einnimmt, kleiner als ~^A ist. 

20. 
Wenn Ä noch grÖl'ser als B ist, so kann man in analoger Weise 
aus der Gleichung x'^ — By"^ = Ä s'^ eine zweite transformierte 
Gleichung 

x' - Bf ~ Ä'r' 

ableiten, in welcher ^' <-j- .4' und stets positiv ist. Um diese zweite 
transformierte Gleichung zu erhalten, ist keine neue Bedingung 
weiter zu erfüllen. Denn setzt man, nachdem man bereits 

gefunden hat, n = (1.^4' -\- n und nimmt diu unbestimmte Zahl (i so 
au, dafs n' < ~; Ä' ist, so sieht man leicht, dafs — -j: — eine ganze 
positive Zahl und kleiner als - A' ist. Man wird also setzen: 

if'— B=^A'A"k'\ 
wo A" < 4 A.' ist und keinen quadratischen Faktor enthält. 

Tritt der Fall ein, dafs A" noch gröfser ist als B, so setze man 
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dieses System der transformierten Gleichungen, in denen B 
konstant bleibt, fort, bis man eine Gleichung 

x^ - Bf = Gs^ 
findet, in welcher G positiv und kleiner als Ji ist. 

äl. 
Nachdem man jedoch das Glied, welches den gröfseren 
Koefficienten hat, anf die rechte Seite gebracht hat, wo- 
durch sieh 

x^ — Cs' = By" 

ergiebt, kann man in analoger Weise den Koefficienteu Ji mittelst 

eines zweiten Systems von transformierten Gleichungen 

x'^ — Gs'^ = B'tp 

x'^ — Gd"^ = IS'y'^ 

redneieren, wobei die Koefficienten li' , ß", . . . positiv sind und min- 
destens im Verhältnis von 4 zu 1 abnehmen. Auf diese Weise wird 
man bald zu einer transformierten Gleichung 

x^ — Gf = By^ 
gelangen, in welcher der Koeffieient B kleiner ist als G. 

Nun kann die Reibe der positiven und abnehmenden Zab- 
len A, B, C, B, . . . nicht ins Unendliche hin fortgehen; sie mufs 
vielmehr notwendig mit der Einheit endigen. Ist man zu 
diesem Gliede gelangt, so ergiebt die Auflösung der letzten trans- 
formierten Gleichungj welche ohne weiteres gegeben ist, auch die 
Auflosung aller vorhergehenden und somit die der gegebenen Gleichung, 

Diese Methode ist hier nicht etwa deshalb gegeben worden, weil 
sie die einfachste oder kürzeste wäre, vermittelst deren man zur wirk- 
lichen AnfSosung der gegebenen Gleichung gelangen könnte. Aber 
der Gang, den sie vorschreibt, um die Koefficienten allmählich zu 
verkleinern, ist sehr deutlich und klar; wir werden daraus bald einen 
allgemeinen Satz Ober die Auflösbarkeit der unbestimmten Gleichungen 
zweiten Grades ableiten. 

22. 

Es dürfte angebracht sein, einer Schwierigkeit vorzubeugen, die 
eintreten könnte, wenn beide Koefficienten gleich sind. 

Es sei also Ä = B. In diesem Falle scheint es, als ob man, 
wenn man bewirken will, dafs -. — ~ eine ganze Zahl sei, « ^ 



y Google 



40 Erster Hauptteil. 

setzen dürfe. Dann würde Ä'li? = — l odiir J.' = — 1 sein, was 
nicht im Einklang stellt mit der Annahme, dafs Ä' immer positiv 
genommen werden solle. Indessen ist diese Schwierigkeit leicht zu 
beseitigen. Denn nimmt man « = J. an Stelle von n = 0, so erhält 

man — ^7 — = J. — 1, und dies würde der Wert von Ä'h^ sein. Man 
A 

sieht also, dafs die Gleiclmng 

x^ — Aif = As^ 
die transformierte Gleichung 

x"^ — Ay'^ = Äb'^ 
liefert, wo j4.' < .d und positiv ist. Man würde ebenso zu verfahren 
haben, wenn man im Verlauf der Rechnung C = J}, oder D = C 
u. s. w. fände. 

Diese Bemerkung zeigt, dafs für den Fall A'= S und für andre 
ähnliche Fälle die Methode nicht minder anwendbar bleibt, und 
dafs sie somit alle erforderliche Allgemeinheit besitzt. Übrigens 
läfst sich der in Rede stehende Fall auf einfachere und 
direktere Weise behandeln. Denn hat man die Gleichung: 

x^ — Ay^ = Äis^, 
so sieht man zunächst, dafs x teilbar sein mufs durch Ä. Demnach 
kann man x = Au setzen und erhält dann: 

i,^ + s^ = Au\ 
In dieser Gleichung sind z und A zu einander prini (denn andern- 
falls würden y und s es nicht sein). Somit kann man setzen: 

y = nß-^ Ay. 
Dies giebt: 

~~A" ^' + 2«^!/'+ Ay'' = u\ 
Diese Gleichung kann nicht bestehen, wofern nicht — y — eine ganze 
Zahl ist. Nennt man diese ganze Zahl Ä'k^, wo h^ der gröfste 
quadratische Teiler derselben ist, so erhält man: 
Äk^^^ + 2my' + Ay'^ = u^. 
Multipliciert man beiderseits mit A'k^ und setzt man: 

fA's + ny' = /, Ml = u', 
so wird: 

b'^ -\- y'^ == A'n"^, 
so dafs die gegebene Gleichung j/^ + / =^ A.ir auf eine Gleichung 
von derselben Form zurückgeführt ist, in welcher A' positiv und 
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kleioer als — A -\- , ist. Fährt man mit diesen Transformationen 
so fort, so wird die BeiLe der positiven und abnehmenden Zahlen 
A, A', A", ... notwendig als letztes Glied »die Einheit haben, und 
da alsdann die letzte Gleichung ohne weiteres auflösbar ist, so wird 
sich daraus die Lösung aller vorhergehenden ergeben. In diesem 
Falle existiert keine andere Bedingung für die Möglichkeit 
der Auflösung der Gleichung, ala dafs ■■■■ - j- ■ = e sein mufs. 
Alle andern sind eine Folge dieser Bedingung. 

Bei der allgemeinen Auflösung dagegen mufs man aufser 
der ersten Bedingung — ^ — = e, so oft mau von einem System 
von transformierten Gleichungen zu einem andern Systeme übergeht, 
auch den verschiedenen Bedingungen — jj — =e, — -^ — =^e 
u. s. w. genügen können. Dies werden wir im folgenden Para- 
graphen des Näheren untersuchen. 

§4. 

Satz, mit dessen Hülfe man über die Möglichkeit oder Unmöglichkeit 

der Auflösung einer jeden unbestimmten Gleichung zweiten Grades 

entscheiden kann. 

23. 

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir gezeigt, dafs sieh 

jede unbestimmte Gleichung zweiten Grades zurückführen läfst auf 

die Form: 

x"^ — By^ = J.a% 
in welchei A \.nA B positive ^inze Zihlen ohne jeden quidratischeu 
Teilei smd, und in dei man überdies i ^ ß annehm u kann. 

Nichdem dieses festgestellt ist mufs mal um zui Aiflösung zu 

gelangen, zunat-bst eine Zahl f bestimmen welche kleiner als —A 

und \oo dei Be^Lhaftenheit lat difi - — -, — eme f,iuzt Zahl wird. 

Ist die'fe Zahl getunden ao bildet m iu dit, Kciht -von (. leichuugen: 

a —B=AAl, 

a'—B = ÄAIP, a =^A- -_}ru< -^A 

„"■^_ B = Ä'Ä"r\ d' = ^A" ±u < \A' 
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In i3er ersten ist ÄW der Quotient, der sieli bei der Division Yon 
a.^ — B durch A ergiebt, und Zc' ist die grbfste Quadrataahl, welche 
in ÄJc^ aufgeht, so dafs Ä' nur noch einfache Faktoren enthält, 
ebenso wie A und S. 'Dasselbe hat mau bei den andern analogen 
Werten zu beachten. Ist A' bestimmt, so erhält mau «' durch die 
Gleichung «' = (i.4' + a, wobei die unbestimmte Zahl (t derart zu 
wählen ist, dafs «' < y J.' wird (das Zeichen < seliliefst den Fall 
der Gleichheit nicht aus). Ist k bekannt, so ist «'^ — S notwendig 
teilbar durch A'. Den Quotienten bezeichnet man mit A"h'^ und 
bildet dann ebenso weiter die andern Gleichungen. 

Wenn man die Rechnung in dieser Weise anstellt, so wird die 
Eeihe A, A', Ä' , . . ,, bei welcher jedes Glied positiv und kleiner als 
der viei-te Teil des vorhergehenden ist, sehr schnell abnehmen, bis 
man zu einem Gliede M"^ oder C gelangt, welches kleiner ist als B. 
Die gegebene Gleichung wird also nach und nach in die folgenden 
Gleichungen (in denen ich der gröJ^eren Einfachheit wegen die un- 
bestimmten Zahlen ohne Äccente lasse) transformiert sein: 



Gleichunj^cn, die derart unter einander zusammenhängen, dafs, wenn 
die Lösung einer einzigen von ihnen bekannt ist, unmittelbar auch 
die aller übrigen und somit auch die der vorgelegten Gleichung ge- 
geben ist. 

. Bei diesem ersten System von transformierten Gleichungen 
zu erfüllen, nämlich die 



die letzte transformierte 



'J - Cz" = By\ 

so mufs man, wenn dieselbe auflösbar sein soll, eine Zahl %■ von 
der Beschaffenheit finden können, dafs %'^ ~ C teilbar ist 
durch B. Ist diese Bedingung erfüllt, so wird man die Verklei- 
nerung von B mittelst eines zweiten Systems von transfor- 
mierten Gleichungen 
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g i, Siitz aber Möglichkeit od. Unmöglichkeit dec AnilÜÄiiiig u. s, w. 4ä 
x^ — (7ß^ = B"i/ 



x' _ Cz" -= Z))/ä 
in Angriff nehmen, wobei die Reihe B, B', B" . . . soweit fortgesetzt 
ist, bis man zu einem Gliede ö < C kommt. 

In dieser Weise setze mau die Reihe der abnehmenden ganzen 

Zahlen Ä, B, C, D so lange fort, bis man zu einem Gliede, 

welches gleich der Einheit ist, gelangt Alsdann iat die Aufgabe gelöst. 

24. 
Es ist leicht zu sehen, dals man im Vcrhiufu dieser Rechnung 
nirgends Halt zu machen gezwungen ist, wenn man mit Bezug jinl' 
eine beliebige transformierte Gleichung 

den beiden Bedingungen 

r' - - i'' __ ^ p1— _ff _ 

G ~ "' F ~ " 

genügen kann. 

Ich behaupte nun, dats, wenn diese beiden Bedingungen 
bei der gegebenen Gleichung x^ — By^ = Äs^ und bei ihrer 
ersten transformierten Gleichung x^ — By' = A'^ erfüllt 
sind, dies auch bei allen andern der Fall sein wird, so dafs 
also dann die gegebene Gleichung notwendigerweise auf- 
lösbar ist. 

Setzt man somit voraus, dafs die beiden angegebenen Bedingungen 
bei den beiden ersten Gleichungen 

x^ — Bi/ = Ais^ 
x^ ~ By^ = Ä ^ 
erfüllt seien, d, h. dafs es derartige ganze Zahlen k, {i, a, |3' gebe, 
tiir welche 

A ' "" Ä ' B > ' B~~ 

ganze Zahlen werden^ so ist zu beweisen, dafs die analogen Bedingungen 
auch bei der folgenden transformierten Gleichung 

x' — Bi/ = Ä' s^ 

erfüllt sind. Da man nun bereits r,-,-- = vl'"/;"^ hat, so aenüat 

yl JOS 

CS zu zeigen, dafs es eine ganze Zahl ß" giebt, für welche 
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Erster Haiiptteil. 



Beaciehiiet & eine iler Primzahlen, welche B teilen, so hat man 
bereits nach den gegebenen Bedingungen: 



mchen deiii«emäfs eine Zalil 1, für welche 



ist. Wenn A" teilbar ist durch &, so hat dies keine Schwierigkeit. 
Es sei also Ä" nicht durch & teilbar. Dann unterscheiden wir zwei 
Fälle, je nachdem Ä' durch %• teilbar ist oder nicht. 

1) Wenn ^ ein Teiler ist von A', so wird es auch den 
Gleichungen 

a^ — B=^ AA'¥, a = ft^' + « 

Kufolge ein Teiler von a und a sein. Femer hat man: 

A k~-= ^, — = >- - -^^. '■ .= fi^/1 + 2f(« + Ah\ 

Mithin ist 

Ak^ — Ä"k'' 



eine ganze ZahJ. Addiert man hierzu: 

tf " ' 
welches ehenfalls eine ganze Zahl ist, so erhalt man: 

k' ist aber prim zu B und folglich auch zu •&. Denn hätten k' und 
B einen gemeinschaftlichen Teiler, so müfste, der Gleichung 

«■2 ._ J3 = J'A'h'' 
zufolge, B einen quadratischen Faktor haben, was der Voraussetzung 
widerspricht. Man kann somit 

fe/5 = nk' — m» 
setzen und erhält: 

oder einfach: 



■i^k-'~ Ä-'l'^ 
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§ 4. Rata aber Möglichkeit od, Unmöglichkeit dei' Aiifiöeutij; u, a, w. 45 
2) Ist & kein Teiler von Ä' und somit auch kein Teiler von 
ß', so ergiebt sich aus dür Gleichung v— - = e zunächst: 

oder; 

Ferner kann man, da ß'lc und * prim zu einander sind, 

R == nß'h' — m» 
setzen und dies giebt: 



Aus diesem Beweise, der für alle Primfaktoren von B gilt, er- 
kennt man, dafs nicht nm' die Gleichung - — .j = e möglich ist, 

sondern dafs man den Wert von ß" auch leicht a priori finden kann. 
Demnach wird keine der Gleichungen 

3;* — By^ '= Ä' z^ , x^ — By^ = A!" s^, . . ., 
in denen B dasselbe bleibt, unmöglich. 

Wir werden jetzt zeigen, dafs dasselbe bei dem zweiten System 
von transformierten Gleichungen stattfindet, bei welchem C einen 
und denselben Wert, B dagegen die abnehmende Reihe B', B" . . . 
durchlauft. 

25. 

Sind die beiden letzten Gleichungen des ersten Systems: 

x^ — By^ = A'' — ^g^ 

x^ — By^ = ^",a^ = Os^ 

(wobei 11 ■ — ^ 1 und n Indices, aber nicht Exponenten sind), so kann 

man voraussetzen, dafs diese Gleichungen bereits den Bedingungen 

geniigen; alsdann hat man zu beweisen, dafs man hei der folgenden 
transformierten Gleichung 

x^ - A'^f = B'^ 
(welche zum zweiten System gehört) den beiden Bedingungen 
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Geuüge leisten kami. Da die erste derselben unmittelbar durch die 

Gleichung ~ — =; = Sf^ erfüllt ist, so bleibt nur noch zu zeigen 

übrig, dafs man immer der aweiten 

genügen könne. 

Wir bezeichnen mit ^ eine der Prim/alilen, welche A^ teilen, 

und suchen die Zahl ^ von der Beschaffenheit, dafs — ^ = e ist. 

Wenn B' teilbar ist durch %■, so erhalt man V gleich Null oder 
gleich einem Vielfachen von Q: Ist aber B' nicht durch fl- teilbar, 
so sind zwei Fälle au betrachten. 

1) Ist ©■ ein Teiler von ü, so wird es den Gleichungen 

t^~li = A^A'^-'k\ p — A-^BB'p 

zufolge auch ein Teiler von a und ß' sein. Man kann demnach 
folgende Reihe von ganzen Zahlen, die aus einander durch sehr ein- 
fache Substitutionen oder Rechnungen abgeleitet werden, aufstellen: 



¥ 


■a- 






+ -B 


ir 




+ JJ 






-B 






'- I 






-B' 



Setzt man also: 
so erhält man: 



1^ = B'fhß, 



2) Ist S' kein Teiler von B, so ist es auch kein Teiler von 
« oder ß' mu\ man erhält nach und nach: 
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g 4. Satz iibei- Mögliehktit oil. Ünmögliclikeit der Auflösung ii. f. w, 47 
a"- ^ B 

„Y^g —f-BB- ^ 
' » ~ ''' 

Da aber af uml & prim zn einander siotlj ao kann man 
setzen, und dies giebt: 



Da dieselben Schlüsse bei allen Primfaktoren von ^i" gelteiij so folgt 
daraus, dafs inaii stets der G-Ieiclinng 
■t^ — W __ 
X"" " ~ ^ 
geniigun kann. 

36. 

Demnach wird die Gleichung x^ — B'tf = Ab^ auflösbar sein, 
wenn man den beiden Bedingungen — -j — = e, ~ — j,— = e und 
ferner bei der ersten transformierten Gleichung x^ — ^y^ == A! e^ der 
dritten Bedingung - — ^ = e Genüge zu leisten imstande ist. 

Diese dritte Bedingung würde, wie wir sogleich beweisen werden, 
überflüssig sein, im Falle die beiden Zahlen A und J5 zu einander 
prim wären. Der allgemeinere Satz kann indessen auf eine 
einfachere und gleichzeitig elegantere Weise dargestellt 
werden. 

Wir bemerken zunächst, dafs sieh jede unbestimmte Gleichung 
zweiten Grades zurückführen läfst auf die Form ax^ -\- 'b'jf = cz^, in 
welcher die Koefficienten positiv sind, keine zwei von ihnen einen ge- 
meinsamen Teiler haben, und überdies von jedem quadratischen Faktor 
befreit sind. Das auf die Vorzeichen Bezügliche ist ohne weiteres 
ersichtlich, da jede aus drei Crröfsen gebildete Gleichung erfordert, 
dafs eine dieser Gröfsen gleich der Summe der beiden andern ist. 
Wenn femer a einen quadratischen Faktor S-^ enthielte, so könnte 
man a = &^a, x = S-«' setzen, wodurch sich ax^ in a'x'^ verwandeln 
würde, und hierin hätte a' keinen quadratischen Faktor mehr. Wenn 
endlich zwei von den drei Koefficienten a, h, c z. B. « und i einen ge- 
meinsamen Teiler ö- hätten, so könnte man a=^a'Q; h = h'%; c&^=c', 
0=-.z'9 setzen, Dadurch würde sieh die Gleichung ax^ -}'biß = cz^ 
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ia eine andere a'^ -^-Vy^ ^ c ^'^ verwandeln, in welclier d und h' 
keinen gemeiuscliEiftlichen Teiler mehr haben. 

Nachdem dieses festgestellt ist, bringe man die Gleichung 

auf die Form 

{^)'-lc{ff'-ac. 
Diese Itann man mit der Formel 

x^ — By^ = j4^^ 
vergleichen, wodurch sieh B =^ bc, A^= ac ergiobt. Man hat dem- 
nach zunächst die beiden Bedingungen zu erfüllen: 



Setzt man « = cjt, ß = cv, so werden diese Bedingangeu: 

Um die dritte Bedingung — -— r — = e auszudrücken, bemerken wir, 
dafs c? — B ^ AÄli^ oder cjt^ — 6 = aÄV ist, und da al^ keinen 
gemeinschaftlichen Teiler mit hc hat, so wird die letzte Bedingung 
erfüllt sein, wenn man 

" ""6c" -■■- — ''' 
hat. Damit nun der Zähler dieser Grofse teilbar sei durch h, genügt 
es, wenn alc^ß'^ — c^ durch h teilbar ist, oder es mufs, wenn man 
mit Berücksichtigung der zweiten Bedingung cv^ an Stelle Ton a setzt, 
It^ß^v^ — (i^ durch h teilbar sein, was immer möglich ist, wenn man 
ß' der Gleichung ''''^- — = c gemafs bestimmt. Hieraus erkennt 
man, dafs, wenn A und B keinen gemeinsamen Teiler haben, 
(oder wenn c ^ 1 ist), die dritte Bedingung eine Folge der 
beiden andern imd somit gleichzeitig mit diesen erfüllt ist. 

Haben sie jedoch einen gemeinsamen Teiler c, so bleibt 
noch die Bedingung 

^i_E =^ e, oder einfacher — — ~ — = e 

zu erfüllen. Wir haben also einen allgemoinea Satz, vermöge dessen 
man unmittelbar und ohne irgendwelche Transformation entscheiden 
kann, ob eine unbestimmte Gleichung zweiten Grades auflösbar ist 
oder nicht. 
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27. 
Satz. 
Tat die Gleichung ax^ -\- ip^ == cz^ gegeben, in welcher 
die einzelnen Koefficientcn a, b, c keinen quadratischen 
Teiler und zu je zweien keinen gemeinschaftlichen Teiler 
haben, so wird diese Gleichung auflösbar sein, wenn sich 
drei ganze Zahlen A, jt, v von der Beschaffenheit finden 
lassen, dafs die drei Gröfsen 

al^ 4- b Cji^ '- b i:v' — a 

c ' a ' b 

ganze Zahlen werden, Sie wird dagegen unl&sbar sein, wenn 

sich diese dreiBedingungen nicht gleichzeitig erfüllen laasea. 

1. Bemerkung. Diese Bedingungen reducieren sich auf zwei, 
wenn eine der drei Zahlen a, h, c gleich 1 ist, und sie reducieren 
sich, wie in No. 22, auf eine einzige, wenn zwei dieser Zahlen gleich 
der Einheit sind. 

2. Bemerkung. Man kann die drei Glieder der gegebenen 
Gleichung stets so anordnen, dafs a, h, c positiv sind; indessen ist 
dies keine unerläCsliehe Bedingung, vielmehr würde der Sata auch 
richtig sein, wenn eines dieser Glieder negativ ist. 

Jedoch darf man hieraus nicht sehliefsen wollen, dafs eine 
Gleichung wie x^ + by^ + 6s^ ^ möglich sei, weil man den Be- 
dingungen — ^— == e, ■■- — ^ = e genügen könne; man dürfte viel- 
mehr nur schliefsen, dafs dieselbe auf die Form x^ -{- y^ -\- s^ = 
gebracht werden kann. Allgemein kann jede auflösbare Glei- 
chung mittelst des im vorhergehenden Paragraphen angegebenen 
Verfahrens auf die E'orm 

x^ -{- Ij'^ — s^ = 
gebracht werden; jedoch reicht es hin, sie auf die Form zu bringen: 

Äx^ + y^ — s^ ^ 0, 
deren Auflösung unmittelbar gegeben ist. 

§ 5. 

Entwicklung der Wurzel aus einer nicbtriuadratisclieii Zahl in einen 

Kettenbrueh. 

28. 

Das in No. 1 auseinandergesetzte Verfahren zur Entwicklung 

einer beliebigen Zahlgröfse x in einen Kettenbruch kann mit grofser 
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Leichtigkeit auf die Quaciratwurzeln der Zahlen oder allgemeiD auf 

Zalilgröfsen von der Form -^ — , wo Ä, B, C ganze Zidilen sind, 

angewandt werden. 

Um den Gang der I.lecliming rodit klar hervortreten ku lassen, 
wollen wir erst ein specielles Beispiel nelunen. 

Ist A = 19, so hat man x oder "j/lO = 4 -j — -, nnd hieraus 

x = -^ , oder, wenn man Zähler und Nenner des Bruches mit 

yi9— 4' 

1/19 -j- 4 multipliciert: 



Die grolste in diesem Ausdrucke enthaltene ganze Zahl ist 2, so dafs 
man erhält:' 

Nennt man diesen letzteren Teil — „-, so ergiebt sich: 

„ _ S _ VJ^_+ 2 

^ 1/19 — 2 5 ' ^ 

Die hierin enthaltene ganze Zahl ist 1, der Rest ■■— p — --. Diesen 
mufs man wieder umkehren, um den Wert von x" zu erhalten n, s. W. 
Die Rechnung zur Entwicklung von yl9 in einen Kettenbnich stellt 
sich also folgendermafsen: 

«" _ — ^ - i^H_ti _ 1 + ys- A 
/" i vTi+jL _ a , ys-D 



» ya + ä „ I i.'s - 1 

"yi9-2 3 ''+ -^ - 

8 yi» + 1 „ , yio - ! 

-yiT-T- --f- -8+— -£- 
1 yis + 4 
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Bis hierher gelangt, stöfst man auf eiüeo Wert von x''", der 
demjenigen von x gleich ist. Daraus folgt, dafs die bereits gefun- 
denen Quotienten 2, 1, 3, 1, 2, 8 in derselben Reihenfolge wieder- 
kehren werden, und dafs somit die Entwicklung von "j/lO in einen 
Kettenbruch die Quotienten: 

4; 2, l, 5, 1, 2, 8; 2, 1, 3, 1, 2, 8; 2, 1, 3, 1, % 8; u. s. w. 
liefern wird. Man erkennt hieraus, dafs hinter dem ersten Gliede 4 
die Periode 2, 1, 3, 1, 2, 8 stets in derselben Reihenfolge wieder- 
kehrt und sich unendlich oft wiederholt. 

29. 
Ist jetzt A eine beliebige Zahl, <^ die gröfste darin ent- 
haltene Quadratzah! und 6 der Rest, so dafs raan ^ = «^ -|~ ^ li^t, 
80 ergiebt die Entwicklung von yA in einen Kettenbruch zunächst: 

^ = y Z = a + ^^^-^ 

, ^ 1 ^ \/Ä + a ^ 

X y^ _. ^ ö " 

Wir nehmen jetzt an, dafs man, wenn man diese Rechnung beliebig 
weit fortsetzt, zu einem vollständigen Quotienten a;'"' oder y = ■ — ^— 
gelange. Ist dann (i die gröfate in y enthaltene ganze Zahl, so wird 
der Rest gleich ----- -— i— ■ sein. Nennt man diesen Rest --;-, so 

erhält man: 

, I) 

^ "~ ]/! + J— )ii) ■ 
Da aber ferner die Analogie der Formen erfordert, dafs man 
, _ VÄ + J- 

y jy 

habe, so ergiebt sich hieraus die folgende Gleichung zur Bestimmung 
von" J' und D': 

p____ _ Va ■\. .r 

yi-f J — f(Z) ~ -^ 
In dieser Gleichung hat man die rationalen Teile unter einander und 
die irrationalen Teile unter einander gleichzusetzen. Dies giebt: 
,r = ^I) — J 



D'-- 



I) 
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Dies ist das sehr einfache Gesetz, nach welchem sich ; 



folgende vollständige Quotient - — jr. — ableitet. Dabei ist 
nicht zu befürchten, dafs che Zahlen .T und D" Brüche seien. Denn 
setzt man den Wert von J' in den von jy eiü, so erhält man: 

Da nun A — J"^ = J>' D ist, so ergiebt sich in analoger Weise, 
wenn man den — --. — vorhergehenden vollständigen Quotienten mit 

^ — bezeichnet, A — J^ = DW, mithin: 

D' = _Do + 2((.J'~(a'D. 
Daraus ist ersichtlich, dafs, weil die Zahlen D und Jin den beiden 

ersten vollständigen Quotienten — , — . ganze Zahlen sind, 

dieselben notwendigerweise auch bei allen andern bis ins Unend- 
liche hin ganze Zahlen sein werden. 

Der soeben gefundene Wert für D' läfst sicli auch auf die Form 
bringen: 

Mithin ergiebt sich aus den beiden aufeinanderfolgenden vollständigen 



der nächstfolgende vollständige Quotient — jy'- mit Hülfe der 

Formeln: 

/' = fii) — J 

Hierdurch ist diis Portschreitungageaetz auf die einfachste Weise 
dargestellt. 

30. 
Nehmen wir jetzt an, dafs -^, -- zwei aufeinanderfolgende 
- der dem Bruche — 
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entsprechende vollständige Quotient, so Iiüt man dem bekannten 
Prinzipe zufolge; 



yz= 






Hieraus folgert mau die beiden Gloieliungen: 
jjj"+ p"!) = qA 

und diese geben: 

{pf/ — /ä) /= qf/A — pp" 

(pgo —p^q)!) = / — . Aq^, 
Nach der Eigenschaft der Kettenbrüche (No. 6) ist iiber; 
pq^ — ffq = -|- Ij wenn — > ^A 

Daraus ersieht man, dafs p(f — p°q stets dasselbe Vorzeichen hat, 
wie p^ — Aq^, und dafs somit D stets positiv ist. Femer zeigen 
diese Werte unmittelbar, dafs D und J stets ganze Zahlen sind; wir 
behaupten aber noch weiter, dafs auch J stets positiv ist. Denn 
einerseits giebt die Gleichung qJ-^- q"!) =p die folgende: 

q \<l I ' 

und da (f <.q ist, so mufs sein: 

ö > -^ - J od«- I> > VÄ — J; 
andrerseits hat man: 

Diese beiden Bedingungen würden aber mit einander unvereinbar 
sein, wenn J negativ wäre. 

Nachdem wir dieses festgestellt haben, können wir auch leicht 
die ÖTenzen finden, welche J und D nicht übersteigen dürfen. 
Die Gleichung J. — J^ = DD" ergiebt J<yÄ. Mithin könnte J 
die gröfste in V^i enthaltene ganze Zahl a nicht übersteigen. Da 
ferner J -{- J' = (tj) ist, so folgt, dafs 2a die Grenze von D und 
zugleich auch die des Quotienten fi ist. 

Da jedoch der Kettenbruch, welcher den Wert einer irrationalen 
Zahlgröfse darstellt sich ins Unendliche erstrecken miifs, imd da es 
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nur eine bestimmte Äuaahl verseMedeiier Werte sowohl für J als für 
D geben kann, so mufs notwendig derselbe Wert von J un- 
endlieli oftmal mit demselben Werte von D zusammeu- 

treffeii. Sobald man aber für den vollständigen Quotienten ^—^— 
einen bereits gefundenen Wert noch einmal findet, so ist klar, dafs 
auch die folgenden Quotienten des Kettenbruches dieselben sein und 
in derselben Reihenfolge vorkommen mflasen, wie die bereits erhal- 
tenen. Mithin wird der Kettenbruch, welcher YÄ darstellt, 
(wenigstens nach einigen Gliedern) aus einer beständigen, sich 
bis Unendliche hin wiederholenden Periode bestehen, wie 
wir dies bereits bei einem speciellcn Falle (No. 28) gesehen haben, 

31. 
Es bandelt sich nunmehr darum, genau die Stelle zu be- 
stimmen, an welcher die Periode beginnt. Wir werden annehmen, 

dafs (t, (!.', (i", (ö diese Periode ist, und werden wie gewöhnlich 

die Eeihe der Quotienten und die Keihe der ihnen bis zum Beginn 
der zweiten Periode entsprechenden Näherungsbrüche folgendermafsen 
bezeichnen ; 
Quotienten: a, «, ß,y... A , ft, fi', ,(t", . ■ ■ OJ, ft,;i',^a", ...wu.s.w. 

Näherunffsbrüche: -„,-,-, -oi ~i ■ • ■■■ i, — ■■■- 

Sind dann gleichzeitig die entsprechenden Werte des vollständigen 
Quotienten: 

l" ' " b ' ■ ■ ■ " J>5 ■' " t) ' ■ ■• - 7>^ ' B >■■■> 
so erhält man zunächst dem Bewiesenen zufolge: 



und 

Dies giebt: 

Ferner hat man: 

und 






und hieraus ergiobt sich: 
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Andrerseits aber folgt aus der Gleiclning gj^- 5*'!) =|): 
/= ^ — ^"^-^ 

a s 

Da iimi — - Olli Näherungswert von VÄ ist, so miifs ticiu: 

= a + eiuem Brueli -■■ . 
<I 1 

Mithin: 

" y 
Wegen (/ < 9 erhält man also:" 

H — J<Z>. 
In analoger Weise ist; 

« - J" < D" 

dahei' nnisoinelir: 

jo - J^i < ß\ 

J" — J"j 
Da wir aber bereits ^^ — gleich der ganzen Zahl /L -- to gefunden 

hatten, so uiufs diese ganze Zahl notwendig Null sein. Man erhält also: 

J" = JOj und A = (0. 

Ebenso beweist mau, dafs der Quotient, welcher X vorhergeht, gleich 

demjenigen ist, welcher ra vorhergeht, und so fort bis zum Quotienten 

K, so dafs also a derjenige Quotient ist, welcher zuerst wiederkehrt 

und die Periode beginnen mufs. 

32. 

Hiernach kiinn man die Eeihe der Quotienten und die Reihe der 
ihnen bei der Entwicklung von "j/J. entsprechenden Näheruiigsbrüche 
in folgender Weise darstellen: 

Quotienten : 
ß; K, ^, . . , A , ft ; a , ß, . . . X , fi : k , /j, . . . J., ft, u. s. w. 

Näherungsbrüche : 
1 « p" P p' l'"i Vi Vi 

ü'I' ■ ■ ■ ■ a" a' 4'' ü^i' ai' i'i' 

Bei dieser Aufstellung ist — der Näherunffsbruch, welcher dem letzten 
Quotienten ji der ersten Periode a, ß, . . . X, fi entspricht. Ist s der 
entsprechende vollständige Quotient, so hat man ;; — (i = yA ~ a 
oder s ^ (i — a -\- Yä, und hieraus ergicbt sich, dem gewöhnliehen 
Prinzip e zufolge; 
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'I^ + a" ^YA+qip -a) + q"' 

Diese Gleichung liefert die beiden folgenden: 

p(!i— a)-\-p''= Ag 

q(ti - tt) + q" = p. 
Die zweite Gleiclmtig giobt: 

f,„« + lL = ^^ 

\ind hieraus folgt, dafs fi ^ a die grölste in — enthaltene gaiiao Zalil 
ist. Diese ganze Zahl ist gleich a, so dafs mau hat: 

H — a^ a, oder (t = 2a. 
Zu gleicher Zeit ergiebt sich, da g" =^ — aq ist, dafs die Reihe der 
Quotienten «, ß, ... &■, f., welche ji vorhergehen, symmetrisch ist 
(No. 11); denn es ist ^^^^^^ einer der N aber ungsbrii ehe von YA — a, 
einer Gröfse, die gleich ist dem Kettenbniche: 

Diesem N aber ungsbru che geht unmittelbar' der folgende -^ 

vorher; da man nun g^^-jj ^a$ hat, so mufs die Periode a, /3, ... ^, 1 
identisch sein mit der zu ihr inversen X, &■, . . . ß, «. Aus allen 
diesen Bemerkungen folgt, dafs die Quotienten, welche aus der 
Entwicklung von Y^ entspringen, nach folgendem Gesetze 
fortschreiten: 

a; cc, ß, y, . . . y, ß, a, 2a\ a, ß, y, . . . y, ß, ß, 2»; u. s. w., 
ein Gesetz, welches noch regelmäXsiger sein würde, vfenn der erste 
Quotient 2a oder wäre, d, h. wenn es sich um die Entwicklung 
von YA + a handelte. 

33. 
Es ist wichtig, zu bemerken, dafs jeder Nilhernugsbruch — , 
welcher dem Quotienten 2a in irgend einer Periode entspricht, von 
solchec Beschaffenheit ist, dafs die Gleichung gilt: 

P^ ~ Aq^ = ± 1. 

Denn ist der Quotient jt =^ 2a, so giebt die Gleichung J" + /= I>n, 

in welcher J nud J'^ a nicht übersteigen können (No. 30), notwendig: 

J = Jo = c(, Ü= 1. 
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Mitliin gellt die GleichuEg 

über in: 

p"- — Aq^= + 1, 

wobei das Zeiclicn -|- gilt, ■wenn — > yÄ ist, das Zeiclicn — im 
entgegengesetzten Falle. 

Da der Quotient 2a notwendig in der Entwicklung von YÄ vor- 
kommt, so folgt daraus, dafa die Gleichung x^—Ay^=-^l 
jederzeit auflösbar ist (wenigstens mit dem Zeichen -\-), welches 
auch die Zahl A sein möge, vorausgesetzt, dafs sie kein vollständiges 
Quadrat ist. Zugleich sieht man, dafs ea unendlich viele Lö- 
sungen dieser Gleichung giebt, da der Quotient 2a sieh unendlich 
oftuiai in den aufeinanderfolgenden Perioden wiederholt. 

Wenn übrigens die Anzahl der Glieder der Periode a,ßj...ß, a, 2a 
gerade ist, so werden alle Bruche, welche dem Quotienten 2a in den 
verschiedenen Perioden entsprechen, gröfser als YA sein, und es 
werden somit in diesem Falle die Brüche der Gleichung 

x^ — Äy'^ = + 1 
genügen. Wenn dagegen die Anzahl der Glieder der Periode un- 
gerade ist, 30 wird der erste dem Quotienten 2a entsprechende Bruch 
kleiner als Y^t <^^i' zweite grbfaer sein und so abwechselnil weiter. 
In diesem Falle wird daher die Gleichung a>^ — Äy'^ = — 1 ebenso 
gut auflösbar sein, wie die Gleichung x^ ~ Ay^ = ~\- \\ erstere durch 
die Näherungsbrüche von ungerader, letztere durch die von gerader 
Ordnung. 

8 0. 
Autlösung der unbestimmten Gleichung 'j? — A-f --^ ■\-_D in ganzen 
Zahlen für den Palt, dafs D<]/A ist. 
34. 
Im vorhergehenden Paragraphen haben wir gezeigt, dafs die 
Gleichung a;^ — Äy'^ = + 1 immer auf unendlich viele Arten auf- 
lösbar ist, wie beschaffen auch A sein möge, wofern es nur kein 
vollständiges Quadrat ist. Dagegen ist die Gleichung x^ — Ay'' ^ — 1 
nur in gewissen besonderen Fällen auflösbar, und da die Auflösung, 
wenn sie möglich ist, sich unter den Näherungsbrücben von YA vor- 
finden mufs, so ist die notwendige und zugleich hinreichende Be- 
dingung für die Möglichkeit dieser Auflösung, dafs die Periode der 
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Quotienten, welche dureli die Entwicklung von YA gegeben wird, 
aus einer ungeraden Anzahl von Gliedern bestelle. 

Die Äxiflösungen einer jeden der beiden Gleichungen erhält man 
unmittelbar aus den Näherungsbi-Bchen von YA, nämlich aus den- 
jenigen, welche dem Quotienten 2« eutsprcehen (wo a die grbfste in 
YÄ enthaltene ganze Zahl ist). Solcher giebt es unendlich viele, 
da dieser Quotient, ebenso wie die ihn enthaltenden Perioden, sieh 
unendlich oft wiederholt. Der Zähler jedes Bruches ist ein Wert 
von X, sein Nenner der zugehörige Wert von y. 

Wir werden weiter unten zeigen, wie man den allgemeinen Äus- 
ih-uck der verschiedenen Brüche, welche einem und demselben, in 
den aufeinanderfolgenden Perioden an derselben Stelle befindlichen 
Quotienten entsprechen, a prioiT linden kann. Für den gegenwärtigen 
Fall genügt es, das Resultat, das man Übrigens unmittelbar bewahr- 
heiten kann, kennen zu lernen. 

Es sei — der erste und einfachste der Näherunifsbriiclio, welche 
'i 
einem und demselben Quotienten 2n eutsprecben. Hat man dann: 

p^ — Aq^^-]-X, 
oder ist die Anzahl der Glieder der Periode gerade, so wird nur 
allein die Gleichung x'^ — Äy^ = + 1 auflösbar sein, wie wir 
bereits angegeben haben. Wenn man alsdann die allgemeine 
Auflösung haben will, braucht man nur p -[" iY-^ ^^^ irgend 
eine Potenz m zu erheben und das Resultat gleich x-\-yY-^ 
zu setzen. Ist nümlieh; 

(iJ + qVA)- ~ % + <l\A, 
WO X und y rationale Zahlen sind, so hat man zugleich: 

(> — iYaT == ic — ijYA. 

Multipliciert man beide Gleichungen mit einander, so wird ihr Produlit: 

x^ — Af = {'/ß — Aq^)-" = 1'" = 1 . 

Mithin genügen die gefundenen Werte für x und y wirklich der 

Gleichung x^ — Ay^ = 1, welches auch der Exponent m sein möge. 

Mau liann auch die Werte von x und y mittelst der Formeln: 

.._ Cp + üVÄ)'" + {v- 91/ 3)'" 
X— -— 2 ■ 



welche immer ganze Zahlen für x und y ergebec, besonders darstellen. 
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35. 
Ist zweitens: 

p^ — Äq' == — 1, 

oder ist cUe AnzaM der Glieder der Periode ungerade, so mt cr- 
siditlieh, ctaTs man immer gleichzeitig den beiden Gleicliungcii: 

x^ — Ay^ = + 1, x^ — Ay' = — 1 
genügen kann, mid zwar der ersteren mittelst gerader Po- 
tenzen ■voap-\-qyA, der zweiten mittelst ungerader Poteozon 
desselben Binoms. Denn setzt man: 

(p + q^Af-x + yyj, 
SO erhält man: 

x' - A,f - (- 1)" - + 1 ; 
und setzt man: 

(f + tVJ-T^'-x + yVA, 
SO wird: 

Ist z. B. j4 = 13, so findet man — "^ " "x~ ^'i^'' V^ ~ ^'^<f = -— 1. 
Setzt man also: 

(18 + 51/13)" -aJ + i/VTS, 
SO genügt miin der Gleichung x^ — 13j/'^ == 1, und setzt man: 

(18 4- 5]/T3)'' + ' = a: + yl/Tä, 
so genügt man der Gleichung x^ — 13)/^ = ■ — 1, 

Die kleinsten Zahlen, welche der Gleichung cc- — 13)/'^ = 1 
Genüge leisten, sind demnach x = 649, y ^ 180; denn man hat 
(18 + 51/13)' = 649 + 1801/13. 

Zuweilen sind die einfachsten Zahlen, welche einer gegebenen 
Gleichung x^ — Ay^ = i 1 geniigen, weit beträchthelier. Z. B. ist 
die einfachste Lösung der Gleichung x' -~ 211?;^ = 1: 
X = 278354373650 
j/= 19162705353, 
und die einfachste Losimg der Gleichung x^ — 991 j/^ = 1 ist: 
X = 379516 400906 811930 638014 896080 
y = 12055 735790 331359 447442 538767. 
Hieraus ersieht man, wie notwendig es für die Aufsuchung dieser 
Zahlen ist, eine sichere und unfehlbare Methode, wie es die entwickelte 
ist, zu haben. Denn man würde sich sehr irren, wenn man, nach- 
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dem man vergeblich die AiiflösuEg mittelst mäfeig grofser Zahlen 
versucht hätte, sehliefaen wollte, dafa sie überhaupt für keine Zahlen 
möglich sei. 

36. 
Fermat ist der erste, der die Auflösung der Gleichung 
fl!^ — Äy^ = 1 
gekannt zu haben scheint; wenigstens legte er diese Aufgabe gleich- 
sam als Herausforderung den englischen Mathematikern vor. Lord 
Brounker gab eine Äuflösnng derselben, welche man in den Werken 
von Wallis findet und die fast Tvörtlich in den zweiten Teil von 
Buler's Algebra aufgenommen ist. Aber einerseits hat Fermat 
nichts über seine eigene Auflösung veröffentlicht, andererseits zeigt 
die, wenn auch sehr geistreiche, Methode der englischen Mathematiker 
doch nicht in bestimmer Weise, dafs die Aufgabe immer lösbar sei. Es 
blieb daher noch zu beweisen übrig, dafa die Gleichung x^ — Äy^ = 1 
stets in ganzen Zahlen auflösbar ist. Dies hat Lagrange in ebenso 
eleganter wie strenger Weise in den „Gemischten Abhandinngen der 
Turiner Akademie" Band IV und sodann in den Abhandlungen der 
Berliner Akademie vom Jahre 1767 gethan. Dieser Beweis, sowie 
die ihm heigegebene Methode der Auflösung müssen als einer der 
wichtigsten Sehritte, welche bis heute in der unbestimmten Analjsis 
gemacht worden sind, betrachtet werden. In der That ist die Gleichung 
x^ — Äy"^ = 1 nicht allein an und für sieh interessant; sie ist auch 
bei der Auflösung aller unbestimmten Gleichungen zweiten Grades 
erforderlich, wo sie dazu dient, unendlich viele Auflösungen zu finden, 
wenn man eine einzige solche kennt. 

Am Ende dieses Werkes wird mau eine Tafel, No. X, linden, 
welche unter der Form von Brüchen die einfachsten Lösungen der 
Gleichung m^ — An^ = + 1 für jede Zahl Ä von 2 bis zu 1003 
enthält, welche nicht Quadratzahl ist. 

Der blofse Anblick der Ziffern, mit denen die Zahlen 
m und )( endigen, läfst erkennen, ob sie der Gleichung 

m' - Äp} = + 1 
oder der Gleichung 

m^ — A.n^ = — 1 
genügen. Erfüllen sie diese letztere, so mnfs man, um die kleinsten 
Zahlen p und q, welche der Gleichung x^ — Alf = -|- 1 genügen, 
zu erhalten, (m + uYa)^ = jj + qV^ setzen. Man erhält alsdann 
p = 2m' + 1,3== 2mn. 
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37. 
Wir gehen nunmehr znr AufLösimg der gegeben en 
Gleichung 

x^ — Alf ^ + Z* 

über. Wir haben Nr. 10 gesehen, dafs, wenn D < "[/ J. ist, wie wir 
es voraus aetaen, der Bruch — einer der Näherungsbrilche von YÄ 

sein mufs. Man wird daher yÄ in einen Kettenbrueh entwickeln 
and die aufeinanderfolgenden Werte der vollständigen Quotienten 

^ — berechnen müssen. Findet sich unter diesen voll- 
ständigen Quotienten einer, dessen Nenner D gleich der 
rechion Seite der gegebenen Gleichung ist, so folgt daraus 
eine Lösung entweder der Gleichung x^ — Äy^ = -\- D, oder 
der Gleichung x^ — Ay^ ^ — D. Dazu mufa man den Näherungs- 
bruch — berechnen, welcher dem betreffenden vollständigen Quotienten 
entspricht. Ist dieser Bruch von ungerader Ordnung (wobei - als 

der erste gerechnet wird), so wird er grÖfeer als yA und mithin 
1^ — A^ = -\' D sein. Ist er aber von gerader Ordnung, so wird 
man ^ — A<f = — D haben. 

Dieselbe Zahl D kann in einer und derselben Periode 
mehrere Male vorkommen, und zwar wird sie, da die Periode 
symmetrisch ist, sich stets mindestens zweimal vorfinden (den Fall 
ausgenommen, wo der Quotient, welchem -~ entspricht, das mittelste 
Glied der Periode ist, wenn man von ihrem letzten Gliede 2« ab- 
sieht). Man erhält alsdann ebenso viele Lösungen entweder der 
Gleichung x^ — Ay'^ = -{- J) oder der Gleichung x^ ~ Ay^ == — 7), 
und dieses wird bei allen andern Perioden ebenfalls stattfinden. 

Findet mau die Zahl ö nicht unter den Nennern der 
vollständigen Quotienten in der ersten Periode, so kann 
man sicher sein, dafs weder die Gleichung x^ ~ Ay^ = -|- D, 
noch die Gleichung x^ — Ap^ = — D in. ganzen Zahlen auf- 
lösbar ist. 

38. 

Hat man aber eine oder mehrere Lösungen, welche in der 
Weise, wie wir es eben auseinandergesetzt haben, durch die erste 
Periode der Quotienten gegeben werden, so kann man aus jeder 
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von diesen crstoii Lösungen nnmittelbar eine allgemeine 
fformel ableiten, welche eine unendUcIie Menge anderer von 
dieser ersten abhängender Lösungen enthält. 

Es sei — der Näherungsbruch, für welchen p^ — Aq^ = D ist, 
und zii gleicher Zeit seien t und u irgendwelche der Gleichung 
t^ — Au^ = 1 genügende Zahlen. Multipliciert man beide Gleichungen 
mit einander, so kann man das Produkt auf die Form bringen: 

{pt + Aquf — Ai'pih + qtf = B, 
so dafs die allgemeine Auflösung der Gleichung «^ — Alf = D ge- 
geben wird durch die Formeln: 

X == pt + Aqu 
y = pu + qi. 
Was die Werte von t und u anlangt, so haben wii beieits gezeigt, 
dils, wenn m und n die kleinsten, der Gleichung w — Aii^ = 1 
genugenden Zahlen iiud und man tui h eine beliebige ^anze Zahl 
nimmt, maji hat 

{m-\-nyAf^f + uyi 
Man sieht daher, dafs man, wenn man von den verschiedenen ur- 
sprünglichen Lösungen, welche in der ersten Periode enthalten sind, 
ausgeht, ebenaoviele allgemeine Formeln erhalten wird, deren jede 
unendlich viele Lösungen der gegebenen Gleichung in sich begreift. 

Übrigenä gelten die Werte, welche wir soeben für x und y ge- 
geben haben, in gleicher Weise, mag D positiv oder mag es negativ 
sein. Sie setzen nur Yoraus, data D in der speciellen Gleichung 
p^ — Aq^ = D dasselbe Zeichen habe wie in der allgemeinen Gleichung 
x^ — Ay^ = D; sie setzen ferner voraus, dafs m^ ~ An^ = -]- 1 sei. 
Wäre »^ — An^ = — 1, so würden die Formeln 
X '=pt + Aqu 

gleichzeitig die Auflösung der Gleichung x^ — Jy^ ^ -\- J) und die- 
jenige der Gleichung x^ — Ay^ = ~ 2) geben, nämlich die der ersteren, 
wenn man (m -{- n yAy^ = i -[- it YA, die der letaleren, wenn man 
{m-\-n /J)" + i= ; -f Ml/1" setzte. 

39. 
Wenn man, sei es aus der eben erwähnten Tafel, sei es auf 
irgend eine andere Weise, den einfachsten "Bruch -- kennt, welcher 
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der Gleichung m^ — Än^ ^ + 1 g^tiügti so wird die einfache Ent- 
wicklung von — in einen Kettenbmch die Periode der Quotienten 

ergeben, welche aus der Entwicklung von Yä hervorgehen würden. 
Demnach Ijann man, ohne die diesen ganzzahligen Quotienten ent- 
sprechenden vollständigen Quotienten — — ^- — zu kennen und mithin 
ohne ihre Nenner zu wissen, dennoch leicht diejenigen herausfinden, 
welche einem gegebenen Werte von N enteprechen. Diese Quotienten 
sind ziemlich nahe gleich —sr-, wo a die gröfste in YA enthaltene 
ganze Zahl bedeutet. In der That ergiebt sich, da (nach No. 30) 

ist, 

B D q ' 

Mithin ist die gröfste in ■ J^ enthaltene ganze Zahl fi sehr nahe 
gleich der in -^ enthaltenen gröfsten ganzen Zahl. 

40. 
Soli z. B. die Gleichung: 

x^ — 61«/^ = 5 
aufgelöst werden, so entwickele man den Bruch -s^n— , dessen Zähler 
und Nenner der Gleichung m^ — ^61w^= — 1 geniigen, in einen 
Kettenbruch. Die Quotienten und Näherungsbrüche findet man fol- 



Quotienten : 

1, 4, 3 , l , 2 , 2 , 1 , 3, 

Näherung sbrücbe : 



Die gröfste in "1^61 enthaltene ganze Zahl ist 7 und — ^ — = 2 -|- ■ ■ 
Sucht man also 2 unter den Quotienten, so findet man die beiden ent- 
sprechenden Brüche -g— und -^, deren erster jj^ — 61 2^ = — 5, 
deren letzterer p^ — 61g^ = 5 giebt. Mithin wird die gegebene 
Gleichung x^ — 61s;^ = 5 mittelst der It'ormeln aufgelöst werdent 
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x= 453( i: 3538m 
j,=453?(+ mt 
t + Ml/61 = (29718 + 3805 yöx'f^, 
imd ferner ebenfalls durch die folgenden Formeln, welche mit iliille 
des ersten Niiherangsbrnches -y— berechnet sind; 
x^\Ut +1281« 
^ = 164«+ 21i 
t + u 1/61 = (297 18 + 3805 l/6l)" + ^ - 
Auf dieselbe Weise würde man die Gleichung x^ — Cly^ = — 5 
lösen, und man erkennt, warum die beiden für — irefuüdenen Werte, 
obgleich sio für D zwei Werte mit verschiedenen Zeichen geben, 
dennoch zur Auflösung einer und derselben Gleichung dienen. Der 
Grund liegt darin, dafs der Wert von — ein solcher ist, für welchen 
m^ — 61«^ ^ — 1 ist. Denn in allen ähnlichen Fällen giebt eine 
Auflösung der Gleichung x^ — A'^ = D immer eine Auftösnng der 
Gleichung x^ — Ay^ = — B und umgekehrt. 

41. 
Wir bemerken noch, dafa, wenn D, obwohl stets kleiner als yA, 
einen quadratischen Faktor ^^ hätte, ao dafs D = ^^i/ wäre, man 
alsdann aufser den Lösungen, die wir nach der vorhergehenden 
Methode gefunden haben, und bei denen x und y stets prim zu 
einander sind, noch andere erhalten könnte, bei denen x und y den 
gemeinsamen Teiler * hätten. Hätte man nämlich auf andere Weise 
gefunden, dafs die Lösung der Gleichung x'^ — Ay"^ ^^ U möglich 
sei, so ist klar, dafs man daraus x = d'x', y = &y' erhalten würde. 
Auf diese Weise wird es so viele neue Auf lösungsfor mein geben 
können, als es Arten giebt, die Zahl D durch eine Quadratzahl 
KU teilen. 

§ V- 

Sätze über die Möglichkeit der GlBlchungen von der Form: 

Mx^ — Ny^ == + i oder + 2. 

42. 

Wir setzen voraus, dafs A. eine Primzahl und p und q die 

kleinsten Zahlen (l imd ausgeschlossen) seien, welche dor 

Gleichung 
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J? — Äcf = 1 
geiiügeu. Diese Gleichung läCst sich auf die Form bringen; 

y _ 1 == Aq" oder (p + 1) (2> — 1) = Aq\ 
Da nun A eine Primzahl ist, so kann diese Gleichung, wenn man 
q = fgh setzt, nur auf folgende' zwei Arten zerlegt werden: 

p-\=ß^ ] j> - 1 = fh^A. 

Es mufs demnach eine der beiden nachstellenden Gleichnngeu statt- 
finden: 

_ -y = /,ä _ Ag-, j ^cf — Ah"". 

Aus diesen letzteren erkennt man, dafs f nur 1 oder 2 sein kann, 
so dafs man die vier Kombinationen erhält: 

(1) ~\=h^ — Ag\ (3) i=^f — AV 

(2) _ 2 = Ä^ — Ag^, (4) 2 = / — ^/(^ 

Von diesen ist jedoch die Xombination (3) auszusehliefaen, da ans 
ihr sich ergeben würde, dafs p und g nicht die kleinsten der Glei- 
chung p^ — Acj^ = 1 genügenden Zahlen seien. Es bleiben daher 
nur noch die drei andern Kombinationen zu diskutieren übrig. Dazu 
müssen wir nach einander die verschiedenen Formen betra.chten, 
welche A mit Bezug auf die Vielfachen von 4 oder 8 annehmen kann. 

43, 
Ist erstens A von der Form An -j- 1, so mufs, wenn in 
den Gleichungen (2) nnd (4) die eine der beiden Zahlen g und h 
gerade ist, auch die andere gerade sein Älad'inn iber würde die 
rechte Seite durch 4 teilbar sein, wähienl die linl e +2 ist was 
mit einander nicht im Einklang steht. Nimmt man sodann die beiden 
Zahlen g und A als ungerade an, so weiden ihie Quadrate q" und 1 
von der Form 8« + 1, und es wird die leuhte Seite ebenfalls duich 
4 teilbar sein. Mithin ist die Gleichung (1) die emzigt. welche statt 
finden kann; sie findet demnach notwendig statt nnd daiaus eigiebt 
sieh folgender sehr bemerkenswerte Satz 

Ist A eine Primzahl von der Form 4,n-\-\, so ist die 
Gleichung 

x^ — Af-^ — \ 
stets möglich. 

Diese Eigenschaft findet für die Primzahlen von der Form 4k + 1 
aus schlief slich statt. Denn wenn A von der Form 4m -|- 3 wäre, so 
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erkennt man leicht, dafs, wenn x und y gerade oder ungerade Werte 
beigelegt werden, x^ — A-i^ immer von einer der Formen An, An + 1, 
4:W -j- 2 sein würde, unter denen — 1 nicht enthalten ist. 

Man bemerke noch, dafs, wenn A eine Primzahl von der Form 
An + 1 ist, jede Zahl, welche durch .die Formel x^ — Ay^ dargestellt 
wird, auch durch Ay^ — a^ dargestellt werden kann. Denn da man 
m^ — An^ =3—1 setzen kann, so hat man: 

IV"= {x^ — Ay^ {An^ — in') = A{my + nxf — {mx -\~ Any'f. 



Ist zweitens Ä von der Form Sn -f- 3, so kann die Glei- 
chung (1), wie wir soeben gesehen haben, nicht stattfinden. Ebenso- 
wenig kann Gleichung (4) stattfinden. Denn wenn eine der Zahlen 
g und h gerade wäre, so würde die andere ebenfalls gerade sein, da 
die linke Seite gerade ist. Alsdann aber würde die rechte Seite durch 
4 teilbar sein, während die linke nur durch 2 teilbar wäre. Wenn 
die Zahlen g und h alle beide ungerade wären, so würde die recht« 
Seite von der Form 8 « + 1 — (8m + 3) {8m + 1) oder 8w — 2 sein, 
was mit der linken nicht im Einklang stände. Mithin ist die Glei- 
chung (2) die einzig mögliche; sie niufs demnach notwendigerweise 
stattfinden, und daraus ergiebt sich der folgende Satz: 

Ist A eine Primzahl von der Form 8« + ^i so ist die 
Gleichung 

-jß _ Ay^ = _ 2 
immer möglich. 

45. 
Ist drittens A von der Form S)i + '^ > *o findet man diircb 
ähnliche Betrachtungen, dafs die Gleichung (4) die einzige ist, welche 
stattfinden kann, und daraus ergiebt sich der folgende Sa.tz: 

Ist A eine PriniKahl von der Form 8w -}- 1, so ist die 
Gleichung 

;>? — Ay^ = -\-2 
immer möglich. 

Man beachte noch, dafs, wenn die beiden kleinsten, der Gleichung 
•ni? — An^ = + 2 genügenden Zahlen m und n gegeben sind, es 
leicht ist, daraus die beiden Zahlen p und g, welche der Gleichung 
j? — Aif '= 1 genügen, herzuleiten. Dazu hat man zu setzen: 



p = An'^ -]- 1 , q =^ mn. 
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46. 
Es sei jetzt A = ilfif, wo itf und JV zwei beliebige ungerade 
Primzahlen bezeichnen, und es seien ferner stets p und q die 
kleinsten Zahlen, welche der Gleichung 

/ — Äq^ = ). 
genügen. Bringt man diese Gleichung auf die Form; 

(P + 1) (J) - 1) = «»s", 

und setzt man g = fgh, so läfst sieh dieselbe nur auf folgende vier 
Arten zerlegen: 

f+l-fMif, füg', fMNf, ff 
y _ 1 _ fSh', fUh?, fh' , fMNk'. 
Hieraus folgen die vier Gleieliuiigeii: 

j — Mg' - m> , 
) — Nf — **' , 



/ - !'" 


- MNl,', 


in denen man iiacli einander / = 


1 und f ^2 zu setzen bat. 


giebt die aclit Kombinationen: 




(1) !_»;,■ — Nh' , 


(2) 2-Mg<~ Nh' 


(3) 1 — Ng' - MW , 


(4) 2 — Ng'~ MW 


(5) — 1 — *' — MSg', 


(6) - 2 — ;.' - MNg' 


(7) 1 = j> - um', 


(8) 2 — g' ~ MNIi'. 



Hiervon ist die siebente auszuachliefseu , da nach Voraussetzung p 
und q die kleinsten der Gleichung p^ — Äq^ = 1 genügenden Zahlen 
sein sollen. 

Wir geben jetzt zwei der hauptsächlichsten Folgerungen, 
welche man aus diesen Zerlegungen ziehen kann. 

47. 
Erstens: Wenn die Primzahlen M und N alle beide von 
der Form 4» +3 sind, so kann keine der Gleichungen (2), (4), 
(6), (8) stattfinden. Denn mag man die Zahlen g und h beliebig als 
gerade oder ungerade annehmen, stets wird die rechte Seite jener 
Gleichungen von einer der drei Formen 4m, 4w + 1, 4n -{■ 5 sein, 
während die linke Seite + 2 ist. Bei derselben Voraussetzung kann 
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die Gieiehung (5) ebensowenig stattfinden, denn wir werden später 
(No. 144) beweisen, dafs keine Zahl von der Form 4^ + 3 ein Teiler 
von 1 -j- fc^ sein kann. Mithin mufs von den beiden übrigbleibenden 
Gleichungen (1) und (3) notwendigerweise die eine stattfinden, und 
daraus ergiebt sich folgender sehr bemerkenswerte Satz: 

Wenn M und N zwei beliebige Primzableu von der Form 
4rt -{- 3 sindj so ist die Gleichung 

Ma^ — Ny^-^±1, 
wenn man das Vorzeichen der rechten Seite passend be- 
stimmt, stets möglich, 

48. 

Zweitens: Wenn die Primzahlen M und N alle beide 
von der Form 4n -}- 1 sind, so erkennt man auf gleiche Weise, 
dafs die Gleichungen (2), (4), (6), (8) ebenfalls nicht stattfinden 
können. Dagegen ist die Gleichung (5) nicht mehr auszuschliefsen, 
und es kann somit der auf diesen Fall bezügliche Satz folgender- 
mafsen ausgesprochen werden. 

Sind M und JV" zwei Primzahlen von der Form 4n -f 1, 
so kaun man immer entweder der Gieiehung 

x^ — MNf = — 1 
oder der Gleichung 

Mx^ — mf = + 1, 
wenn man das Vorzeichen der letzteren passend annimmt, 
Genüge leisten. 

Da man übrigens die Zerlegung der Zahlgröfse p^ — 1 in zwei 
Faktoren Ji + 1 ^^^ P -~ ^i welche sich von einander nur um zwei 
Einheiten unterscheiden, nur auf eine einzige Weise vornehmen kann, 
so ist ersichtlich, daXs man niemals den beiden vorhergehenden 
Gleichungen gleichzeitig, sondern nur einer von ihnen genügen kann. 

49. 
Durch ganz ähnliche Betrachtungen gelangt man leicht zu einem 
noch weit allgemeineren Satze, nämlich zu dem folgenden: 

Sind M und M" zwei Primzahlen von der F''orm in + 3 
und IV" eine Primzühl von der Form A71 -{- 1, so ist es stets 
möglieh, einer der sechs Gleichungen: 
Nx'' ~ MMy" = +_ 1 
Mx" — M'Ny^ = + ^ 
M'x' — MNf = -h 1 
zo genügen. 
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50. 
Diese Sätze und andere ähnlicher Art lassen sieh auch aus 
der Betrachtung des mittleren Quotienten, welchen dio Ent- 
wicklung von y^i in einen Kettenbruch darbietet, ableiten. 

Es bezeichne nämlich stets — den einfachsten Bruch, welcher 
3 
der Gleichung 

|)^ — Aq^ = 1 

genügt; ferner sei a die gröfste in yÄ enthaltene ganze Zahl, und 
es mögen aus der Entwicklung von "j/j. die Quotienten und die 
Näher ungsbriiehe bis zu — folgondermafsen entstehen: 

Quotienten : a , a , ß -, A , & , A ,■ ■ ■ ß , a , 2a, ■ ■ ■ 

Näherungsbrüche : -%. , -^- ,■ • ■ , ^n " < —-,-■■ , ^ , I- . . . 
Den mittelsten Quotienten haben wir mit & bezeichnet. Ein solcher 
mufs notwendigerweise existieren, da sonst der Bruch -- von ge- 
rader Ordnung und somit gegen die Voraussetzung p^ — Äq^ = ■ — 1 
sein würde. Da nun die Periode «, ß, . . ■Q', . . . ß, a symnietriseli 
ist, so muTs der Bruch — bei seiner Entwicklung die auf & folgen- 
den Quotienten k,. . . ß, a ergeben (No. 11), Mithin kann man mit 
Hülfe des vollständigen Quotienten S- + " unmittelbar den Bruch — 
aus den beiden aufeinanderfolgenden Brüchen - 
zwar in folgender Weise: 

Hieraus folgt: 

}) - /(»!/ + 2s") + (J'ij - Ig') 

Substituiert mau diese Werte in die Gleichung; 

SO ergiebt sich: 

(/■' - Ag') (lt,j + 2s«) _ 2/(fä,« - r>3). 
Setzt man: 

/■ - Ä:f - (ßf - t-s)D, 
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so wird: 



lind hieraus erkennt miiii, dafs I) ein Teiler sein muis vo)i 2 f. 

51. 
Ist erstens D gerade und gleich 2M, so mui's f — Mh sein 
und die Gleichung 

gellt über in: 

MV ~ Af _ 2JMÜJ» - f,j). 
Nun kann aber </ mit M. keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, da 
es sonst auch einen solchen mit f =^ Mk haben würde; mithin ist M 
ein Teiler von A. 

Ist also A ^ M.'N, so erhält man: 

MV - Hg' = 2(ft« - /-"s) = + 2. 
Demnach ist in diesem ersten Falle die Gleichung 

Mo-? — JV;/^ = + 2 
möglich, wobei zu beachten ist, dafs, wenn die /uhleu Jlf und W 
alle beide ungerade sind, die eine von der Form 4w + ],, die andere 
von der Form 4n -f- 3 sein mufs. Denn wären sie beide von der 
Form 4*1 + 1 <"^6r beide von der Form 4m -[" ^i so würde die linke 
Seite durch 4 teilbar sein; sie könnte sieh also nicht auf + 2 
re du eieren. 

Ist zweitens D ungerade und gleich Jlf, so mul's man f = Mh 
setzen. Dies giebt: 

M^?i^ ~ Ac/^± M. 
Somit ist A ebenfalls teilbar durch M, und man erhält, wenn A = MN 
gesetzt wird: 

Mh^ - Ng^^± 1. 
Aus diesen beiden Fällen ergiebt sieh der folgende Satz: 

Ist eine beliebige, aber nicht quadratische Zahl A ge- 
geben, so ist es immer möglich, diese Zahl in zwei Fak- 
toren J(f und W von der Beschaffenheit zu zerlegen, dafs die 
eine der beiden Gleichungen 

Mx'' — Nf=^±l 

Mx^ ~ Ny^ = + 2 

befriedigt wird wenn man das Zeichen der rechten Heite 



passend wählt. 
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Ferner ist noch folgendes -zu beachten: 

1) Für eine und dieselbe Zahl A = MN giebt es stets nur oine 
Art, einer dieser Gleichungen zu genügen; denn es ergiebt sich aus 
der Entwicklung von YA in einen Kettenbrueh nur ein mittelster 
Quotient, 

2) Nimmt man Jlf = 1, wodurch N=A wird, so mufs man 
die Gleichung x^ — Ay^ = 1 ausscheiden, da man ihr durch kleinere 
Zahlen, wie x ==^ p und y = q sind, nicht genügen kann. Es bleiben 
daher nur die drei Grleichungen : 

x^ — Ay^ = — 1, x^ — Ay'^ = 2, x^ — Ay^ = — 2, 
und diese werden sehr häufig unmöglich sein, z. B. die erste, wenn 
einer der Primfaktoren von A von der Form An -{- 3 ist, die aweite, 
wenn einer dieser Faktoren von der Form 8n -\- 6 oder 8n -^ 3 ist, 
und die dritte, wenn ein Faktor von der Form 8w + 5 oder Sn -^ 7 
existiert, 

Ist A eine Primzahl, so kann man keine andere Annahme 
machen, als Jlf ■= 1 und N = A. Alsdann gelangt man durch Dis- 
kusaion der Gleichungen x^ — Ay^ f^ i -^7 *^ — -^V^ == + 2 zu den- 
selben Sätzen wie oben hinsichtlich der Primzahlen von der Form 
4k-|-1, 8u -j- 3, Sn-^-l. Ebenso würde man diejenigen, welche 
auf die bereits behandelten Formen A = MNf A ^ MM' N Bezug 
haben, erhalten. 

52. 

Ist die Gleichung 

x'^ — ^ jIs/^ = — 1 
auflösbar (dies findet statt nicht allein in dem Falle, wo A eine 
Primzahl von der Form 4w + 1 ist, sondern noch in unendlich vielen 
andern Fällen), so hat man D = l und S- = 2 a. Daraus folgt, dafs 
die Quotienten a, (3, . . . bis X eine symmetrische Reihe bilden (No.33). 
Ferner mufs eben diese Reihe, da alsdann p — Ag^ = — 1 ist, aus 
einer geraden Anzahl von Gliedern bestehen. Hiernach wird sich 
die Entwicklung von yA. in einen Kettenbruch bis zum Nähenmgs- 
bruehe — hin folgend er mafsen darstellen: 

Quotienten: « , a , ß,. . . jt , ft , . . . /j, a , 2a 

Näheruriffs brücke: ■„ ■, ^ , - „- , ,-•■-, -■ ;, , 

Nun kann man mit Hülfe der beiden aufeinanderfolgenden Brüche 
—^ , — , welche den mittleren Quotienten jt, ft entsprechen, unmittel- 
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bar den Wert von -^- iirlmlteo, DUmlith: 


1« + m" 


Hieraus folgt: 


»■ + >." 



öiibstitnicrt man diese Werte in die Gleichung: 

/■• „. ^i,> _ ^ 1 _ - (,„„• _ ,„»„)=, 

und rediicieri man diese, so erhält man: 

J,(n^ + )'* ^) = m^ + m ^ 
oder : 

■!B^ — Än^ = — (m '^ — J w ^). 

Sind -- vS — und - ■ jT — die den Näher im gsbriichen — j-, — ent- 
sprechenden vollständigen Quotienten, so hat man (No. 30): 

m^ ^ J^w^ = {mn" — m^n)!); 
und: 

m ^ — An ^ = — (mn'' — m'^n)iy. 
Mithin: 

D" =- .D, 
Da aber allgemein 

BD" + J' = A 
ist, so folgt: 

^ = D^ 4- J-^ 

Allemal also, wenn die Gleichung x^ — An'' = — 1 auflösbar 
ist (was unter andern stets dann stattfindet, wenn A eine Primzahl 
von der Form 4«+ 1 ist), läfat sich die Zahl A in zwei Qua- 
drate zerlegen. Diese Zerlegung wird unmittelbar durch 

den vollständigen Quotienten - — ~~ gegeben, welcher dem 
zweiten der miitlereu in der ersten Periode der Entwick- 
lung von YÄ auftretenden Quotienten entspricht. Sind die 
Zahlen J und I) auf diese Weise bekannt, so erhält man 
A^JD^ + J^. 

Dieser Schlufs enthält einen der schönsten Sätze der Zahleu- 
theorie, nämlich: 

„Jede Primzahl von der Form 4)* + l ist die Summe 
zweier Quadrate." 
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Derselbe giebt zogleicli das Mittel au die Hand, um diese Zer- 
legung auf direktem Wege imd ohne jedes Probieren ausKufiilireii. 



Zurüekfülirung der Formel Ly^ + ^V^ + -^^^ ^uf den einfaelisten 
Ausdruck. 

53. 
Die Kocfficienton L, M, N in dieser i'ormel werden als gegebene 
Zahlen (Jedoch von der Art, dafssie nicht alle drei durch eine und 
dieselbe Zahl teilbar sind) angenommen; die GrBfsen y und e dagegen 
sind unbestimmte Zahlen, denen man alle möglichen positiven oder 
negativen ganzzahligeu Werte unter der einzigen Einschränkung, dafs 
y und s prim zu einander sein sollen, beilegen kann. Es wird daher 
stets unendlich viele Zahlen geben, welche durch dieselbe Formel 
Lf' -\- Mys + JV,s^ dargestellt werden. Im Allgemeinen aber kann 
diese Formel verschiedene Formen, welche alle dieselben Zahlen 
unter sich begreifen, annehmen, und es handelt sich nunmehr 
darum, den einfachsten AiiBdruck aller dieser l'ormen zu be- 
stimmen. 

Wir werden zunächst den Fall betrachten, wo M eine gerade 
Zahl ist, weil dieser die meiste Anwendung findet; sodann werden 
wir die analogen Resultate, welche gelten, weim M uugerade ist, 
angeben. 

Ist also die Formel 

pf + 2I2J/2 + r/ 
gegeben, in welcher p, q, r gegebene Zahlen sind, und will man 
diese Formel in eine andere umwandeln, die sich von ihr nur durch 
die Koefücienten unterscheidet, so mufs man setzen: 

y = /■*/'■ + "*^' 

wobei y und / neue unbestimmte Zahlen sind. Hiernach giebt die 
Einsetzung dieser Werte die transformierte Formel: 

deren Koefücienten sind; 

p ^ j)f + 2<ify ^- r(f 

i = pA» + sC/''^ + gi^) + f";/" 
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Damit niui die Koefficienteii f, g, m, n deu Bereich der Unbestimmten 
y und in der gegebenen Formel nicht beschränken, ist erforderlich, 
dafs die Werte von y und s', ausgedrückt dni'cb y und s, nämlicb 

._ u - 3y 

in --mg ' 
gimze Zahlen seien, und zwar unabhängig von judeni lieaonderen 
Werte von y und 2. Dazu mufs also sein: 
fn — mg == + 1. 
Daraus erkennt man, dafs man Kwei ICoeffieienten , etwa /' und (j, 
willkürlich annehmen kann, vorausgesetzt, dafs sie prim zu einander 
sind. Nimmt man sodann für — den Näherungsbruch, welcher — 
in der Entwicklung des letat«ren Bruches in einen Kettenbruch vor- 
hergeht, so ist hierdurch die Bedingung fn — mg = + 1 erfHUt, und 
man kann sieher sein, dafs jede Zahl, welche in der Formel 

py^ + '2qys + rs'^ 
enthalten ist, auch in ihrer Transformation 

PP'^ -\- ^iy's + TB^ 
enthalten ist und umgekehrt. Da ferner y und z nach Voraussetzung 
prim zu einander sind, so müssen es y und z ebenfalls sein; demi 
hätten y und 2' einen gemeinschaftlichen Teiler ^, so würden die 
Zahlen y und s ebenfalls (den Werten y =^ fy' -^ ms', s = gy' 4- ns 
zufolge) durch ■& teilbar sein, was im Widerspruch steht mit der 
Voraussetzung. 

Wir bemerken feiner, dafs die für p', q', r gefundenen Werte 
die Gleichung ergeben; 

p'/ — g'^ = (pr — g^) (fn — mg'f = pr — (f, 
woraus folgt, dafs „die G.röfse j)»' — q^ und die ihr entsprechende 
p'r ~ q'^ in der transformierten Formel gleich und von 
gleichem Zeichen sind". 

Diese Gröfse pr — q^ bestimmt die besondere Beschaffenheit 
der Formel py^ -\- 2qyis -\- rs^ rüeksicbtlich der beiden Faktoren 
ay -\- ßs, yy-\-S3, aus denen man sich dieselbe zusammengesetzt 
denken kann. Wenn diese Faktoren imaginär sind, so ist die Grölse 
pr — q^ positiv; sind dieselben entweder gleich oder rational, so ist 
die Gröfse pr — q^ gleich bezw. gleich einer negativen Quadratzahl, 
Sind sie endlich reell, aber irrational, so ist die Gröfse pr — q^ 
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gleich einer uegativen, nicht quadratiselien Zahl. Man erkennt dieSj 
wenH man die Formel py^ -\- 2qysi -f- »■«* auf die Form bringt: 

j[py + a^ + «Vg^ — '>-p] [py-^-q^- ^V^ —pr]. 

Wir werden diese Yersehiedenen Fälle getrennt von einander 
untersuchen. Vor allem andern aber müssen wir folgende allgemeine 
Aufgabe*) lösen. 

54. 
Ist die unbestimmte Formel p'i/ -j- 2qys + rs^ gegeben, in 
welcher der mittlere Koefficient 2q gröfser ist als einer der 
beiden äufseren Koefficienten p und r oder auch gröfser als 
alle beide, so soll man diese Formel in eine andere ähnliche trans- 
füi'mieren, in welcher der mittlere Koefficient kleiner als jeder 
der üufseren oder wenigstens nicht gröfser als der kleinste der 
beiden letzteren ist. 

Wir setzen 2g >^ voraus, und in dem Falle, ivo zugleich 2q'>p 
und 2g > r ist, sei p die kleinere der beiden. Zahlen p und r, ab- 
gesehen von ihren Vorzeichen. Setzen wir: 

y =^y' — ^^) 
wo m ein noch unbestimmter Koefficient ist, so ergiebt die iSub- 
stitution dieses Wertes die transformierte Formel: 

py'^ — (2j)m — 2q)y'^ + (pm^ — 2qm + r)sl 
Die unbestimmte Zahl m kann man derart annehmen, dafs 2pm — Üg 
kleiner als p oder gleich p ist. Dazu mufa m die ganze Zahl sein, 
welche dem gegebenen Bruche -=- , sei es nach oben oder unten hin, 
am nächsten liegt. Setzt man sodann: 

pm~ q = q, pw? — 2qm + ;■ = r, 
so wird die transformierte Formel: 

py'^ — 2qy'^-\-rz^, 
und es ist: 

pT — q''' =^pr — 5^, und 2f/' <.p, 
wobei das Zeichen < die Gleichheit nicht ausschUel'sL 
Da nun gleichzeitig 

2g '>p und 2g' <j) 
ist, so folgt daraus: 
q <1- 

*) Die Lösung dieser Aufgabe, einer der wichtigsten in dej.- imbestiuimteii 
Analysis, verdaalit man Laigrange. Siehe Abhandlungen der liecliner Akadeitiio 
vom Jalire 1773. Anm. d. Verf, 
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Dies ist das Hauptziel dieser ersten ßechoung. Wenn jeUt in dieser 
traDsformierteu Formel der Koefficient 2^' obwohl kleiner als p, 
noch gröfser als / ist, so kann man ebenso verfahren, und wird 
dadurch eine neue transformierte Formel erhalten, in welcher der 
mittlere Koefficient, welcher 2^" heifeen möge, kleiner als 2$' ist. 
Nun kann eine Iteihe abnehmender ganzer Zahlen q, q, g", q", . . . 
nicht ins Unendliche fortgehen; setzt man demnach dieselben Rech- 
nungen weiter fort, so gelangt man notwendig zu einer transfor- 
mierten Formel, bei welcher es eine weitere Reduktion nicht mehr 
giebt, und die demnach so beschaffen sein wird, dafs der mittlere 
Koefficient keinen der beiden äufaeren übersteigt. Diese transfor- 
mierte Formel leistet der gestellten Aufgabe Genüge; die in ihr vor- 
kommenden unbestimmten Zahlen werden ebenfalls prim zu einander 
sein und äie pr — q^ entsprechende Gröfse wird denselben Wert und 
dasselbe Vorzeichen besitzen, wie in der gegebenen Formel. Denn 
diese beiden Bedingungen sind, wie wir gezeigt haben, heim Über- 
gange von einer transformierten Formel zur andern immer erfüllt. 
Wir wollen als Beispiel die Formel 

35j/= + 172i/s + 210s^ 

betrachten. Da die dem Bruche ~ = -^^r am nächsten liegende ^anzc 
jl 35 o a 

Zahl 2 ist, so setze man: 



Dies giebt die transformierte Formel: 

+172} -344 
-f 21o) 
Da in dieser der mittlere Koefficient 32 gröfser ist als der äufsore 
Koefficient 6, so mufs man in derselben Weise zu einer neuen trans- 
formierten Formel Übergehen. Nimmt man also die dem Bruche -„- 
am nächsten liegende ganze Zahl, welche 3 ist, und setzt man: 

= 2-- 5y', 
so wird die neue transformierte Formel: 

Gis'^ — 361/y'+ JJ41i/'^ = 6s'^ — As'y — ly'^. 
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Diese letztere erfüllt die verlangten BediDgungen, da der mittlere 
KoefGcient 4 kleiner ist als jeder der äurseren 6 und 7. Zugleich 
sieht man, dafs die Gröfse pr — g^ in der gegebenen Formel ebenso 
wie in der transformierten gleich — 46 ist. Was die Beziehung 
zwischen den ersten Veränderlichen y untl s und den neuen ij und z' 
anlangt, so findet man, dafs dieselbe durch die Gleichungen 

s = s' -3»' 
gegeben ist. 

Wir untersuchen jetzt die drei allgemeinen Fülle, deren 
wir oben (No. 53) Erwähnung gethan. 

55. 
Ist erstens %ir — <f gleich einer negativen Zahl — A, so 
können wir annehmen, dafs die Formel ^i'if + ^gi/^ -)- rs^ auf die 
einfachste Form gebracht sei, so dafs Sg weder j) noch r übersteigt, 
Alsdann aber behaupte ich, dafs die Zahlen p und r von verschie- 
denen Vorzeichen sind. Denn hätten sie dasselbe Zeichen, so würde 
pr positiv und > 4g^, demnach pr — ^ positiv und > ?>if sein, und 
diese Gröfse könnte somit nicht gleich — A sein. Wir können daher 
voraussetzen, dafs die in Bede stehende Formel die folgende sei: 

ay^ + 2hye — cs^, 
wo a und c positiv und ac -\- h^ =^ A ist. Ferner aber hat man 
stets 2h <.a und 2b < e, folglich tte -(- ^^ > 5h^, und daher 5&^ < A, 
oder 



•xVi 



'An gleicher Zeit sind die Grenzen von ac: 
ac<A, ac>^A. 

Bemerkung. Es kann vorkommen, daCs verschiedene der- 
artige Formeln wie ai/^ -^ 2hyz - — es' einem und demselben 
Werte von A zugehÖren und zugleich der Bedingung 26 < a und 
2fe < c genügen, ohne dafs sie jedoch wesentlich von einander 
verschieden wären. So geben z.B. die beiden Formeln: 

f - If 
und; 

2f + 2ys — Bs'^ 

in gleicher Weise ar. -]- b^ '^ 1 und 2&<h und <'.'. Setzt man 
iudessen: 
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;/ = 2i— 5m, S = Su — t, 
SO geht die Formel 2j/^ -|- 2j/3 — 3^^ in i^ — 7m^ über, und setzt 
man umgekehrt in dieser letzteren: 

so verwandelt sie sich in die ersfcere 2^^ 4- 2yz — 3s^. Daraus er- 
kennt man, dafs diese beiden Formeln in Wirklichkeit nur uwei ver- 
schiedene Ausdrücke einer und derselben Formel sind, und dafs es 
keine in der einen von ihnen enthaltene Zahl giebt, die nicht auch 
mit demselben Werte und demselben Zeichen in der andern ent- 
halten wäre. 

Ist die Zahl A gegeben, so kann man leicht alle Formeln 
üy^-\- 2byz — c^ finden, welche den Bedingungen b^ -\- ac = Ä, 
2l><.a und <f genügen, u d e ' t 1 la 1 f V Anzaiil dieser 
F o 1 m e 1 n notwendig beaohiankt t 1 a 1 j ositiv und 

sein mufs. Nachdem m n aber I e e ver 1 edenen For- 
meln gefunden hat, hat man uocl 1 eje ge ab sie len, welche 
nicht wesentlich von einande ve cJ e le 1 un l e Tesamtheit 

auf die klein stmo gliche Anzal 1 redue e en z k ue D ese Unter- 
suchung wird uns im § 13 bes haft gen 

Ist zweitens unter der besta d j,en A o au etz ^ lafs 
pr — ^ = — Ä 
sei, A ein vollständiges Quadrat, so t 1 e f,eg 1 n T rmel 

pf + 22»/s + rg^ 
in zwei rationale Faktoren {ay -|- ßs) (yy -^- 8s) zerlegbar. Hat man 
ferner pr — 3^ = 0, so sind diese beiden Faktoren einander gleich. 
Diese Fälle bedürfen keiner weiteren Auseinandersetzung, und man 
erkennt leicht, welches alsdann der einfachste Ausdruck der gegebenen 
Formel ist, 

Ist daher drittens jir — cf' gleich einer positiven Zahl A, 
und setzen wir wiederum voraus, dafs die Formel j)»/^ + 2gj/s-|- r^;^ 
auf ihren einfachsten Ausdruck gebracht sei, so dafs 2^ weder j) 
noch r übersteigt, so hat man pr > 4^^ und 3g^ < A oder: 

.<l/f. 

Zugleich sieht man, dafa pr stets zwischen den Oreuxen A und 
- A enthalten ist. 

Ist die Zahl A. gegeben, so kann man leicht alle Formeln 
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py^-}'2qys^rs^ finden, welche den Bedingungen jpr — q^ = Ä 
i\nd 2q<ip und <»■ genügen. Man kann ferner beweisen, dafs 
alle diese Formeln wesentlieli von einander verschieden sind 
und sich nicht auf eine geringere Anzahl redueieren lassen. 
Dies wird durch die beiden folgenden Sätze geschehen. 

56. 

Säte. Wenn die nnbestimmte Formel py'^ -\- 2qys -^ rs^ 
so beschaffen ist, dafs 2g weder p noch r übersteigt, und 
wenn zugleich pr — q^ gleich einer positiven Zahl Ä ist, so 
behaupte ich, dafs die beiden kleinsten in dieser Formel ent- 
haltenen Zahlen j) und r sind. 

Man beachte zuerst, dafa die Formel py^ + 2qys + r^^, ana- 
lytisch betrachtet, dieselbe ist wie py^ — 2qys -j- rz^, da man nach 
Belieben die Unbestimmten y und s positiv oder negativ nehmen 
kann. Nun ist, unter übrigens gleichen Umständen, 

pf + 2^«/« + '■^^ 
worin wir die drei Glieder positiv annehmen, gröfser als 

py^ — 2qyz + r^-^ 
mithin kann nur in Bezug auf diese letztere das Minimum stattfinde]i. 
Es sei also P = py^ — 2qyz -\- r^ und ^ > s. Setzen wir y — I 
an die Stelle von y und nehmen wir an, dafs P in P' übergehe, so 
erhalten wir; 

P' = P — 2py + F + ''^1^ 
oder: 

r = F -2q{y - z) - y{p ~2i) - p{y - \\ 

Wegen p > 2^ und y'> b ist aber offenbar P' kleiner als P, selbst 
wenn, wie wir immer voranssetzen, das Zeichen > auch die Gleicli- 
heit mit einschliefst. 

Man könnte einwerfen, dafa, wenn auch P' =^ P ~ Q, wo Q ei]ie 
po tve Trofae fat do h m Falle Q eilst fse als P wäre, P' 
e nen negit ve We t hal n k mte 1 grof er al P wäre. Dieser 
Eu mf f 11t von seilst venn min bea Itet iaf es keinen Wert 
von y und ^ el t 1 leben 1 e F mel i J — ^qys + rs^ negativ 

wt rde da se ne F kto en mag na s n 1 

Es folgt 1 eraus lai man velcl es a cl 1 e Werte von y und s, 

1 e das Res Itat P geben sem mögen e n 1 le ne es Resultat findet, 

wenn min de gr t te de be len Zahlg ofsen y un\ s oder, im Falle 

s e ^le 1 1 e p ne von le meueElet vem indert. Der von 

s e a Ite S n r le 1 1 1 f 11 Iten, wenn y -— 5 
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wäre. Verkleinert man aber die Unbestimmten y und in derselben 
Weise weiter, so gelangt man notwendig zu den Werten y = 1 und 
s = 1, Mithin ist die Gröfse P ^= p — 2q -^ r, welche den Werten 
y ^ 1 j s = 1 entspricht, kleiner als alle diejenigen, welche zu gröfseren 
Werten dieser Veränderlichen gehören. 

Andrerseits aber ist die Zahlgröfse p — 2q -{- r, da 2^ <p und 
< r ist, gröi'ser oder mindestens gleich der gröfsten der beiden Zahlen 
p und r. Folglich sind die beiden Zalilen p und )■ die kleinsten iji 
der gegebenen Formel enthaltenen Zahlen, und uäcbst diesen ist die 
kleinste: p — 2g -|- r. 

57. 
Satz. Wenn zwei unbestimmte Vormein py^ -\--2qi/z-j-rg^ 
und p'y^ -\- 2q'y^ -f- /s^ beide so beschaffen sind, dafs der 
Koefficient des mittleren Gliedes keinen der äufseren Koef- 
fieienten übersteigt, und wenn zugleich die Gröfsen pr — q^ 
und p'r — q"^ einer und derselben positiven Zalil A gleich 
sind, so behaupte ich, dals diese beiden Formeln wesentlich 
von einander verschieden sind und sich nicht auf eine und 
dieselbe Formel redncieren lassen. 

Denn wenn es möglich wäre, die eine von diesen Formeln in die 
andere zu transformieren, so müfste die eine von beiden mindestens eine 
Zahl in sich enthalten, welche kleiner als einer ihrer äufseren Koeffi- 
cjenten wäre. Dies veratöfst aber gegen den vorhergehenden Satz. 

58. 
Bisher haben wir die Formel Ly^ -\- Myü + -^^^ niir für den 
Fall betrachtet, wo der mittlere Koefficient M eine gerade ZaW ist. 
Setzen wir jetzt voraus, dafs dieser Koefficient eine un- 
gerade Zahl sei, so findet man durch ähnliche Betrachtungen die 
folgenden Resultate, die wir uns begnügen anzuführen: 

1) Jede unbestimmte Formel Ly^ -\- Mys -{- Ns^, in wel- 
cher JK'> 2L ist, läfst sich auf eine ähnliche Formel zurück- 
führen, in welcher der mittlere Koefficient kleiner als 27j 
ist, und in welcher die zu ^LN — M'^ analoge Gröfse den- 
selben Wert und dasselbe Zeichen besitzt wie diese. Dazu 
mufs man y = y'^ms setzen und für m die ganze Zahl 
nehmen, welche -^ am nächsten liegte 

2) Mithin kann man mittelst einer oder mehrerer der- 
artiger Transformationen die gegebene Formel in eine ähn- 
liche umwandeln, in welcher der Koefficient des mittleren 
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Gliedes keinea der äufseren übersteigt, und in welclier die 
Gröfae ALN — ISP denselben Wert und dasselbe Zeichen, 
wie in der gegebenen, besitzt, 

3) Wenn 4=LN — M^ gleich einer negativen Zahl — B 
ist, so ist die transformierte Formel, welche den vorher- 
gehenden Bedingungen genügt, von der Form ay^ -{-bys — C0^, 

wobei B = b'^ + Aac, h <a und < c und folglich h < y -r '^^^^ 
Ist die Zahl B gegeben, so kann man leicht alle Formeln 
a'if -\-'byz ^cs'^ finden, welche den Bedingungen b^-|"4«c = B, 
fe<ö und <c Genüge leisten. Jedoch können mehrere von 
diesen Formeln identisch oder in einander transformierbar sein. 
Dies soll im § 13 näher untersucht werden. 

4) Wenn 4LJV — Jlf^ gleich einer positiven Zahl B ist, 
so ist die transformierte Formel ay^ -\-hys -\- cs^, welche 
den vorerwähnten Bedingungen 4«c — h^ '^ B, h <.a und <ö 

und somit 6 < 1/-^ genügt, von der Beschaffenheit, dafs « 
und c die beiden kleinsten darin enthaltenen Zahlen sind. 
Mithin sind alle Formeln dieser Art, welche einer nnd 
derselben gegebenen Zahl^ zugehören, wesentlich von ein- 
ander verschieden, und sie lassen sich nicht auf eine ge- 
ringere Anzahl reducioren. 

§ 9- 

Entwicklung der Wurzel einer Gleichung zweiten Grades in einen 

Kettenbrach. 

59. 
Ist die Gleichung 

f^' + px + A = 
gegeben, in welcher die Koefficienten ganze Zahlen und die 
Wurzeln reell sind, so soll die eine dieser Wurzeln, die wir der 
Einfachheit halber als positiv betrachten (wäre sie negativ, so könnte 
man — «an Stelle von x setzen und dem Resultat das Zeichen — 
vorsetzen), in einen Kettenbnieh entwickelt werden. 

Nachdem man anfangs nach der allgemeinen Methode gerechnet 
hat, nehme man an, dafs man bis zu den aufeinanderfolgenden 
Näherungsbrüehen ^^ -— gelangt sei. Ist s der diesem letzteren ent- 
sprechende vollständige Quotient, so erhält man: 
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und folglich: 

Setzt man für x sein 

ein, so ergiebt sich: 



Ei'sf.ei' Haii|ittoil, 



ps + P" 
a^ + 9° ' 



%f 



gg + 2/-p — gVifä — ifh ' 
und dieser Ausdruck geht dadurch, dafs man den Neuner rational 
macht, Oher in: 



--P''ilV9'^ - if!'— fPP" — -3 9{P3° +P"'l) — H<f 



ty 4- 9$1 + M' 
Stellt man diesen Wert zur Abkürzung durch die Formel 

dar, so worden die Gröfsen J., J, 7J folgendermafsen sich ausdrücken: 
^ = |(/-4/7*) 
(jjg" — /g) J = — /J3/ — yJ/Cpg" + /s) — '«55" 

woraus man erkennt, dafs wegen pq" — P°3 = i 1 ^liß Zahl D 

stets eine ganze Zahl ist. Was die Zahl J betrifft, so wird sie 

eine ganze Zahl sein, wenn g gerade ist; sie wird dagegen stets den 
Bruch — enthalten, wenn g ungerade ist. 

60. 
Wie weit man auch die Entwicklung von 3; in einen Ketten- 
bruch fortgesetzt haben möge, der vollständige Quotient drückt sich, 
wie man siebt, leicht mittelst der beiden letzten Näherungsbrüche 
^, — aus. Dies könnte dazu dienen, die Entwicklung noch weiter 
fortzusetzen. Indessen kann man unabhängig von den Nähe- 
rungsbrüchen das Fortscbreitungsgesetz der vollständigen 
Quotienten erhalten. Es seien nämlich 

VÄ + j^ yj + j y^4-_j/' 
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drei von diesen aufeinanderfolgenden Quotienten und 

3" a ' i 

die ihnen entsprechenden Näherungsbrüche. Setzt mau zur Abkürzung: 

so erhält man, wie eben gefunden wurde: 

i.J = — fpf - \g{n^ + fq) — hgq" 
iD= ff ^gpq-^hq\ 

Geht man von hier aus zu den folgenden Werten über, und beaclitet 

man dabei, dafs aldann i sein Zeichen ändert, da 
p'q —pq'= — (pq^ — pß(i) 

ist, so werden diese Formeln: 

— i-J' =-- ~ ffP — YdiPQ -hPl") -' Ho. 

— Uy= fp'^ -\- gp q -\- liq^ . 

Nennt man nun wie gewöhnlieh (t den Quotientou, welcher dem 
Bruche — entspricht, so hat man: 

P' = l^P +i^"i 2' = fig + g"' 
und diese Werte geben in die erste Gleichung eingesetzt: 

iJ' = fi{ff + gpq 4- hq^) + /})/ + ',-g{j>cf + p^q) + hqri" 

oder: 

iJ' = ftiD — iJ, 
so dafs man ohne jede Mehrdeutigkeit erhält: 

J' = (iD — J. 
Führt man dieselben Substitutionen in der Gleichung für D' aus, so 
erhält man in gleicher Weise: 

-- i^' = ^^(.fp' + 9M + H^) + K^fpp" + 9P''l + Spq" + 2hqq'') 

+ fp"^ + gp^q" + ^ff"', 

und da die rechte Seite sich auf ji^iD — 2iiiJ — iD" reduciort, so 
ergiebt sich ebenfalls ohne Mehrdeutigkeit: 

D' ^ D'' + 2^J— fi^D, 
oder: 

D - If + f,(,T ~ J-). 

Hieraus folgt, dafs, wenn zwei aufeinanderfolgende vollständige Quo- 
tienten 
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VÄ + J 
D 



gegeben sind, der iiäelistt'olgendo — -, -' - sich sehv einfach durch 
die Werte 

D- = I>" + tt(J"— J') ■ 
bestimmt. Es ist dies dasselbe Gesetz, welches wir bei der Eat- 
wicklung der Quadratwurzeln (No. 29) gefunden hatten. 

61. 
Eliminiert man ^ aus den beiden vorhergehenden Formeln, so 
erhält man: 

Nun enthält aber die linke Seite dieser Gleichung dieselben Gröfsen 
wie die rechte, mit dem einzigen Unterschiede, dafs erstere von einer 
um eine Einheit höheren Ordnung sind. Mithin mufs jede Seite eine 
konstante GrÖfse sein. Um diese Gröise als Punktion der Koefficienten 
der gegebenen Gleichung zu bestimmen, sei mit Je die grÖfste in x 
enthaltene ganze Zahl bezeichnet. Dann beginnt die Entwicklung 
des Wertes von ic in folgender Weise: 

V^ - ^9 VÄ. - ~g - fk 
x = j = /;+ -^- — 



- fli' — gli-h 



YA^-^g- fk 

Demnach kann man mit E-üeksieht auf die beiden ersten vollstän- 
digen Quotienten 

D" =. /■, D = — ß' - iih - h 

J = Isj + ß 
set/.en. Dies giebt: 

jy'D + Ja == -~fj- - fh = Ä. 

Welches also auch die Ordnung dos voUstiindigen Quotienten -- ^ - 
sein möge, es ist allgemein: 

7)"7J -j-J'-^Ä. 
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Es kann vorkommen, dafs die ersten Werte von D abwoehselnd 
positiv und negativ sind. Denn obwohl x immer zwischen zwei auf- 
einanderfolgenden Näheruoffsbrüchon ~, -- lie^t, so ist doch leicht 
zu sehen, dals, wenn die beiden Wurzeln der Gleichung 

fx^ -\- gx -^ h = 
weniger von einander verschieden sind, als diese heiden Näherungs- 
hi-üche Ton einander, die beiden Resultate 

fp'^ + gftf + 7ig"^ 
ff +9PS +M\ 
welche man erhältj indem man in der linken Seite der Gleichung ^ 
und — an die Stelle von x setzt, notwendigerweise von demselben 
Zeichen und somit C und D von verschiedenen iieichen sind. Da 
jedoch die Annäherung mit Hülfe der Kettenhriiehe sehr schnell zu- 
nimmt, so kann diese Abwechslung der Zeichen nur bei einer kleinen 
Anzahl der ersten Glieder stattfinden, und es werden bald die Grofsen 
D beständig dasselbe Vorzeichen besitzen. 

Rechnet man von diesem Punkte aus, wo die Reihe der voll- 
ständigen Quotienten eine regelmäfaigere Form annimmt, so erhält 
man, da die Gröfse DB'^ immer positiv ist, zu gleicher Zeit: 

J<yÄ und Ü<2l/X 
Da somit die Werte von J und D in dieser Weise beschränkt und 
da femer 2J und D stets ganze Zahlen aind, so kann der voll- 
ständige Quotient - — 3^— nur eine bestimmte Anzahl von 
verschiedenen Werten haben. Mithin mufs man nach einer mehr 
oder minder grofsen Anzahl von Gliedern, die jedoch ^A X 2y~Ä. 
nicht übersteigen kann, notwendig auf einen bereits gefundenen voll- 
ständigen' Quotienten stofsen, so dafs hiernach der Best des Ketten- 
biiiches nur noch aus derselben Reihe oder Periode von bereits ge- 
fundenen Quotienten, die sich bis ins Unendliche wiederholt, besteht. 

62. 
Es giebt somit unendlich viele Nilherungsbrüelic , —^, 
--,■■■, welche in den aufeinanderfolgenden Perioden einem und 
dem selben vollständigen Quotienten 
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Tinil es ist von um so gi^ölserer Wichtigkeit, den allgemomen Aus- 
druck dieser Brüche zu suchen, da sie dazu dienen, unendlich 
viele Auflösungen der Gleichungen von der Form 

fy^ + Sy^ + Äs^ = + D 
zu liefern. 

Ea sei also jt, ji.', ^", ... a die Periode der Quotienten, welche 



Mittelst dieser Quotienten setze man die Berechnung der Näherungs- 
brUche von x in folgender Weise fort: 

Quotienten: /i , fi', ■ ■ . tu , ft , ft', ■ ■ ■ « > .«;/'■'■■■ 

Nähernngsbrtclie: t-„ i, t, . . . Sl"^, !^, .... iil, &, .... 



und zwar berechnet bis zum Gliede w einscliliefalich. Da mau nun, 
welches auch der Wert von ft sei, 

i IV' + ä" 

hat, so ist ebenso, wenn man -3- an Stelle von ft setzt: 

Dies giobt: 

«I — 9« + a"!?- 
Sutzte man ir an die Stelle ft, so wiirtlü mau ebenso erhalten: 

Diese Gleichung wurde dieselben Werte von J und D geben, die 
wir oben gefunden haben. Man erhält ferner daraus unmittelbar: 



«•- i(Y«-^ + -S- 
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Setzt ma.u diese Werte in die Werte von p^ und q^ ein, so folgt: 
p^^p(o,--Lj--t. A y) ~ 1- hq 

In analoger Weise crhiilt man demnaeli, wegen der Gleichheit der 
Perioden : 

P, = F, (k - -|) J" - ^ ■ {-9} - ■;J 'l"A 
3, = g, (« - -^ J" + -§- ■ y (?) + jyfp,. 

Setzt miiii zur Abkürzung: 

so ergiebt sieh uus diesen Gleichujigen : 

p^ = 29P1 - sp 
q.,^2(pq^ —6q. 
Hieraus folgt, dafs die Zähler ^9, jj^, p^, ... eine rekurrente 
Reihe bilden, deren Beziehungsakala 2ip, — s ist. Dasselbe 
ist der Fall bei der Reihe der Nenner q, 2^, q^, ... Dieses 
Resultat gilt nicht nur für die drei ersten Glieder — , — , -^, son- 
dern auch für drei beliebige andere, wofern dieselben unmittelbar 
aufeinanderfolgen. 

Nun ergiebt sich aus der bekannten Theorie dieser Reihen, dafs, 
wenn man 

(q> + i>yA)" = * + ¥ )/l" 
setzt, wo n eine beliebige ganze Zahl ist, das verlangte allgemeine 
Glied — ^ duruh die Formeln gegeben wird: 

2„ = ß"ct) + r¥, 
worin nur noch die Koefficienten a, V, a , h" zu bestimmen sind. 
Setzt man hierzu n = und folglich (t> = 1 , H" =-^ 0, so kann man 
p„ ^p, 2™ = 2 setzen, und erhält dadurch: 

ß'=jp, a =q. 
Ist sodann n = 1, so mufs sein: 

A =i'9 + ^'^ 



yGoosle 



88 Üistc)' llaupttei . 

Hieraus uucl aiiw ilen bekannten Werten von p^ untl i/^ folgt: 

ö' = — -^-9i^ — H 

Mithin wird scliliefslieh das allgemeine Glied " diireli die For- 
mein bestimmt: 

Sn = S* + (y^S + />)'!'■ 
Wir werden jetzt zeigen, dafs, obwohl die Werte von <p und i) 
und folglieb aucb die von <t> und ¥ dem Anscliein nach unter Brueh- 
form sich darstellen, nichtsdestoweniger diese ZablgrÖfsen höchstens 
nur den Bruch -^ enthalten können, was jedoch nicht hindert, dals 
die Werte von p„ und q„ stets ganze Zahlen sind. 

63. 
Wir betrachten den Kettenbrueh, welcher aus dem vollständigen 
Quotienten 

* II 

liervorgebt, und der sich, wie bereits erwüliut, aus der unendlich 
oftmal wiederholten Periode fr, ft', fi", . . . m zusammensetzt. Be- 
rechnet man die Näherungsbrüche von s nach der gewöhidichen Vor- 
schrift; 
Quotienten: fi, ^', fi" . . . ra , fi-, n', fi", ...&,.. . 

Näherungabrüche: -^j , y, ■ ■ ■ ■ so-, -j, , 

so erhält man nach der ersten Periode: 



/is' + ((i"-«)2~«». 
Setat man für s seinen Wert ^^^-- »™ »"'' "*'■' soikim Jio gleidi- 
artigeu Glieder einimder gleich, so ergeben sich die beiden üleiehmigen: 
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Hieraus: fulgt: 

Nun geben die Werte von (p und ij>: 

cp' — Aip'' = ci' — —^ J" + |t /' ■- %■ A , 

und hierin reduciert aicli zunächst wegen Ä ~ J^ = DD" die rechte 
Seite auf: 

a —^^J^-j--D. 

Het«t iua,n sodann die gefundenen Werte von jy und — j-^- ein, ao 
geht sie über in: 

oder in: 

so dafs man erhält: 

ip^ — Ai>'' = + 1- 

Nach diesem Resultate scheint es, als ob die GrÖfseii cp und </? 
dieselben blieben, mag man die Periode (i, (*', (i", . . . ra mit dem 
Quotienten ft oder mit jedem andern Gliede ft', fi", . . . beginnen, 
wofern dieselbe nur aus denselben, Quotienten besteht nnti letztere 
in derselben Reihenfolge wie in der Periode geordnet sind. Hierüber 
kann man sich übrigens leicht Gewifsheit verschaffen, indem man 

tT und D' an Stelle von J und D nimmt und einen Wert von -5- 

p 
berechnet, welclier den Quotienten ft', [i" ... m, li, entspricht. Man 
wird in der That genau dieselben Werte für die Zahlen ip und ip 
erhalten. 

Da femer 9 ^ k — -|y J = —-^— ist, so ist klar, dals <p eine 
ganze Zahl ist oder höchstens den Bruch — enthält. Von der andern 
Zahl -Ip = -Oj- aber behaupte ich, dal's sie stets eine ganze Zahl ist, 

64. 
Wäre nämlich -?- keine ganze Zahl, so sei -■ der einfachste 
Ausdruck für sie, so dal's man erhielte: 

|3 = i^j-, D = &ö'. 
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man könnte also auch setzen: 

Ferner ist: 

li^uL^ « - |5" . 

D ö 2 ' 

folglich uiufs - — ■— eine ganae Zahl sein, und demnEicli kann i 
setzen: 

Werden diese Wei-te in die Gleichung DD'* -\- J'^ ^ A ehigesetel, 
ao erhält man: 

(4*;i + M^) Ö^^iA^g' — Afh. 

Wenn also die Zahl g'^ — ifk keinen quadratischen Teiler hat, so 
ist notwendig ö = 1, und alsdann ist bewiesen, dafs -^ eine ganze 
Zahl ist. Besitzt dagegen g^ — ifk einen quadratischen Faktor d^, so 
kann die vorhergehende Gleichung stattfinden, und wir müssen demnach 
die weiteren Folgerungen untersuchen, die man aus ihr ziehen kann. 
Nun hat man: 

J-^^'-D'» — J", oder Jo = p«D''- J=p"Ad'- -{-- . 
Folglich ist J** durch d teilbar. Man hat ferner; 

2) = D0ö + fi''(J" — J), 
und hieraus ergiebt sich: 

D« = D -ft"(J"«- J). 
Da die rechte Seite ebenfalls durch d teilbar ist, ao mufs es auch 
die linke D"" und ebenso J''*, dessen Wert (i""!)'"' — </*' ist, sein. 
Man sieht hieraus, dafs nicht nur die drei Glieder des vollständigen 

Quotienten - — J-— durch d teilbar sind, sondern dafs dasselbe der 
Fall bei den drei Gliedern eines jeden der vorhergehenden vollstän- 
digen Quotienten - — j.^ — , — "n^ir~~ ^- ^* w- Geht man also bis auf 
den ursprünglichen Wert von x zurück, so sieht man, dafs d nur ein 
Faktor sein kann, der ohne irgend welchen Zweck in den drei Glie- 

-^g + yÄ 
dern der GrÖfse 7— — enthalten ist, und da man vorausfietKen 
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kaun, (lal's ein solcher Faktor nielit existiert, odoc dafs deraclbu durch 
Division fortgeschafft sei, so murs notwendigerweise <S = 1 sein, 
Mithin ist -^ oder tp stets eine ganze Zahl. 

65. 

Ist g eine gerade Zahl, so ist A ebenso wie J eine ganze Zahl; 
alsdann mufs aber auch <p eine ganze Zahl sein, da tp^ — A-^^ = i 1 
ist. Ist g dagegen nngerade, so sind A und J Brüche, welche resp. 
4 und 2 zu Nennern haben. Jedoch kann es auch in diesem Falle 
geschehen, dafa ^ eine gerade Zahl wird; alsdann ist <p ebenfalls eine 
ganze Zahl zufolge der Gleiclmng 9^ — Af^ = + 1. 

Sind endlich g und ip gleichzeitig ungerade, so enthält q> den 

Bruch "s- und setzt man: 



tp= , 



YÄ^ya, 



ich behaupte nun, dafs eine beliebige ganze Potenz von 

höchstens den Bruch -^ enthalten kann. Wegen ro'^ — ßi^'^ =--^ + 4 
hat man nämlich: 

Hieraus erkennt man, dafe die zweite Potenz nur allein den, Bruch -^, 
die dritte Potenz aber gar keinen Bruch enthält, da ra ungerade ist, 

und somit — '^ ■ und — ^ — ganze Zahlen werden müssen. Nun 

ist der Exponent n, welchen Wert er auch haben möge, stets von 
einer der Formen: 3Ä, 3/; + 1, ^h -f- 2; mithin kann, da die S/i;'^ 
Potenz keinen Bruch enthält, die m*^ Potenz höchstens den Bruch — 
enthalten. Ferner kann diese Potenz durch 

* + yy"! oder * + yYT/ö 
dargestellt werden; folglich werden 2tt) und M' stets ganze Zahlen 
sein. Zwischen diesen ganzen Zahlen besteht die Relation: 
4*' — 4^V*' = +4. 
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Wir kehren zurück aur Betrachtung der Brüche --, — , — , ■•■, 
welche in den aufeinanderfolgenden Perioden einem und demselben 

voJlständigen Quotienten ^ — entsprechen. Bezeichnen wir mit 

■^ den allgemeinen Ausdruck dieser Bruche (derselbe war oben 
mit — bezeichnet), so mufs sein: 

fF' + gPQ + hQ'~±I), 
wobei das Zeichen -\- gilt, wenn der Bruch „ unter den Niiherungs- 
brflchen von ungerader Ordnung ist, das Zeichen — dagegen, wenn 
er von gerader Ordnung ist. 

Substituiert man nun in die linke Seite die für P und Q ge- 
fundenen Werte, nämUcb: 

SO findet man: 

fJ" + !ll'Q + l'Q' - (jy + SM + '•«') (1>" - -il"). 

Mithin mufs sich, da schon 

fp'' + SP<I -{- ^if = ± ^> 
viüi; <i>^ — AW^ auf + 1 reducieren, und dies steht im EiukUiiig mit 
dem bereits Bewiesenen (No. 63). 

Dieser nachträgliche Beweis der Richtigkeit unserer Formel 
gieht uns ferner zu einer sehr wichtigen Bemerkung Anlafs, 
nämlich dafs man in den Werten von P und Q das Zeichen von 
Y ändern kann, und dafs die dadurch entstehenden neuen Werte 
von P und Q ebenfalls der Gleichung 

f]"+gFQ + hQ'- + l} 
geniigen. Untersucht man nun diese zweiten Worte 

nüher und vorgleicht sie mit den ersten, in denen 'K das entgegengesetzte 
Zeichen hat, so findet man, dafs dieselben nicht in diesen letzteren 
enthalten sind, oder wenigstens dafs sie nur dann darin enthalten 
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sind, wenn man den Exponenten n negativ annimmt (wir werden 
dies später naher entwickeln). Es müssen daher diese neuen Werte 
von P und Q notwendigerweise aus der Entwicklung der 
zweiten W n r ?; e 1 derselben Gleichung fo^ -\- ffx -{- h = ent- 
springen. 

67. 
Mithin braaciit man nur, um die gegebene Gleichung 
ff + ffy^ + '^^' = + -ö, 



falls I) nicht gröfser ist als |/t"5^ — f^> aufzulösen, eine einzige 
Wurzel der Gleichung 

in einen Kettenbrueh zu entwickeln. Die Lösung, welche man 
mit Hülfe der dem vollständigen Quotienten ^—-^— entsprechenden 
Näherungebrüche erhält, wird dann gleichfalls durch blofse Zeiehen- 
änderung diejenige Lösung in sich schliefsen, welche aus der Ent- 
wicklung der anderen Wurzel entstehen würde. Diese beiden Lösungen 
sind in die allgemeinen Formeln zusammengefafst: 

Tritt der Fall ein, dafs die gegebene Zilil D Mch nieht untn den 
Nennern der vollst ludigen Quotienten m dci Entwicklung dei einen 
Wurzel iindet, so ist es ubeiflü&sig, dieselbe Z-vhl m der Entwicklung 
der andern Wurzel zu suchen, und man kann dann sichei sein, dafs 
die in Rede stehende (Tleichung muht m ganzen Zahlen auflösbar ist 
Um jede Schwierigkeit hinsichtlich der Vorzeichen bei der An 
Wendung der vorhergehenden Formeln zu vermeiden, wollen wir 

pf -p^q^^i 
setzen, wo i je nach den verschiedenen Fällen + 1 oder — 1 sein 
kann. Dann ist zunächst: 

fP^ + 9P1 + H^ = *^- 

Sodann mufs man auf die Anzahl der Glieder der Periode 

(i, ff.', ... o achten. Ist diese Anzahl gerade, so werden die 

verschie denen Näherun gsbrii che -, ■ - , - , ■ ■ . gleichartige Stellen 
" '/ a, 9« " ^ 
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einnehmen, d.h. sie werden entweder sämtlich von gerader Ordnung 
oder sämtlich von ungerader Ordnung sein. Folglich wird die 
Gleichung 

aufgelöst tilurch die Formeln: 

y=^<t) + (-^-5,^ + ^5)^ 

wohei 

ist. 

In diesem Falle läfst sich die Gleichung 

fy^ + oy^ + ^^^^ — i^ 

nicht in ganzen Zahlen auflösen, jedenfalls nicht mittelst des 
Näherungsbruches — 

Ist dagegen die Anzahl der Glieder der Periode un- 
gerade, so kann man mittelst eben derselben Formeln gleich- 
zeitig die Gleichung 

fif -\- oy^ + ''2' = + *-ö 

und die Gleichung 

auflösen, und zwar erstere, indem man n = 2h, letztere, indem 
man n = 2k -}- 1 setzt. 

68. 
Da der Fall D = \ sehr häufige Anweadung finden wird, so 
wird es angemessen sein, ihn besonders zu untersuchen. Mau 
hat alsdann (No. 62): 

Nun ist aber -„ Q -\- f • ~ ein sehr nahe bei ]/!k oder -^Vd^ — 4/7f 
liegender Wert. Bezeichnet man daher, im Falle g ungerade ist, mit 
m die gröfste in j/j/^ — Afh enthaltene ungerade Zahl, und im Falle 
g gerade ist, mit ni die gröfste in eben dieser Quadratwurzel ent- 
haltene gerade Zahl, so erhält man (da — kleiner als 1 ist) in 
beiden Fällen: 
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^Überin-I/Z+-|-, 
und daher ist die gröfate darin enthaltene ganze Zahl (i = m. Dies 
ist der Wert des Quotienten, welcher in den aufeinanderfolgenden 
Perioden dem Werte Z* = 1 entspricht. 

lat stets [i, [i, ji", . . . oj die Periode der Quotienten und -^ der 
daraus entstehende Bruch, so haben wir oben gefunden; 

7J K p. 

Wenn also D = 1 und /= ■— ist, so ei-hält man: 

^ = R — m/3 = « — jiß. 
Man erkennt hieraus, dafs die Quotienten (i, fi", . . . la eine sym- 
metrische Reihe bilden (No, 32), und demnach ist die sich unendlich 
oft wiederholende Periode von der Form «t, ji, fi", . . . fi", (t'. Endlich 
ergiebt sieh in dem nämlichen Falle tp ^ a — g-m^, -^ == ß. 

69. 
Die allgemeinen Formeln lassen sich, falls g eine gerade 
Zahl ist, mag die_ Zahl D sein, welche sie wolle, vereinfachen 
and von den Brüchen befreien. Soll dann die (Jleichung: 

welche 

f^ a, g = 2b, h=' c, J. = &^ — ■ ac 

gieht, aufgelöst werden, so bezeichne man, wie immer, mit fi, (i, 
fi", ... Gl die Periode, welche unendlich oft wiederholt die Entwiclt- 

lung des vollständigen Quotienten —■■-■ ■ bildet, und berechne mit 

Hülfe dieser Periode den Bruch -5-, wie folgt; 

Quotienten: (i , [l, fi",- • ■ a 

Näherungsbriiche : ^j ." a« ' ß ' 

Alsdann erhält man: 

* = *. 

lind diese Werte werden stets ganze Zahlen sein. Setzt mon sodann: 
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y = pdii + (pp -j- cg) Y 

so ergiebt sich; 

ay' + 2?Jj/2 -f" f^^^ = ih -öj 
und was das doppelte Vorzeichen anlangt, so wird dasselbo bestimmt 
durch die Formel: 

ay^ -\- 2'hyz + cs^ = {tp^ ~ J.i^^)" (pq" — p''q)D, 
worin bekanntlich ip^ - — A-i}!'^ ebenso wie pq" — p'^q nnr entweder 
gleich, -f- 1 oder gleich — 1 sein kann. 

Die Zahlen 9» und ^, die man in der eben angegebenen Weise 
durch Berechnung einer Periode gefunden hat, sind stets die ein- 
fachsten von allen denen, welche der Gleichung tp^ — Aip^ =^ i l 
genügen. Denn wären sie es nicht, so müfste man annehmen, ent- 
weder dafs die betreffende Periode aus mehreren kürzeren Perioden 
zusammengesetzt ist, oder dafs es Lösungen der gegebenen Gleichung 
giebt, die nicht unter den Näher nngsbrüchen enthalten sind. Der 
erste Fall kann wegen unserer Voraussetzung nicht stattfinden, und 
der zweite ist unmöglich, wie im § 12 bewiesen werden wird. Mit- 
hin hängen die Zahlen •!> und V nur von der einen Zahl A ab. 

Es ist überflüssig hinzuzufügen, dafs, wenn die Zahl D sich 
mehrere Mal umerhalb einer Periode vorfindet, daraus eine gleiche 
Anzahl verschiedener Lösungen der gegebenen Gleichung abgeleitet 
werden kann. 

§ 10. 

Vergleiehuiig der aus der Entwicklung der heidtm Wurzeln einer und 

derselben Gleichung zweiten Grades hervorgehenden Kettenbriiehe. 

70. 
Wir haben bereits bemerkt (No. 66), dafs die beidiiii Wurzeln 
einer und derselben Gleichung zweiten Grades 

in einen Keitenhruch verwandelt, in gleicher Weise zur Aiiflösnng 
der Gleichung 

fy^ + 9y^ + kä^ ^ + D 
beitragen, so dafs sich in den beiden Reihen vollständiger Quotienten, 
welche aus der Entwicklung dieser Wurzein entspringen, notwendiger- 
weise dieselben Werte von J) vorfinden müssen. Wir woileji jetzt 
diese Eigenschaft in ihr volles Licht setzen und allgi 
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dais, wenn die Reihe der vollständigen Quotienten, nachdem sie 
regulär geworden, in der Entwicklung der einen Wurzel folgender- 
mafBen fortselireitet: 

if- — f + 

die Bntwickluüg der zweiten Wurzel, wenigstens nach einigen am 
Anfang abweiclienden Gliedern, diese andere Reilie in umgekehrter 
Reihenfolge hefern wird; 

''^" + '■ - „ J- 
n '^ ~^ 

D- —(• + 
u. s. w., 
welche notwendig auf das erste Glied -^ - - zurückkomint und bis 
ins Unendliche immer von neuem wieder ebenso beginnt. 

Wir betrachten wiederum die Kettenbrnchentwicklnng der Wurzel 

X- f , 

und bezeichnen mit —jr , ~ , —r drei aufeinanderfolgende Näherungs- 
biüehe, welche aus der eraten Periode der Quotienten*), naclittem 
jede Unregelmäfsiglieit aufgehört, und man sieh überzeugt hat, dafs 
diese nämliche Periode sich bia ins Unendliche immer wiederholen 
mufa, entnommen aind. Wie gewöhnlich, atellen wir die drei ent- 
sprechenden vollständigen Quotienten durch ~ — ™ — , — — jj , 

- — ^ — und die gröfsten in ihnen enthaltenen ganzen Zahlen durch 
fi", (i, (t' dar. Was die Periode der Quotienten angeht, so ist die- 

*) Diese Periode könnte weniger als drei Glieder enthalten; alsdaiiB aber 
würde man, um für diesen besonderen Fall keine Ausnahme zu. machen, mehrece 
Perioden aitsaiamenfasaen. Anm. d, Ycrf. 
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s>elbe jU ji' fi", . ■ ■ it", weiin man sie mit dem Gliede (i beginnen 
liifst, sie würde in gleicher Weise fi', ji", , . . . fi", fi sein, wenn man 
t>ie mit dem Gfliede ji beginnen liefse, und so je nach Belieben; 
allgemein kann man die betreffende Periode anfangen lassen, bei 
welchem Irhede man wiU, sie mufs jedoch aus denselben Gliedern in 
derselben Reihenfolge bestehen. 

Sucht man Dun die verschiedenen Näherungsbrüeho --- , ^'- , — , ■ ■ ■, 
welche in den aufeinanderfolgenden Perioden dieselbe Stelle ein- 
nehmen, oder welche demselben vollständigen Quotienten — — ^ — ■ 
entsprechen, so wird, wie wir in No. 62 gesehen haben, der all- 
i Ausdruck dieser Brüche — ^ durch die Formeln gegeben: 






wobei 

* + "vyj = (^ + ipYJy 

und 

ist. 

Man hat also nur n der Reihe nach die Werte 0, 1, 2, 3, . . . 
zu geben und die sich dadurch ergebenden Werte von <t' und ¥ ein- 
zusetzen, um nach und nach alle in Bede stehenden Näh er ungsbrü oho 
"-, — ^, — ^ ■ • • zu erhalten. Es bleibt nur noch zu untersuchen, 
was geschieht, wenn man n negative Werte — 1, — 2, — - 3, . . . 
giebt. 

71 
Nun hat man: 

{<p + i^YÄ'r« = (9)^— yl^«)-" {g> - ^'VäY = (+ 1)" (0 - Y]/2). 
Mithin kommt die Annahme eines negativen n einfach 
darauf zurück, dafs V sein Zeichen ändert, und dafa die 
Werte von O und V mit einem und demselben Faktor (+ 1)" multi- 
pliciert werden, wobei diese ambige G-röfse + ■'- ^^n q>^ — Af'^, 
wclehes in der That -j- 1 oder — 1 sein kann, herrührt. Da jedoch 

der Bruch " von nicht verschieden ist, so kaun man von dem 

t'aktor (4- 1)" absehen. Deninach werden negative Werte von n neuen 
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Werten von — ^ entsprechen, welche durch die Formeln 

p. = J* + {{-cjp + hq) V Q^-^ 

gegeben werden. Man könnte zunächst glauben, dafs sich diese For- 
meln von den ersten nur durch die Form unterscheiden, und daCs 

sie ia Wirklichkeit zu denselben Werten von — - führen. Da^u müfsten 
«wei solche Brüche wie 

g* + (iffä + fP)'v' 9*- - (i39 + fpyv 

einander gleich sein können. Dies kann jedoch niemals stattfinden; 
denn bringt man sie auf denselben Nenner, so findet man die Differenz 
der Zähler gleich {fp^ + gpq + ^3^ (*'^ + '^^'), eine UrÖfae, die 
niemals sein katin. 

Mithin ist sieher, daTs die Formeln (&) Werte von —^ geben, 

welche verschieden sind von denen, welche die Formeln {a) liefern. 
Setzt mau aber, sei es in den Formeln (fc), sei es in den Formeln (a), 
p^ =y, ^„ = 0, so genügen die allgemeinen Werte von y und s der 
Gleichung : 

ff- + gy^ + /ts** = + D. 

Andrerseits kann man, da D kleiner als yA vorausgesetzt ist, be- 
weisen, dafs jeder Bruch ~, welcher dieser Gleichung genügt, unter 
den Näherungsbrüchen einer Wurzel der Gleichung 

fx^ -^ gx -\-}i, ^=0 
enthalten ist. Wenn demnach die Formeln (?i) Brüche — ^ geben, 

welche nicht unter den Näherungsbrüchen der Wurzel x = ■ j^— 

enthalten sind, so müssen eben diese Brüche — un.ter den Näherunga- 



brüehen der andern Wurzel a:'= — --, -— enthalten sein. 



-JA- 
f 
Man darf nicht vergessen, dafs unter den Näherungsbrüchen, 



Annahme naeh der einfachste oder derjenige sein soll, welcher in 
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der ersten Periode entlialten ist. Setzt man in den Formeln («) 
M = — 1, oder in den Formeln (h) M = 1, so tann der dadurch 
entstehende Bmch zu dem irregulären Teile der Entwicklung der 
einen oder andern Wurzel gehören octer sogar in keiner Entwicklung 
vorkommen, und zwar aus Gründen, die wir anderwärts auseinander- 
setzen werden. Setzt man aher in den Formeln (&) w> 1, so wird 
der dadurch entstehende Bruch sicher einer der Näherungsbr flehe der 

Wurzel X = j — -~ sein. 

72. 
Ist also unter der Voraussetzung, dal's n > 1 sei, 

(<p + i>V^)" = * + V[/Z, 
und: 

<? = 9* -(1^5 +/■)')% 
so ist -^- einer der Nahevongshrüche der Wurzel: 

- yi -Js 

'f 
Öetzt man aher in analoger Weise: 

P»__j,-*~(Aj,p'+l5,')v 
(J»__5-<|> + (l-f„- + /-p')-)' 

SO sind -jp , AT- offenbar ebenfalls Näherungsbrüche derselben Wurzel. 
Ea handelt sich jetzt darum, zu zeigen, daTa die drei 
Näherungsbröche ■^, -^, -^ unmittelbar in der Reihenfolge, 
wie sie hingeschrieben sind, aufeinanderfolgen. 
Zunächst geben die vorhergehenden Werte: 

PS" - r'Q - (pq-pq) (<(>' - ÄV) - + 1 

und : 

Bedingungen, die alle beide zu dem Zwecke, den wir im Auge haben, 
notwendig sind, ludessen sind dieselben noch nicht hinreichend. 
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Man kanu, um eine bestimmte Vorstellmig ku haben, anuühmenj 
dafs der Wert von n ein aiemlicli grofser ist, ao dafs der Näherungs- 
brucli 7j- einer ziemlich weit vom Anfang der Reihe entfernten Periode 
entspricht. Da alle Perioden gleich sind, so thut es wenig zur Sache, 
welche Periode wir hetrachten; und die Form, die wir für eine ent- 
fernte Periode finden, kommt in gleicherweise allen andern Perioden 
zu, Ist aber n eine ziemlich grofse Zahl, so sind die Zahlen O 
und M' sehr beträchtlich, und da stets <t>^ — Ä'V^ = (+ 1)" = + 1 
ist, so folgt daraus, dafs alsdann saht nahe ttJ^V]/^ ist. Sub- 
stituiert maa diesen Wert m den Wert von P, so erhält maa: 

P = V {pVä + yMi + '»9) - T (1/3 + Y ■/) (j) - js). 

WO X die erste Wurzel „ — — , von welcher - - ein Nähermigswert 

ist, bezeichnet. 

Ähnliche Werte findet man für P" und P', und setzt man zur 
Abkürzung den konstanten Faktor Y("|/Z --|- yi/) = 11, ao erhält man: 

P** = ^ ^ip' — s's!) 
P = ll{p — qx) 

Ist 3 der vollständige Quotient, welcher dem Näherungsbruche — 
in der Entwicklung des Wertes von x entspricht, so ist: 

X = P^-^P" 
qe + ä" 
oder; 



Nun mufs aber s positiv und grÖfser als 1 sein; mithin ist — (j)"-~q"x) 
giöfser als p ■ — ■ qx und gleichen Zeichens mit diesem. Aus dem- 
selben Grunde ist p — qx gleichen Zeichens mit — (ji — q'x) und 
gröfser wie dieses. Folglich besitzen die drei Zahlen F", P, P' das- 
selbe Zeichen und folgen der Gröfse nach derart aufeinander, dafs 
F" <F, F <,F' ist. Dasselbe kann man von den drei Zahlen 
Q", Q> Q' beweisen. Wenn nun, nachdem dieses feststeht, die beiden 
Näherungsbruche -^y -g- nicht unmittelbar aufeinanderfolgen, so 
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annehmen. Denn da bereits FQ^ — ^"(3 == + 1 ist und da, wenn 
man den -^ unmittelbar vorhergeb enden Näherungsbrnch durch ■ 
diu'stellt, auch FK — MQ ^ + 1 sein muJs, so ergiebt sich daraus: 

Jf^/cP + P", i^=h(i±Q\ 
wo li eine unbestimmte Zahl ist. Nun ergiebt aber die Eedlngnng, 
dafs M zwischen P und P" enthalten sein solle, h= \, und; 
M=P_ po, N=Q- q\ 

Mithin kann man sicher sein, dafs dem Näherungsbruche -^- der 
Bruch -YjT oder wenigstens der Bruch ;=-_ ^ vorhergelit 
73. 
Diese Uugewirsheit wird bald aufgeklärt sein, wenn wir den 
vollständigen Quotienten, welcher dem Bruche-^- entspricht, be- 
stimmen. Ist s dieser vollständige Quotient unter der Annahme, dafs 
-yyf unmittelbar -^- vorhergeht, so würde der vollständige Wert des 
Kettenbruches 

sein. Ist dagegen y der vollständige Quotient unter der Annahme, 
vorausseht, so würde mau als voll- 



P— P" 



ständigen Wert des Kettenbruches erhalten: 

Py + F- F^ - F{y + 1) + P^_ 
Qy-^Q-^i' - Qi?j + 1) + Q' ' 
Nun ist offenbar diese zweite Annahme in der ersten enthalten, weim 
man s = — (j/ + 1) setzt. Geht man demnach von der ersten An- 
nahme aus, und findet man einen positiven Wert von s, so ist dies 
ein Beweis dafür, dafs diese Annahme die richtige ist, und dafs in 
der That -7^, -q aufeinanderfolgende Näherungsbrüche sind. Giebt 
dagegen die Rechnung einen negativen Wert für 3, so folgt daraus 
die Eichtigkeit der zweiten Annahme. 

Ich behaupte nun, dafs der Wert von z nicht allein positiv, 

sondern auch im Allgemeinen j ist, und ferner, dafs die grbfste 

in diesem Ausdrucke enthaltene ganze Zahl ,« ist. Ist das letztere 
richtig, so mufs man also haben: 
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«od dies bestätigt sicli iimuittelbar mit Hülfe der Werte von P, Q, 
J", Q" u. s. w-, da stets p = ^p -^ p°, q => (iq -\- q'^. Der zweite 
Teil kami übrigens auch allgemein folgenderniiifseu bewiesen werden. 
Zunächst ist; 

J' = nD — J. 
Dies giebt: 

Ferner folgt aus dem in jVo, 62 für (/" gefnnileneii Worte: 

'■!" — -^^^I J^ J ^ 
"ä ^ B '^ n ' q ' 

und da -- bereits ein sehr angenäherter Wert von — ^—-.^^^ ist, do 

hat man 7.iemlich nahe : 

(t_ _ V' — -'; 1 _/■ v'A_"_"_i? — ^-J 
q ~' ~i) "T jj" " " /■ ly ' ' 

Daraus ersieht man, dafa --— -— , welches sehr nahe gleich -- ist, 
stets kleiner als die Einheit ist; mithin erhült man in miserer ge- 
wohnten Bezeichnung; 

Wir kommen jetzt zum ersten Teile unserer Rehauptung. Ist 
-- — -J- — der vollständige Quotient, welcher dem Näherungsbruche -^ 
entspricht, und folgt letzterer unmittelbar auf -^ , so mufs der Wert 
der zweiten Wumel x der Gleichung fx^ -\- ffX -{- h '= gleicli 
^, ^ f (VI + J -) + P"D 
Q{VA + r)-\-Q'J} 
sein. HetKt man für J' seinen Wert jiD — J, und beachtet man, dafs 

liF -j- F" ^ P\ fiQ + Q'=(/ 
ist, so geht diese Gleichung über in: 

Substituiert ma.n hiei-in ferner für P, Q, P', Q' ihre Werte und setzt 
sodann im llesiiltat die in !No. 62 für ^*' und (f gefundenen Werte 
ein, so folgt; 

a;' = •^{pVa + ksp + feg) + f {\ypV^ + mV^ + -^p) 

<^{qVA. - ^iijq - fp) - V (IgqVÄ + fpVÄ — ig) ' 
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und dieser Äusdnick lllfst sicli iinf die Form Ijriiigüii; 

UiiLcrdilieltt man liIso den gemeinsamen Faktor im Zähler und Nenner, 
so erhiilt man: 

^, ^ py j. 4- jyp + hg ^ 
(lYÄ - -l-(/3 - fp 
Wegen A = --g'^ — fk ist aber: 

und daher: 

rVA + \<jv + l"J = ^--i-i-^ (fp + l im - ^1/3). 

Mitliiu reduciert sich schliesslich der Wert von 31 auf: 

X -,- 

und dieses ist die zweite Wurzel der Gleichung fx" -^ ijx ~\- h -^-i). 

74. 
Dieses Resultat bestätigt voUkommen die verschiedenen, von uns 
aufgestellten Behauptungen, Als hauptsächliche Folgerung er- 

giebt sich daraus, dafs j ■ ■■■ der vollständige Quotient 

ist, welcher in der Entwicklung der zweiten Wurzel x dem 
Näherungsbruche -^ entspricht. Ans demselben Grunde ist der 

dem folgenden Bruche -v entsprechende vollständige Quotient - jy, — , 

lind der, welcher unmittelbar darauf kommt, ^^5" — ^- ^- ^- ^^^'^ 

erkennt daraus, dafs die Nenner D, D", Jß", , , . in umgekehrter 
Reihenfolge, wie diejenige ist, in der sie in der Entwick- 
lung der ersten Wurzel vorkommen, aufeinanderfolgen. 

Übrigens genügt die Existenz des vollständigen Quotienten — jr— , 
um die der folgenden Quotienten zu beweisen, und zwar erhält man 
letztere durch Jas gewöhnliche Verfahren der Entwicklung in einen 
Kettenbruch. Denn wie wir bereits gesehen haben, ist die gröfste in 

- — ^~ — enthaltene ganze Zahl fi. Hieraus und aus den bereits durch 
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die Entwicklung der ersten Wuiv.el bulauintcii Rdatiuiicii kild man 
die Reihe ab: 



- y±±ji . 



u. s. w. 
Die Reihe der Quotipiiteu ft, jt", fi"", . - ■ "^^^^ notwendig wieder auf 
den Quotienten fi zurückkommen; mithin besteht die Periode, welche 
in der Entwicklung der zweiten Wurzel auftritt , aus denselben 
Gliedern, .wie die Periode der ersten Wurzel, nur mit dem einen 
Unterschiede, dafs die Glieder in der umgekehrten Reihenfolge ge- 
ordnet sind 

Wenn der Fall einträte, dafa die in der Entwicklung der einen 
Wurzel vorkommende Periode von der Form jt, ft', (i", . . . [i", [i, ft, h 
wäre, d. h. üus einem symmetrischen Teile bestände, dem ein einzelnes 
Glied Ic vorausgeht oder nachfolgt, so würde die ünikehmng stets die- 
selbe Periode ergeben, und letztere würde somit den beiden Wurzeln der 
Gleichung gemeinsam sein. Dies kann man bei einer grofsen Anzahl 
von Fällen beobachten. Alsdann kommen auch in der Entwicklung 
der beiden Wurzeln dieselben vollständigen Quotienten vor und folgen 
in derselben Ordnung aufeinander. 

§ 11. 

Auflösung der Gleichung Ly^ -4" ^^^ + ^^^ ^ + .0" in ganzen Zahlen. 
75. 
Je nachdem y und zu einander prim sind oder nicht, muls 
man zwei Fälle unterscheiden. Um den zweiten Fall auf den eratoii 
zurückzuführen, bezeichnen wir mit * das gi-Öfste gemeinschaftliche 
Mafs von y und s, und es sei y = ■&)/', s = &/. Da alsdann die 
linke Seite durch &^ teilbar ist, mufs auch If durch -^^ teilbar sein. 
Ist also H^=&^H', so erhält man: 

Ly'^ + My'g + Ns'^ = + H', 
eine Gleichung, in der nunmehr y und e prim zu einander sind. 
So oft es also Qnadratzahlen ■&*, welche H teilen, giebt, hat man 
stets der vorhergehenden ähnliche Gleichungen aufzulösen, in denen 
die unbestimmten Zahlen relative Primzahlen sind. 
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Man kanu vorLiussetKen, dafs diese Art der Zerlegung durch eine 
vorbereitende Rechnung bereits ausgeführt ist; mithin können wir die 
gegebene Gleichung 

Lf + Mys -1- JV"s' = + n 
als eine von denen ansehen, in welchen die unbestimmtou Zahlen 
f/ und =■ prini 7u einander sein aollen 

Nacl dem v 1 eb o bgesch ckt hiben mitersche le loch 

den Jall v und II z e mnde pr ni nd und de n v 1 heui 
M e e en gerne nsimpn le 1er & habe I&t n 1 e en letzte u falle 
= 9- Jf = ^S so m fa -^Jf en gl zp Z 11 se Di aUr y 
m t unl lern ahul t^lee oeme sameu le ler laf, wo 
e foi te t 1 e&e Be 1 gu t, lafs I 1 r 1 '^ te Ibai e Ist laher 
L — 9'/ ^b\ t d e fz 1 en ie ( le 1 un^ be n 

L'f + Mys + Q'Ns'^ = + ^', 
in welcher man nunmehr s' und H' als relative Primzahlen be- 
trachten kann. 

So oft es also zwischen L und II gemeinschaftliche Teiler (die 
Einheit mit einbegriffen) giebt, hat man immer Gleichungen aufzu- 
lösen, in denen s' und U' zu einander prim sind. Man kann aber 
diese vielen aufzulösenden Fälle leicht vermeiden mittelst einer Trans- 
formation, welche darin besteht, dafs man y -f- m0 an die Stelle von 
y setzt und m derart bestimmt, dafs Lm^ -\- Mm + N mit H keinen 
gemeinsamen Teiler besitzt. Alsdann kann die neue Unbestimmte y 
mit H keinen gemeinsamen Teiler mehr haben. Die ganze Schwierig- 
keit redueiert sich also darauf, die Gleichung 
V-f Mys+ Nu' ^±11 
in welcher ä und y, ebenso wie und H zu einander prim 
sind, aufzulösen. Diese Gleichung bietet aber verschiedene zu 
untei-suchende Fälle dar, je nachdem die Zahl 4LN — M'^ positiv. 
Null oder negativ ist, d. h. je nachdem die beiden Faktoren der 
linken Seite imaginär, gleich oder reell sind. 



76. 
Es sei zuerst ALN ~ M^ gleich einer positiven Zahl B. 
Multiplieiert man die gegebene Gleichung mit 4L, und setzt man 
2Ly -j- Ms = X, so erhält man: 

x^ + Bs^ = + iLH. 
(Wir schreiben auf der rechten Seite nur das Zeichen +, weil man 
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leicht erkeruit, dafs das Zeiclieii — uicht stattfindeu kann). Die ein- 
fachste Methode zur Auflösung der Gleichung x^ -^ Bs" =G 
besteht nun darin, dafs man nach und nach die verechiedeneu Werte 
der ZahlgrÖfse C — Bä^ berechnet, indem man s = 0, 1, 2, 3, ... 

bis 2 = 1/ „ setzt. Findet sich unter diesen Werten eine Quadrat- 
zahl, und macht zugleich die Wurzel x dieses Quadrats den Ausdruck 
— -y ^ - zu einer ganzen Zahl, so erhält man eine Lösung der ge- 
gebenen Gleichung, Können aber diese beiden Bedingungen nicht 
zu gleicher Zeit erfüllt werden, so folgt daraus, dafa die gegebene 
Gleichung nicht in ganzen Zahlen auflösbar ist. 

Es ist ersichtlich, dafs es in diesem Falle nur eine be- 
schränkte Anzahl von ganzzahligen Lösungen geben kann. 
Übrigens ist dieser Fall so einfach, dafs er keiner der im Torhei'- 
gehenden Artikel angedeuteten Vorbereitungen bedarf, und dafs man 
zu seiner Auflösung, wie eben angegeben, verfahren kann, ohne sich 
darum zu kümmern, oh y, s und R einen gemeinschaftlichen Teller 
haben oder nicht. 

77. 
Wir nehmen als Beispiel die Gleichung: 
\öy^ + 43«/.s + 322^ = 223, 
Multipliciert man beide Seiten mit 60, und setzt man: 

30«/ + 43s = X, 
so wird die transformierte Gleichung; 

^ + 71s*= 13380. 
Wir berechnen also die Gröfse 13380 — 71 s^, indem wir der Eeihe 
nach s = 0, 1, 2, 3, ... setzen, bis die in ßede stehende Grofee auf- 
hört positiv zu sein. Die Resultate, die man mit Hülfe ihrer gleich- 
mäfsig wachsenden Differenzen leicht erhält, sind: 
Werte von x}: 13380, 13309, 13096, 12741, 12244, 11605, 10824, 
Differenzen: 71, 213, 355, 497, 639, 781, 923, 

Werte von x^: 9901, S836, 7629, 6280, 4789, 3156, 1381. 
Differenzen: 1065, 1207, 1349, 1491, 1633, 1775. 

Nun ist unter diesen Resultaten nur 8836 ein voUsl^ndiges 
Quadrat, nämlich das Quadrat von 94. Mithin sind die einzigen 
brauchbaren Werte von ^ und z: s = 8 und a^ = + 94. Hieraus 
ersiebt eich aber: 



»/= - 



- 344 



30 
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und (lieser Wert rediiciert sich nicht auf eine ganze Zahl. Die ge- 
gebene Gleichung ist demnach nicht in ganzen Zahlen aiiflüsbar; man 
kann ihr nur durch rationale Werte Genüge leisten, -i. B, dmxli 
s = 8, y = s- und unendlich viele andere. 

78. 
Ist 4iJW^ — M} = oder sind die Faktoren der linken Seite der 
gegebenen Gleichung einander gleich, so miifs diese Gleichung, wenn 
sie auflösbar sein soll, die Form (my + visf = W haben. Alsdann 
reduciert sie sich auf die Gleichung ersten Grades my + «,s ^ + Ä, 
welche immer moglieh ist, wenn m und n prim zu einander sind. 

Es bleibt also nur noch der Fall zu untersuchen, wo 
4I)JV— M} gleich einer negativen Zahl — H ist. Ist dabei zu- 
nächst die Zahl .B eine vollständiges Quadrat, so sind die 
Faktoren der Gröfse ij/^ -|- Jlf)/s -(- l^?} rational, und die a\\fzulösende 
Gleichung besitzt die Form: 

{my + ms) (/;; -f ys) = + IL 
Nun ist ersichtlich, dafs sieh die Auflösung dieser Gleichung tnil' die 
der beiden bestimmten Gleichungen: 

my + «0 = 
/■^ + (/? = + -^ 

reduciert, wo % ein beliebiger Faktor von H ist. Man nehme also 
der Reihe nach für 9- alle Teiler von 11, die Einheit einbegriffen, 
und löse in Bezug auf jeden von ihnen die vorstehenden bestimmten 
Gleichungen auf. Hierdurch wird man mehrere Lösungen erhalten, 
wofern die sich ergebenden Werte von y und s ganze Wahlen sind. 
In keinem Falle aber kann die Anzahl dieser Lösungen die Anzahl 
der Teiler der Zahl H übersteigen. 





79. 
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kein vollständiges 


Quadrat sein soll, so bietet di< 


• gegebene 


Gleiclinng 







Lxf + Ml/s + 7>r.s= = + /^ 
zwei zu untersuchende F alle dar, je nachdem IL < "[/J. oder > YÄ. ist. 
Es sei zuerst 11 <^y A. Tn diesem Falle hat man nur eine 
Wurzel der Gleichung 

Ly? -f J/a: -f iV = 
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in einen Kettenbruch zu entwickeln. Fini^et m^n unter den sicli dui-eb 
diese Rechnung ergebenden vollständigen Quotienten — ^^ — einen 
mit dem Nenner D = II, so folgt daraus, dafs von den beiden 
Gleicliungen : 

Ly^ + Myz + jVs^ = + N 

wenigstens eine auflösbar ist, oder auch alle beide, wenn die erforder- 
lichen Bedingungen erfüllt sind. Diese Bedingungen haben wir im 
§ 9 angegeben, ebenso die Formeln, welche die vollständigen Werte 
von y und s enthalten, und wir haben bemerkt, dafs diese Formeln 
das Resultat der Entwicklung beider Wurzeln der Gleichung 

ia:' + MiC + iV = 
in sieh sehliefsen, so dafs man nur eine zu entwickeln braucht. 

Die Zahl H kann innerhalb einer und derselben Periode mehrere 
Male unter den Werten von D vorkommen; alsdann ergeben sieh 
daraus ebenso viele verschiedene Lösungen der gegebenen Gleichung. 
Kommt dieselbe aber unter diesen Werten gar nicht vor, so folgt 
daraus mit Sicherheit, dafs die gegebene Gleichung, weder wenn die 
rechte Seite -|- 11, noch wenn sie — II ist, auflösbar ist. 

Dieser erste Fall, in welchem if <"l/^, erledigt sich also un- 
mittelbar und mit grofser Leichtigkeit allein durch die Kettenbruch- 
entwicklung einer Wurzel der Gleichung Lx^ + Mx + JV = 0. Man 
kann sogar bemerken, dafs diese Lösung nur y und s als relative 
Primzahlen voraussetzt (denn da — einem Näherungsbruche — gleich- 
gesetzt ist, so mufs es stets ein irreduktibler Bruch sein, da ja 
pg" — ^•'g = + 1), und dafs sie somit nicht erfordert, dafs b und H 
prim zu einander seien. Hierdurch kann man sich also der Mühe 
überheben, die oben in No. 75 erwähnte, auf die gemeinsamen Fak- 
toren von L und H sich beziehende Zerlegung auszuführen, und er- 
hält durch eine einzige Rechnung die Lösung aller Gleichungen dieser 
Art. Es mufs jedoch, wie wir vorausgesetzt haben, R<,yA sein; 
femer mufs man, wenn H einen quadratischen Faktor 0^ besitzt, wie 
bereits angegeben, y = ■&!/', s = */, ir= Q^R' setzen und auf dem- 
selben Wege eine jede Gleichung Ly'^ + My'^' + JV^'^ = + R' für 
jeden quadratischen Faktor *^, welcher R teilen kann, auflösen. 
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Ist zweitens i/">"|/yi, so setze man voraus, dafs die Gleiclmng, 
wie in No. 75 angegeben, vorbereitet ist, so dafs n und s ebenso 
wie s und H prim zu einander sind. Dann kann man 

y = m + Hu 
setzen und sogar die Bedingung hinzufügen, dafs n nicht gröfser sein 
solle wie -^S. Denn die vorstehende Gleichung würde bestehen, 
wenn man n — aH an Stelle von n und u -^ ccs an Stelle von w 
setzte. Nun kann man aber offenbar a derart wählen, dafs n — aH 
zwischen + ---^^ '^"'^ — o -^ enthalten ist. Substituiert man also 
den Wert von y in die gegebene Gleichung und dividiert man das 
Resultat durch H, so erhält man: 

Da s und H prim zn einander sind, so kann diese Gleichung nur 
stattfinden, wenn 

~ii 
eine ganze Zahl ist. Man gebe also n alle ganzzahligen Werte von 

s-J'^ bis -\- —H] giebt es unter diesen keinen, für welchen 

Ln^ -\- Mn -{- N durch S teilbar wird, so kann man mit Gewifsheit 
behaupten, dafs die gegebene Gleichung nicht auflösbar ist. Findet 
man dagegen einen oder mehrere Werte von n, welche diese Be- 
dingung erfüllen, so mufs man nach einander diese verschiedenen 
Werte nehmen und für jeden eine besondere Rechnung anstellen, 
gleich als ob die gegebene Gleichung in ebenso viele verschiedene 
Gleichungen transformiert wäre. 
Setzt man zur Abkürzung: 

2Ln-\-M=g 

so wird die aufzulösende Gleichung für jeden Wert von n: 

wobei zu beachten ist, dafs man stets 

hat. 
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Wir haben im § 9 eine Methode zur Auflösung dieser Gleichung, 
im Falle sie möglich ist, angegeben, und dieselben Bemerkungen, die 
wir für den Fall D < Ya gemacht haben , sind iu gleicher Weise 
anwendbar für den Fall, wo ö = 1 ist. Mithin haben wir hier nichts 
weiter hinzuzufügen, da man leicht erkennt, dafs man, nachdem die 
allgemeinen Werte von s und u gefunden aind, daraus unmittelbar 
die Werte der unbestimmten Zahlen in der gegebenen Gleichung er- 
hält und zwar ebenfalls in ganzen Zahlen ausgedrückt. 

81. 
Beispiel. 

Es sei die Aufgabe gestellt, die Gleichung: 
2x^ — 25y^ = 105 
in ganzen Zahlen aufzulösen. 

Diese Gleichung gehört zum vorhergehenden Falle; sie läfat sich 
nicht in mehrere andere zerlegen, da 105 keinen quadratischen Teiler 
und ferner mit dem Koeffieienten 2 keinen gemeinsamen Teiler hat. 
Man setze also: 

iT = mj; — 1052, 

und bestimme '^ < -i" ^^' ^^^^ — wK — '^^"^ ganze Zahl wird. 
Später werden wir mehrere Hülfsmittel angeben, um derartige Unter- 
suchungen zu erleichtern; für den Augenblick bemerken wir nur, dafs, 
da 105 das Produkt der Primzahlen 3, 5, 7 ist, man gesondert drei 
solche Werte von w suchen mufs, dafs 



ganze Zahlen werden. Diese Werte sind resp. 

,i=3a+l, n = öß±2, »i = 7y ± 1, 
wo die Zahlen k, ß, y beliebig sind. Diese Formeln sind leicht mit 
einander zu vereinigen, und da es genügt, die Werte Yon w, welche 
positiv und < — 5- sind, zu betrachten, so giebt die letzte Formel: 

« = 6, 8, 13, 15, 20, 22, 27, 2ß, 34, 36, 41, 43, 48, ÖO. 
Hieraus sind alle Zahlen auszuscheiden, welche der zweiten Formel 
nicht genügen, oder welche durch ö geteilt nicht den Eest -j- 2 lassen. 
Mithin reducieren sich die vierzehn votstehenden Werte ii,uf die 
folgenden: 

%i = 8, 13, 22, 27, 43, 48. 
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Um endlich der ersten Formel zu genügen, sind alle durch 3 teil- 
baren Zahlen zu unterdrücken, so dafs nur die vier Werte übrig bleiben: 
n = 8, n, 22, 43. 
Es sei also erstens « = 8 und a: = 8j/ — 105s. 
Alsdann ist die transformierte Gleichung: 
y^ - 33j/5 + 2IO2' = 1. 
Jedesmal also, wenn man auf eine Gleiehnng von der Form 



kommt, ist man sicher, 
setzt man: 



I Lösung stets möglich ist; denn 



so wird die Gleichung: 



?/ — A = ^h 



und diese ist immer auflösbar. Im gegenwilrt.igen Falle findet 1 
mit Hülfe der Formeln in No. 69; 



(24335 + 3588^46)" = * + ¥]/46, 

und hioratis crgiebt sich als erste Lösung der gegebenen Gleichung: 

3! = 8<1>4:23¥ 

y= et» + 16V. 

Es sei zweitens n = 13 und x = 13j/ — lOös. 

Dann ist die transformierte Gleichung: 

5f - 52ys -i- 210.?^ = 1. 
Um dieselbe aufaulcisen, mufs man eine Wurzel der Gleichung 

Sx^~ 52a: + 210 = 
in einen Kettenbruch entwickeln. Das Verfahren hierzu, sowie die 
Berechnung der N'äherungebrüche, nur bis dahin, wo man .D = ]. 
findet, ausgedehnt, stellt sich folgendermafsen dar: 



3 


- 10 + ^ 


1:0 


VM + t 
10 


- 1+ , 


10 : 1 


yie + s 


-12+ : 


11 : 1 
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Hiernach sind die Zahlen, welche in dio Formeln dov No. ß9 einzu- 
setzen sind, die folgenden: 

p=ll, 3 = 1, a^S, b = — 2G, c = 2lO, A = AG. 
Femer hatten wir bereits beim ersten Falle gefnuden, dafs die kleinsten 
der Gleichung 

genügenden Zahlen sind: 

^ = 24335, ^ = 3088, 
und diese geben: 

(p^ — AGip^ = -|- 1. 

Da man zugleich pq^ — p'*q = + 1 hat, so ist die gegebene Gleichung 
Sy^ — b2ys -j- 2103^ == -j- 1 auflösbar (sie würde es nicht sein, wenn 
die rechte Seite — 1 wäre). Setzt mau also immer: 
(24335 + 35881/46)" = 4> + Yl/iä, 
so hat man, wenn man die Werte einsetzt; 
j,= 110-1-76^ 
0= 0+ 7^. 
Hieraus ergiebt sich als zweite Lösung: 
^ = 38(i> + 253Y 
y= ll(t>+ 76Y. 
Mau beachte, dafs man die Werte von y und s unmittelbar aus der 
ßieehiiuug für die Kettenbruehentwicklung hätte finden können. Denn 

wenu mau an Stelle des vollständigen Quotienten ~ — ]~' welcher 
dem Näherungsbruch — entspricht, den angenäherten Wert ^ -{- G 
setzt, und wenn man darauf mit Hülfe dieses als voliatäudig beti'ach- 
teten Quotienten den auf -r- folgenden Näherungsbruch berechnet, 
so findet man diesen ßfueh gleich 

11 (g + y) + 10 

und dieser reduciert sich auf: 

110 + 761' 
+ 7y ■ 

Dies ist der allgemeine Wert von --; man hat darin nur noch V 
das doppelte Zeichen + zu geben. Es würde leicht sein zu lic- 
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weisen, dafs dieses Verfahren, welches uns der Mühe überhebt, auf 
die allgemeinen Formeln zurückzugehen, voltständig mit den letzteren 
übereinstimmt und somit an deren Stelle gesetzt werden kann, selbst 
für einen beliebigen Wert von D. 

Tst drittens m = 22 und x = 22j/ ~ "105^, so wird die trans- 
formierte Uleichung: 

9^^ — 88i^2 + 210/ = 1. 
Man entwickele demnach eine Wurzel der Gleichung 

9«^ - 883; + 210 = 
in einen Kefctenbruch, bis raa,n einen vollständigen Quotienten mit 



dem Nenner 1 findet, imd berechne dari 
\vio folgt: 


nach die Näherungsbrücli 
1; 


Vu^^^ 1+ . 


5: 1 


yu±^^ 1+ . 


6-. 1 


y« + . j_^ _ 


11; 2 


-3 — = ''+ ' 


11: 3 


yu + i , , 

10 ~ ^-r : 


, 62 : 11 


V« + »._12 + 


, 79 ; 14. 


Dieser letztere Nälieruugsbrueh ' genüg 


t der gegobouen Gleichuu 



da er von ungerader Ordnung und somit i^q^ — p'^q = + 1 ist. Ge- 
mäfe der beim vorhergehenden Falle gemachten Bemerkung nehme 
man jetzt an, dafa der dem letzten Näherungshrache ^ entsprechende 
Quotient -,1^ + 6 sei. Dann ergiebt sicli daraus der darauf folgende 
Bruch: 

, _ 79 (6+:; -) + 62 _,,^_^,3,^ 

imd hieraus folgt allgemein; 

5, _ 79* + 5301', « — Mdi + gBI», 
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und es ist. somit die dritte Losung: 

a; = 268tt> + 1817¥ 

Ist viertens B = 43 und « = 43j/ — lOös, so if;t die trans- 
formierte Gleichung; 

35/— n2«/3 + 210g^ = l. 
Man hat also eine Wurzel der Gleichung 

35a;^ — 172;c + 210 = 
zn entwiclselu, bis man einen vollständigen Quotienten - — ^- findet, 
in welchem D gleich 1 ist. Die liechmmg stellt sieh t'olgendermaisen; 



1/46 + 8» „ 


1: 




36 2+ , 


&^=,+ , 


2; 




1/46 + 10 , , 

9 ' i- ! 


S: 




V»T-i_ 1+ , 


5; 




y5 + o_ ,^ _ 


8 : 




VS + , 2_^ _ 


53: 




vS+_i^ 1+ , 


114: 




y«_+i_ 1+ _ 


167: 




VS + 5 g _|_ 


281: 


106 


y« + i 

10 ' i- . 


1010 


:381 


ya + G j2^ 


, 1291 


:487. 



Dieser elfte Näherungsbruch genügt der gogobenen Glcjclmng: 

35)/' - Vl2yB + 210s' = + 1, 
tU er von ungerader Ordnung ist. Man erhält sodann die vollstän- 
dige Lösung, wenn man 6 + -nj "" "^'^ Stelle des entsprechenden 
Quotienten setzt. Dies giebt: 
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12910 + 8156¥ 
1870 + 33031' ' 



«' (' + Tf) + »81 
und hieraus folgt die vierte Lösung: 

X — 4378* + 39693T 

S/— 1291<ti+ STSei». 

Es dürfte die Bemerkung angebmcht sein, dafs man aclineller 

und einfacher zu dieser vierten Lösung gelangt sein würde, wenn 

man die andere Wurzel derselben Gleichung entwickelt hätte. Die 

Rechnung stellt sich so: 



_ yie - 



j/isH 



i + 



— 3 + 

■- 1 + 
-12 + 



Hieraus folgt: 



""+W +1 



l: 
3: I 
7: 3 
9: 4 
34 : 15 
43 : 19. 



430 + agav 
' 190 4- läyv 



und man erhält als vierte Lösung: 

I _ 1460 + 989 T 

S,_ 43« + 292y. 
Diese Formeln, welche auf dasselbe hinauskommen wie die obigen, 
sind einfacher als die, welche wir mittelst der andern Wurzel ge- 
funden haben. Die Übereinstimmung beider kann man übrigens be- 
weisen, indem man annimmt, dafa die <b und H' dieser Formel einem 
Werte von n entsprechen, der um eine Einheit kleiner ist ajs das n 
in den Werten von <i> und V in der andern Formel. Unterscheidet 
man daher diese durch <t>' und ^', so kann man setzen: 

+ Vytii — («' + >l'')/4(i) (24335 — 3688 )/4G). 
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Stellt man diese verscliiei]eneii Resultate zusammen, so erhält mau 
sämtliche Lösungen der gegebenen Gleichung: 

2s? — 23y^ = 105. 
Dieselben sind in den folgenden Formeln, in denen 

(24335 + 3588|/4"i3)" = (D + M^VIG 
gesetzt ist, enthalten: 

x^ 8*+ 23¥ , 2/= 0± KiY 
x= 38*+ 253M' , y=U<t»+ 76¥ 
X = 268* + 1817¥ , y = 79* + 536^ 
« = 146*+ 989¥ , !/ = 43* + 292M'. 
Dieselbe G-leichung oder eine äquivalente Gleichung {p^ ~ 462'' = 210) 
ist in den Abhandlungen der Berliner Akademie vom Jahre 1767 
gelöst. Das daselbst pag. 263 gegebene Resultat stellt acht Lö- 
sungen dar. 

Diese acht Lösungen reducieren sich auf die Tier vorstehenden; 
überhaupt kann die Rechnung stets ixm die Hälfte abgekürzt werden, 
wenn man, wie wir es gethan haben, beachtet, dafs es überflüssig 
ist, beide Wurzeln derselben Gleichung in einen Kettenbruch zu ent- 
wickeln, und dals die Entwicklung einer einzigen ausreicht, um das 
aus beiden sich ergebende Resultat zu erhalten. 

82. 
Als ferneres Beispiel wollen wir noch die Gleichung nehmen: 
67/~227y^+ 191^ = 5. 
Durch Vergleichung derselben mit der allgemoineu Formel (No. 67) 
ergiebt sich: 

/■=67, .</^ — 227, A = 191, D = 5. 

^ = 4-/7. = ^, D<VÄ. 

Man kann demnach diese Gleichung durch Entwicklung einer Wiu-zel 
der Gleichung 

67^;" — 227ai+ 191 = 

in einen Eettenbruch auflösen. Die Rechmmg, bis zu dem Punkte, 
wo mau die sich bis ins Unendliche wiederholende Periode gefunden 
hat, fortgesetzt, stellt sich folgendermal'sen: 
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Da der vollatäudige Quotient —" • • ,? • — - zu den bereite gefundeneii 
gehört, so ist die Rechnung beendet, und niaji sieht, dafa man un- 
mittelbar nach den ersten Gliedern 1, 1, 4 die sieh bis ins unend- 
liche immer wiederholende Periode 1, lY, 1, 2, 1, 2 erhält. 

Sucht man jetzt die Zahl 5 unter den Nennern der vollständigen 
Quotienten, so sieht man, daTs der dritte, der siebente und der neunte 
Niiherungsbruch der gegebenen Gleichung genügen können. Der sie- 
bente und neunte, welche derselben Periode angehören, genügen in 
der That, da sie von ungerader Ordnung sind, und da in dem Werte 
von X die Wurzelgröfse positiv genommen worden ist. Was den 
dritten anbetrifft, so genügt er zwar ebenfalls; wir sehen jedoeh von 
ihm ab, da es ausreicht, die durch die Glieder einer und derselben 
Periode gegebenen Lösungen zu betrachten, und alle andern in diesen 
enthalten sein müssen. Man sehe hierüber den folgenden Paragraphen. 
Man erhält somit mittelst des siebenten Näherungsbruehes: 
p = 207, <i'=113, 
und berechnet man wie gewöbDlich den Wert der von diesem Gliede 
ab gerechneten Periode: 
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Periode: 2, 1, 2, 1, 17, 1 

»T"i 1 .. . 1 3 3 S 11 195 aoij 

INahemngsbruche: — , — , — , — , — , - -, - , 

so findet man: 

^_^, ß'-n, ^„«-±i„I38l *»!--. 16. 

Man erhält dalier: 

(-" + 41^341)" = * + 1^1/341. 

Mail hat zu gleicher Zeit: 

und dies beweist, daJs die gegebene Gleichung aiitlÖsbar ist, wenn 
die rechte Seite -|- 5 ist, clafs sie es aber nicht sein würde, wenn 
ihre rechte Seite — 5 lautete. Setzt man, nachdem dieses festgestellt 
ist, die gefundenen Werte in die Formel der No. 67 ein, so erhält 
man als erste Lösung der gegebenen Gleichung: 

y == 207* + 3823 • ~T 
S = 113(|> + 2087.^V. 
Verfährt man in derselben Weise mit dem neunten Nälierungs- 
bruche -tt^, so ergiebfc sich die zweite Losung; 
7/ = 817* + 15087- \y 
^ = 446<t>+ 8236 --^V. 
Diese letzteren Formeln enthalten die Lösung -r-, diu wir in 
dem uiiregelmärsigen Teile des Kette 11 brach es bemerkt haben. Setzt 
man nämlich i* = 1, tj) = — s— , + Y ^ — 15, so findet man y = 2, 
2 = 1. Daraus läfst sich vermuten, dafs die zweite allgemeine Lösung 
auf eine einfachere Form gebracht werden kann. Hierüber verschafft 
maii sich leicht Gewifsheit, wenn man an Stelle von und V die 
analogen Gröfsen, welche einem um eine Einheit verschiedenen Worte 
von n entsprechen, nimmt. Es ergiebt sich: 

j, = 2* + 72-^V 
s = (D + 41 ■ i-T. 
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83. 

Aus dem, was in diesem Paragraphen bewiesen worden ist, er- 

ketmt man, dafs, wenn die betreffenden Gleicliungeu möglich sind, 

ihre Anfiösung durch ein oder mehrere Formelsysteme von der Form 

y = a dy -{- h' "V 

gegeben wird. Dabei sind die Zahlen a, h', a", h" konata.iit und die 
Grörsen imd W bestimmen sich durch die Gleichung: 

{(p + ipYAy = tj> + 'Vl/A, 
in welcher n eine unbestimmte Zahl, und wo jederzeit ip'^ — Aii>'^ ^ i 1 
und demnach auch 0^ — A'V^ = (+ 1)« = -(- 1 oder — 1 ist. 

In den allgemeinen Formeln kann man V nach Belieben negativ 
oder positiv nehmen und somit Y mit dem doppelten Vorzeichen + 1 
versehen. Dies kommt auf dasselbe hinaus, als wenn man das Vor- 
zeichen von V als bestimmt ansieht xmd für n irgendwelche positive 
oder negative Werte nimmt. Denn es ist: 

(v + i,-]/!)— = (g>^ - A^^)— (9 - lj^yÄy = (+ 1)" (* - ^yj), 

und mithin ist die Änderung des Vorzeichens von n gleichbedeutend 
mit der Änderung des Vorzeichens von V, da es auf das Zeichen von 
(i ^y> ^^ welchem das Ganze behaftet ist, nicht ankommt; denn 
wie aus der Natur der gegebenen Gleichung sich ergiebt, kann man 
immer das Zeichen von y und das von s gleichzeitig andern. 

Es folgt hieraus, dafs die verschiedenen, in einem solchen Formel- 
system, wie das vorhergehende, enthaltenen Werte von y und g zwei 
Keilien bilden, die sich ins Unendliche in positiver wie in negativer 
Richtung erstrecken, und von denen jedes Glied einem bestimmten, 
positiven oder negativen Werte von n entspricht, in folgender Weise: 
-■ — 3, —2, —1, 0, 1 , 2 , 3 , -■■ 

"'P; "P} 'P, p! Pl} P21 Ps! " ■ " 

■• '"2? "2. '1, 2, (ti, 2äJ 23> ■■■ 
übrigens beruht die einfachste Art, die Zahlenwerte dieser GHeder 
zu bereclonen auf der Anwendung des No. 62 gefundenen Gesetzes, 
welches p = 2<p}i ~\- p (wo das Zeichen + dem von ip^ — - A-tir^ ent- 
gegengesetzt ist) giebt Diese Formel, in welcher j), p^, p^ allgemein 
liei aufemaudeifjl^^ende Glieder bezeichnen, kann zur Fortsetzung 
einer dieser Beihen &ei (.'. nach rechts oder nach links hin dienen. 
Dasselbe Gesetz findet bei der andern Reihe statt. 
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§ 12. 
Beweis eines in den vorhergehenden Paragraphen vorausgesetzten Satzes. 

84. 
Wir haben bisher angenommen, Jafa, wenn ea möglich ist, der 
Gleichung 

fy^ + fjy^ + ''^^ = ± -^> _ 

iu welcher y und e als relative Primzalilen nnd H-C—yg^ — ifh 

vorausgesetzt ist, Genüge zu leisten, der Bruch -;- atetw unter den 
Näherungabr liehen einer Wurzel der Gleichung 

fx^ -\- gx •\- h = ^ 
enthalten ist. Dieser Satz besitzt grofse Ähnlichkeit mit dem in 
No. 10. Indessen ist es durchaus notwendig zu beweisen, dafs er 
allgemein richtig ist, abgesehen von einer geringfügigen Ausnahme, 
die wir erwähnen werden. 

Es möge f eine positive Zahl, g und /( nach Belieben positive 
oder negative Zahlen bedeuten; ferner sei — ein gegebener Bruch, 
dessen Zähler und Nenner prim zu einander sind und der Gleichung 
fp^ + 9P1 + M^ = ±H 

geitüsjeii. Wir uehmen an, dafs man — in einen Kettenbruch ent- 

o " ' 1 

wickle, und dafs die bei dieser Rechnung sich ergebenden Quotienten 
a, ß, . . . X, n seien. Mittelst dieser Quotienten berechne man in der 
gewöhnlichen Weise die Näherungsbrüche von — . Bezeichnet man 
mit ™ denjenigen Näher ungsbmch, welcher — unmittelbar vorangeht, 
so kann man, wie wir bereits (No. 9) geseheu haben, nach Belieben 
pq^ —p^q = + 1 oder pg^ — p°q = — 1 setzen. 

Dies vorausgeschickt, betrachten wir dieselben aufeinanderfolgen- 
den Brüche ^, — als zw Entwicklung von x in einen liettenbrueh 
gehörig. Ist s der vollständige Quotient, welcher dem letzteren Bruche 
entspricht, so mufs demnach sein: 

X = -^-.'^^ oder s = -^-^ -— . 

Nun wird die Annahme, dafs ^, — zwei aufeinanderfolgende Nähe- 
rungsbrüche von X seien, berechtigt sein, wenn der soeben gefundene 
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Wert von s positiv und grÖl&er als die Eiuheit ist. Denn dies ist die 
Bedingung, vrelcher alle aus der Kettenbiuclientwicklung einer be- 
liebigen Gröfse hervorgehenden voll%td,ndigen Quotienten unterworfen 
sein müssen. Es handelt sieh daher diium zu untersuchen, ob diese 
Bedingung erfüllt ist. 

Ana der vorstehenden ttleichnng erhalt mau: 

g -L il = ya —P°l 



Substituiert man diesen Wert für x und schafft tilsilaun das Wurzel- 
zeichen aus dem Nenner foii, so wird: 

^f— + J/ + ''äy^ 

In dieser Gleichung kann man das Zeichen von yA nach Belieben 
wählen, da es freisteht, für x die eine oder die andere Wurzel der 
Gleichung fx^ ~\- gx •\- h = au nehmen , und der Wert von s in 
beiden Fällen verschieden ist. Da ferner 

/"/ + gpq + luf = 4: -ET 
ist, so giobt diese Gleichung: 

Folglich orhält man; 

±fA±\/A+% 

^ + \ = m - p^) iKff — ■ 



Von diesen verschiedenen unbestimmt gelassenen Zeichen ist nur das- 
jenige von + yA. willkürlich, da das Zeichen von M von der ge- 



gebenen Gleichung abhängt und das von l/^;h— ^ 



fll 



gleicher 



2fp 



Weise durch den Wert von — ^ + g bedingt ist. Da. es aber von 
Wichtigkeit ist, den gröCsten Wert von s zu betrachten, so nehme 
mau das Zeichen von "j/Cl gleich dem von 1/^-j^ —^. Alsdanii ist 
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die rechte Seite unserer Gleichung notwendigerweise von der Form: 



± f>2" — i'^s) jf — - — ■ 

Endlich kann man diese Gcöfae 8t«ts positiv annehmen, da man nach 
Belieben p<f — p^q = -j- 1 oder — 1 setzen kann. Man erhält daher 
in allen Fällen: 

85. 
Ist erstens fp^ -\- gpq -\- hq^ = -\- H, so hiit man: 

,. y-i + j/ITf 

Die rechte Seite ist grofser als '„ "ßd folglich > 2, da H<y~A 
ist; femer ist g" < q. Mithin ist der Wert von s positiv und gröfser 
als 1. Demnach ist der gegebene Bruch — , welcher der Gleichung 

fl? 4" 9!Pq "f* ^q'' = •{- B- genügt, stets einer der Näherungsbrüche 
von einer Wurzel der Gleichung f3?-\-gx-\-h = 0. Dieser Sehlufs 
erleidet keine Ausnahme, so lange die rechte Seite M positiv ist. 



86. 
Ist zweitens fj)^ -\- gpq + '*ö^ 



-lA^f 



Nun sieht man, dafe, wenn der Wei-t von g^ Iiinreicliend grofs i 
im Verhältnis i 



eine Gröfse, welche positiv und gröfser als die Einheit ist. 

Übrigens ist es, ohne das Glied -^ zu vernachlässigen, leicht, 
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die Grenze von q anzugeben, für welche z noch positiv und grÖfser 
als 1 iat. Dazu bringen wir z auf die Form: 

^ H' q ~ '^ q R'^ iiV ^ g^ ' 

Da 

YÄ > // und -^-+-ä-- < l oder höchsten« = l 
istj so ist offenbar 2 positiv und grofser als 1, wenn die Gröi'se 
yA~ —^ grofser als yA ist. Ist also: 

so folgt hierans, wenn man ins Quadrat erliebt und vereinfacht: 

So lange also q oberhalb dieser Grenze liegt, ist sicher immer der 
Wert von a positiv und gröfser als 1 ; ist ( 



kann man im allgemeinen nicht mehr behiuipteu, dal's z gröfser als 
die Einheit ist. 

87. 
Wie beschaffen auch g sein möge, der Ausnahmefall wird 
niemals stattfinden, sobald f, wie wir voraussetzen, eine positive 
Zahl, h dagegen eine negative '/jalil ist. Denn alsdann hat die 
gegebene Gleichung die Form: 

ff-^gpq — 'h'ff=^ — H, 
und diese ist dieselbe wie: 

Ji<f — (/ijg; — /y = + H. 

Da somit diese Gleichung anf den ersten Fall zurückgeführt ist, so 

folgt daraus, dafs -- ein Näherungsbruch einer Wurzel der Gleichung 

h! s? — gx — /'=: 

ist. Mithin wird (mdem man — für x setzt) ^- ein »äherungsbriich 
einer Wurzel der Gleichung 

fs? + gx — h' = 
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Wenn eine Gleichung 

fy^ + gy^ + äs*^ = — h, 

in welcher f und Jt, positiv sind, aufgelöst werden soilj so kann man 
diese Gleichung immer (No. 58) in eine andere 
ay'^ + iy ^ — cg'^ = — 11 
transformieren, in welcher a uad c positiv und überdies 

h^ -\- Aac = g^ ~ ifk <= 4A 
ist. Diese Gleichung wii-d daher zu dem Falle der vorhergehenden 
Nummer gehören, und wenn überdies B"<]/^ ist, so werden alle 
Lösungen durch die Näherungsbrüche einer Wurzel der Gleiclumg 

ax^ ~\- bx ^ c = ö 
gegeben sein. 

Man sieht hieraus, dafs der erwähnte Ausnahmefall, 
der übrigens nur sehr selten und für sehr kleine Werte von p und q 
eintritt, vollständig vermöge der bereits angegebenen Transforma- 
tionen umgangen werden kann. Die Behauptung, dafs, wenn 



I/< 



!]/</= -4/7» 



ist, alle Lösungen der Gleichung 

ff + gy^ + Äs^ = + -ff 
durch die Nähevungshrüche einer Wurzel der Gleichung 

fx^ -j- gx -i- h =^<) 
gegeben werd<in, ist daher allgemein richtig. 

89. 
Es dürfte übrigens nicht überflüssig sein, ein dem erwähnten 
Ausnahmefalle unterliegendes Beispiel beizubringen, das uns zugleich 
Anlafs zu neuen Bemerkungen liefern wird. Es sei zu dem Zwecke 
die Gleichung gegeben: 

imiy' — 3991 y^ + 221ts^ = - 3, 
wobei 

Ä-{!i-'-fh--l, H~S, 

und somit /?<'|/!Z ist. Dieser Gleichung genügt man, indem man 
j/ = 31 und s = 28 setzt; indessen ist der Bruch -^v,- nicht unter 
den Nälieruugsbrüchen einer Wurzel der Gleichung 
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1801«^ — 3991^+2211 = 
entliiilten. Denn die Entwicklung der grofsereii Wurzel giebt: 

1 : 



^21-"+ . 


1 : 1 


ei + il/S 8^ _ 


10: 9 


n+ws j , 


Sl:73 


imJ die der kleineren Wurzel giebt: 




-19961 + jyij 1 1 
" _ 1801 + 


1: 


1941 + .S1/S „ , 
21 ■ ■' + 


, 1:1 


-6i + -syÄ „ , 
~i ^ ^ 


, 1,0: 9 


31 + iys o 1 


, 21 : 19 


aS + tV»' 5 1 


, 52 : 47 



Mau liudet also weder bei der einen noch bei der andern Eutwickluug 
den Nilher üugsbrucli -^, und dies steht im Einklang mit der Formel 
des Artikel 86, da liier 28, welches der Wert von g ist, kleiner ist 
f+ H __ 1804 

Um diesen llbolstand zu vermeiden und kii bewirken, dal's die 
Lösung durch die Näherungsbrüche gegeben werde, genügt es, die 
Gröfee 

iSOlj/" — Zmiys + 221U^ 

wenn nicht auf den einfachsten Ausdruck, so doch wenigstens auf 
eine Form zu bringen, in welcher die äufaeren Glieder von entgegen- 
Vor/.eichen sind. Dies erreicht man unmittelbar, indem 
i setzt: 

y = 10/ - 51^' 
a = ^y ~ 462'; 



y Google 



. Beweis eines in d. voi-hergeheaden Pavagiapter 



127 



denn alsdann rediieiert sich die gegebene Gleichung anf die sehr ein- 
fache Form: 

Entwickelt man also eine Wurzel der Gleichung 

in einen Kettenbrueh, so erhält man: 

1 : 



- 4 + W'^ 


-2+ , 


3 


-1+ . 


1 + 11/3? 
3 


-1+ > 


n + lys 
1 


- 5 + , 


21 + lysi 

3 


-1+ , 



Beim Anblick der vollständigen Quotienten erkennt man, dafs der 
Näherungsbrach — für -^ genommen werden kann. Denn setzt man 
j/'=;2^ /^Ij so hat man j/'^ + y's' — 9s'^ = — 3 und hieraus folgt: 

y = — 31, 2 = — 28, 
und dies ist die Lösung, welche mit Hülfe der Näherungsbrüche ge- 
funden werden sollte. 

Im Übrigen ist die allgemeine Lösung der Gleichung in 
y' und /, die aus der soeben ausgeführten Entwicklung abgeleitet 
werden kann, in den folgenden Formeln enthalten, 

1) Setzt man: 

(ö + 1/37)'* = J^+ Gl/37, 
so erhält man: 







s- 


2F+1(JG 


] Iiieians 


folgt 


!/ — - 


-SlJF+gse 


2) Selzl 


mar 


s— - 


-28-F+860. 


ei-liiilt ms 


.: 


(6 + Vffi)' 


"^^ — r + G'yai 

SI- + 15fi' 






2 — 


F + 7 ff. 



y Google 



128 l'^i-ster ITaiiptteil. 

«nd hieraus evgiebt sich: 

j, = — 21_F' + 207G' 
^ = — 19I'" + 187ß'. 

90. 
Betrachtet man jetzt den soeben von uns bei diesem ] 
verfolgten Weg genauer, so sieht man, dafs nacli Vereinfachung der 
Form der aufzulösenden Gleichung die einfachsten Lösungen sich 
als die ersten unter den Näherungsbrüehen darbieten mufsten. Aus 
diesen ersten Lösungen hat sich mit Hülfe der gewöhnlichen Formeln 
die allgemeine Lösung ergeben, welche nichts anderes ist als der 
Ausdruck der verschiedenen der Aufgabe genügenden Näherung s- 
briiche, wenn diese Brüche der Reihe nach an derselben Stelle inner- 
halb sämtlicher Perioden genommen werden. Nun ist der so ge- 
fundene allgemeine Ausdruck, auf welche Weise man auch zu ihm 
gelangt sei, der einzige; er würde im Grunde derselbe sein, wenn 
man, um ihn zu finden, von besonderen Werten von p und q aus 
einer andern Periode als der ersten ausgegangen wäre, um uns 
besser verständlich zu machen, nehmen wir die Gleichung: 

f - 33^ = 1, 
der man durch folgende Werte der Reihe nach genügen kann: 



Geht man von der ersten Lösung — aus, so würde der allgemeine 
Ausdruck dieser Werte 

>J = F, r.-a 
sein, WO F und G durch die Gleichung 

{2 + V%)'~.F+OV3 
bestimmt werden. In gleicher Weise kann mau aber von dem be- 
sonderen Werte -rz- ausgehen und würde dann den allgeuioineu Aus- 
druck aus der Gleichung 

y + zY^= (26 + 151/3} (-F+ Gj/S) 
erhalten, welche giebt: 

y = 2Öii'+45G 

3=152'"' 4: 260. 
Nun enthält dieser Ausdruck nicht nur die Zahlen, ivelche gröfser 
als 2(3 und 15 sind, sondern auch alle kleineren, welche der Gleichung 
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genügen liönnen. Denn nimmt man F = 2, G = 1. und wemiet man 
das untere Zeichen an, so erhalt man: 

y = 52 — 45 = 7 und 2 = 30 — 26 = 4, 
und dies ist die Lösung, welche —7- unmittelbar vorausgeht. Scixt 
man ebenso n = 2 oder F = 1, G = 4 und nimmt man ebenfalls 
das untere Vorzeichen, so wird: 

?/ = 182- 180 = 2, s=l05 - 104 = 1. 
Mithin sind sämtliche Lösungen, in grofsen wie in kleinen Zahlen, 
in gleicher Weise in dem allgemeinen Ausdrucke enthalten, welches 
auch die besonderen Werte sein mögen, die aur Bildung dieser For- 
meln verwendet worden sind. 

Nachdem dieses festgestellt ist, ist es in keinem Falle not- 
wenilig, die gegebene Gleichung 

zu transformieren; man kann sich vielmehr darauf beschränken, 
den gewöhnlichen, im vorhergehenden Paragraphen angegebenen Weg 
zu verfolgen. Nachdem man gemäfs dieser Methode eine einzige 
Wurzel der Gleichung 

fx^ -\-- gx -\- It = 

in einen Kettenbruch entwickelt und die Entwicklung soweit fort- 
gesetzt hat, bis die erste Periode der Quotienten vollständig ist, 
genügt die Betrachtung dieser ersten Periode, um den allgemeinen 
Ausdruck der verschiedenen Näherungsbrüche zu erhalten, welche in 
den aufeinanderfolgenden Perioden der gegebenen Gleichung genügen 
können. Und man kann sicher sein, dafs die so gefundenen Formeln 
absolut alle Lösungen enthalten, selbst diejenigen, welche sich, wegen 
der Unregeimäfsigkeit des Kettenbruchs in seinen ersten Gliedern, 
nicht unter den ersten Näherungsbr liehen vorfinden. 

91. 
Um somit die Gleichung 

ISaUf - 3991ys + 22113^ 3 

aufzulösen, entwickle man einfach eine Wurzel der Gleichung 

1801«^ — 3991« + 2211=0 
in einen Kettenbruch. Die dazu erforderliche Rechnung, bis dahin 
fortgesetzt, wo die Wiederkehr desselben vollständigen Quotienten 
die Ausdehnung der Periode anzeigt, ist folgende: 
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1801 ' + • 


1: 





-1945+ H/i? o 1 

' -21 ■>+ . 


1 ; 


1 


'i + i)'»I o 1 


10: 


9 


24 + 11/37 j 1 


81: 


73 


l+iV* _ 1 1 


91: 


82 


2i + lVS 5^ 


172: 


156 


si+iysi j 1 


, Ö51 


:857 



Wie maa sieht, ist die nuaufhörlicli sich wiederholende Periode; 
1, 1, 5. Wendet man die Formeln des § 9 an, so findet mau, dafc 
die aus dem Bruche ^ sich ergebende Lösung, wenn mau 

(6 + 1/B7)2* ^F-\-GyWi 
setzt, die folgende ist: 

j/ = 81JP+465G 
s = 73^+4196, 

und die aus dem Bniohe -'--■ sich ergebende Lösung ist, wenn man 

(G + ]/ä7)^* + i= F' + G'yWi 
setzt, die folgende: 

t) = 9i.F' + 077(7' 
^ =82-F'-]-520G'. 

Setzt man in dieser letzteren F' = ii und G' = 1, und niuimt man 
das obero Zeichen, so findet man: 

)/ = — 31, s = — 28. 

Nun ist es leicht, sieh die GcwiTshüit zu verachafteu, dafs diese 
Formeln mit den in No. 89 gefundenen übereinstimmen. Man ha.t 
dazir nur an Stelle von F' und G-' ihre aus- der Gleichung 

F' + G- "|/37 = (6 + ]/37) {F + G ]/37) 
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sich ergebendeji Werte, iiilmlicli 

F' = ßF±-dlG 

einzusetzen. 

§ 13. 

Weitere Reduktion der Pormeln Ly'^-j- Myz + JVV, falls M^ — 47, A^ 

gleich einer positiven Zahl ist. 

92. 
Wir nehmen znnäeiist an, clafs der Coefficicnt 3f gerade, 
also die gegebene Formel die folgende sei: 

!ii No. 55 haben wir gesehen, dafs, wenn (^ — %>r gleich einer posi- 
tiven Zahl A ist, diese Formel stets auf die Form 

ay^ -\- ^hys — cs^ 
gebracht werden kann, in welcher a und c alle beide positiv und 
nicht kleiner als 2& sind, und in der ferner 

h^ + ßC = J- 
isi Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die verschiedeneu i'ormeln 

ay^ -\- ^liyz — cs;^, 
welche für eine gegebene Zahl A den vorhergehenden Be- 
dingungen geniigen, auf die möglieh kleinste Anzahl zu redu- 
oieren. Wir zeigen zunächst, wie man zu diesen Formeln 
kommt. 

Ist z. B, yl = 79 = fe^ -f" <^"') ^<* gebe man h der Reihe nach die 
Werte 0, 1, 2, 3 und keine andern mehr, da ft kleiner sein mufs als 

]/y- Jeder Wert von b giebt einen Weit von ac = l'ä — V ; 
jedoch ist dieser nur dann brauchbar, wenn er sich in zwei Faktoren, 
die nicht kleiner als 2& sind, zerlegen läfat. Die Einzelheiten der 
Bfichnung, bei welcher beständig a<.c vorausgesetzt ist, sind folgende: 
ö = 
1) Uc = 79 ß= 1, c= 79 



a>0 
2) Lc = 78 



-39 
26 
13 
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1 a>4 












1 6 — 3 












4) oc — 70 


a 


= 7, 


c— 10 






1 o>6. 










Hieraus ersieht mau, dafs sieh 


jede 


unbestimmte Gröfse 


hei 


welcher 




-79 




ist, 


auf eine der zwölf folgend 


en Formen reducierei: 


, mut 




!,«-79 


'2' 




79i/' - »' 






2/ + 2»« - 


- 39 «• 




39!,' + 2*2 - 


-3»' 




39' + 2!/2 - 


-262' 




26s/' + 21/2 - 


-32' 




6!)' + 2!/«- 


-132' 




13j,' + 2»2- 


-62" 




6!/' + 4!/2- 


-162' 




15»/' + 4»/2 - 


-52' 




7»' + 6ye - 


-102' 




lOj- + 6j/2 - 


-72'. 



Von tlieeen zwölf Porraen sind sechs nichts anderes als die andern 
sechs mit entgegengesetztem Vorzeichen genommen, wobei man noch 
zu beachten hat, dafs sich die Form ay^ -{- ^hys — c^ tou der Form 
a,'^ — 26j/iS — es^ nicht unterscheidet, da man s ohne unterschied 
positiv oder negativ nehmen kann. 

Es kiiiin der Fall eintreten, dal's eine Formel 
ay^ -{- 2iy3 — c?? 
für gewisse Wertu von A mit der zu ihr inversen 

identisch ist, und zwar findet dies immer statt, wenn man 
der Gleichung vd^ — An^ = — 1 geniigen kann. Ist nllmlicb: 

und sot^t mau: '"' ~ ^'^' = ~ ^ 

ay^ -\- 2hys — cs'^ = Z = cz"^ — 21) y z — o,y"^, 
so erhält man, wenn man diese beiden Werte von Z, von denen der 
eine als gegeben, der andere als angenommen betrachtet wird, mit a 
multipliciert und zur Abkürzung 



setzt; 



ay-{- hs^x, ny -\~ lis -- 
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aZ = x^ — As^ 
— aZ =^ x'^^ Ab'^, 
und hieraus folgt wegen — 1 = m^ — Aii^: 

x"' — Äs"^ ^= (m/' — An^) {3? — Afi^). 
Um dieser G-leidiung Genüge ku leisten, kann man sie in die fol- 
genden beiden zerlegen: 

3;' + /y!Z= {m — nyi) ix -\- zVä) 
3^' — / yZ = {m + nYA) {x — ^yA), 
aus denen sicli ergiebt: 

x = mx — nAz 

s' ^ ms — nx = (m — hn)s — any. 
.Mithin ist zunächst s eine ganac Zahl; setzt man sodann an Stelle 
von X und a/ ihre Werte ay -\- bs, ay -|- 6s', so erhält man nach 
einigen Vereinfachungen: 

y' = {m-\- hn)y — cnz. 
Folglich ist auch y' eine ganze Zahl, und somit ist die Formel 
ay^'\-'2hyz — cs^ dieselbe, wie die zu ihr inverse cd^ — "ihy e —a'^^. 
So lange A nicht gr^fser ist als 1003, zeigt der Anblick der 
Tafel X, ob die Gleichung m^ — At^ = — 1 möglich ist; sie ist es 
stets (No. 43), wenn A eine Primzahl von der Form 47e + 1 ist, 
und überhaupt müssen alle Primfattoren von A oder —A von der 
Form 4fc + 1 sein. Indessen ist diese Bedingung nicht hinreichend, 
da sie z. B. bei den Zahlen 34, 146, 205 u. s. w. erfüllt ist, ohne 
dal'a die iu Rede stehende Gleichung möglich wäre. 

94. 
Nachdem wir dies vorausgeschickt haben, lassen wir die Methode 
folgen, vermittelst deren man unter allen zu derselben Zahl A 
gehörenden Formeln diejenigen auffinden kann, welche mit 
einer gegebenen Formel atf + thys — ■ cz^ identisch sind. 
Wenn die Formel 

Z = af -\' 2byB — cs^ 
mit einer andern Formel 

ay'^ + 2b'y'z' — es"' 
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identisch ist, so mufs diese aus der ersten durch iri^eiid eine Traud- 
formation entstehen. Nun besteht die allgemeinste Transi'onuation 
darin, dafs man setzt (No. 53): 

wobei die Zahlen ji, q, jfj s" nicht vollständig willkürlich*) sind, 
sondern der Bedingung 

genügen müssen. Nehmen wir also an, dal's sich durch Einsetzen 
dieser Werte 

Z = a'y'^ + 2h' y d — c's'^ 
ergebe, so erhalten wir: 

a = ap^ 4-2&j)g — cq^ 
h' = app'* + iijjq" +p°fi) — cq>f 
— c' = ap"^ -\- 2hp°<f — ■ cg"^ 
Will man uui!, dafs dio Zahlen «' und — c' wirklich von entgegen- 
gesetzten Zeichen seien, damit die transformierte Formel der gegebenen 
ähnlich sei, so mufs eine Wurzel der Gleichung 

ax'' + 2&a; — c = 
zwischen den beiden Brüchen —^, — liegen. Da ferner 

und somit die eine der Zahlen a' und c notwendig 'CyA ist, so 
mufs wenigstens der eine der beiden vorhergehenden Brüche unter 
den Näherungsbrücheu der Wurzel x (§ 12) enthalten sein. Ist — 
dieser Bruch und nimmt man für —tt den Näherungsbruch, welcher - 
vorhergeht, so sind die vier Zahlen p, q, p", q° durch zwei auf- 
einanderfolgende Brüche bestimmt, welche sich aus der Entwicklung 
von X in einen Kettenbruch ergeben. Ich bemerke jedoch, dafs man 
nicht einmal diese Brüche zu berechnen braucht, um die aufeinander- 
folgenden transformierten Formeln öi'j/'^ + 2&'»/'ä' ~ c's'^ zi\ erhalten, 

Ist nämlich -■- — ^- — der dem Näherungsbruche — entsprechende voU- 

■*) Diu Buchstabeti p und q Btchoii aa den Koeflicienten der urspi'iLnglii;licn 
Form, die wiv durch py^ -{■ 2qyz -\- rs^ dargestellt hatten, in keiner ße- 
aieliiiug. Anm. d. Verf. 
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ständige Quotient, so bat man, wie wir oben (No. 59) gel'unden 
baben : 

ap^ + 'üp'l — c^ = J){ji(f — p'^q) 

apf -\-h{f4'-\'fg) - cqq° = — J (pq'* — p^g) 

ap"^ + 262>V — ^2"^= — ^''ipq" —p'^q). 
Mitbin wird die transformierte Formel Z einfaeb: 

Z= (p2« -/2) {Dy'' -^ 2Jy'/ - D'd'). 
Man leitet dalier aus jedem vollständigen Quotienten unmittelbar und 
ohne alle ßeebnung die entaprecbende transformierte Formel ber, 
Ea dürfte überflüssig sein, hinzuzufügen, dafa der Wert des Faktors 
pq'^ — p^q bei der ersten transformierten Formel — 1, bei der zweiten 
+ 1 ist, und so abwechselnd weiter. 

95. 
Suchen wir z. B. die transformierten Formeln, iu welcbu dio 
Formel 

übergeben kann, so müssen wir dieselbe llecbuung mistellen, als ob 
es sich darum bandelte, eine Wurzel der Gleichung 

3;ä _ 79 = 
in einen Kettenbruch zu verwandeln. Folgendes ist die hierzu er- 
forderliche Rechnung nebst den daraus sich ergebenden transfor- 
mierten Formeln: 



Y7S _ 8 + 


Transformierte Formeln; 


J^S_ j^ 


- 15s» + ISys + ^' 


ys + i , , 

2 ' + 


2,f — Uys — 152» 


^^- 1 + 


- lös» + Uys + 2«" 


'^ + »--16 + 


S»— \^ys— lös» 


VT'+A^ 1 + 





Man braucht die Rechnung nicht weiter fortzusetzen, da die immer 
wiederkehrenden nämlichen Quotienten auch zu denselben transfor- 
mierten Formeln führen. Man sieht also, dils \Wr, dei ^i.-,ebi,nen 
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Formel if — IQs^ nur vier trausformierte Formeln eiitstclicü, und 
ilieae redncieren sich wieder auf die beiden folgenden: 

2i/ — Uys — 15/- 
»/ + \Qya - 15g^ 

Bringt man sodann diese auf die gewöhnliche Form, in der 2h<.a 
und <t ist, so gehen dieselben über in: 
2f — 2y0 — 39s^ 
y^ — 79s^ 

und da die eine von diesen beiden nichts anderes ist als die gegebene 
Formel, so gieht es in Wirklichkeit nur eine transformierte Formel 
derselben, nämlich 2y^ — 2ijs — 392*. 

Um die andern Formeln, welche wir für den Fall A = 79 ge- 
funden haben (No. 92), zu redncieren, betrachten wir eine von ihnen z.B. 

3y^ -f 2ys — 2Qs\ 

und entwickeln eine Wurzel der Gleichung 

3a:^ + 2x-~26 = 

in einen Kettenbriicb. Wir finden so die transformierten Foniiehi: 



— l-j-VTJ 
S 


= 2 + 


Transformierte h^rmehi: 


V79 + 7 
10 


= 1 + 


-— lOj/^ + 14?/s + 32^ 


V79 + 3 

f 


^1 + 


7,/^ fiyg- 10,;^ 


V^ + i 

9 


= 1 + 


_ 9f+ 8j/.-f 7.= 


1/79 + 5 
G 


= 2 + 


6?/ - lOj,^ - 9^'^ 


1/79 + 7 


= 3 + 


— 5y^ + 14^2+ Ös^ 


Vt^ + s 

3 


= 5 + 


3?/- If5ys— 5s^ 


1/79 + 7 


= i\. s. w. 


n s w 



Bringt man diese sechs transformierten Formeln auf die gewöhnliche 
Form, so werden dieselben: 



y Google 



g 13. Wratwc Reduktion dcv forinoln J.if + Myg + Nz' n- a. w, 1S7 

7j,« _ Qy^ _ 102' 
6j,- 4. 2yg - IdM^ 

Hieraus geht hervor, Öafa die oben für die Tinbestinimte Gröfse 
P^f + 25J/S + rs^ im Falle g' — pr= 79 gcfuüJeiiuu /.wölf Formen 
sich auf folgende vier reducieren: 

/ ~~ 79«' 79y« - 2' 

3y2 _j_ 2j,5 _ 26s' 26y' — 2ys ~ 3s'. 

Mithill kann jede Gleichung von der Form: 

ptf- + 2qy£ + rs' = + -ff, 
bei welcher 

(f—pr^ld 

ist, stets auf eine der beiden Gleichungen 

f — 79/ = ±R 
3if + 2ys — 26s' = + 11 
zuriicligeführt werden. 



Nach diesen Principien ist die Tafel I konstruiert worden. In 
1 findet man für jede niehtquad ratische Zahl A von 2 bis 136 
die verschiedenen Hauptformen, auf welche sich die unbestimmten 
Formeln Ly^ -\- 2My^ -\- Nb^, in denen M^ — LN= Ä ist, stets 
reducieren lassen. Die Zeichen +, mit denen die meisten Formeln 
behaftet sind, zeigen zwei Formen an, die in gleicher Weise möglich 
sind, sich aber gegenseitig ausschliefsen. Sind die B'ormeln nicht 
mit dem Doppelzeiehen versehen, so gelten sie so, wie sie angegeben 
sind, doch würden sie mit entgegengesetztem Vorzeichen ebenfalls 
stattfinden. 

80 findet man z. B. neben der Zahl 93 die redueierte Formel 
i {y^ — 93s^. Dies bedeutet, dafs jede gegebene Formel 

py^ + 2qyz + rz\ 
in welcher g' — ^r = 93 ist, sich stets auf die Form j/'^ — - 932'^ 
oder auf die Form 93s'^ — j/'', niemals aber auf beide Formen zu- 
gleich bringen läfst. 
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Dagegen finiiet man neben der Zalil 97 die Formel y^ — 97s^ 
olme Doppelzciclieii. Dies bedeutet, dafs jede gegebene Formel 

Py^ + 22^/2 + rz^, 
in welcher q^ — j)r = 97 ist, sich stets auf die Form y'^ — dls"^ 
bringen läCat. Sie kann aber, wenn man will, auch auf die Form 
97/^ — y'^ gebracht werden, da man in diesem Falle der Gleichung 
m' — 97 w^ = — 1 genügen kann. 

97. 

Wir betrachten jetzt die unbestimmte Formel: 

Ly^ + Mys + Ns'\ 

in welcher M eine ungerade Zahl und die Gröl'se IP — iLN 

gleich einer positiven Zahl B ist. Diese Formel läfst sich stets 

auf die Form bringen: 

af + hy^ — cs^, 
m welcher 7,u gleicher Zeit a und c positiv, 5 < » und < c und 
b^ -\- 4ac = B ist. Mittelst der einen, als bekannt voraus- 
gesetzten Zahl S kann man leicht alle Formeln ay^ -^hys — cs^ 
finden, welche den vorstehenden Bedingungen genügen; 
sodann aber handelt es sieh darum, diese Formeln auf die 
geringste Anzalil zu reducieren, indem man die überflüssigen oder 
in den andern enthaltenen E'ormeln weglUTst. 

Dazu betrachten wir eine von diesen Formeln: 
ay^ + iys — c/j 
oder vielmehr das Doppelte derselben: 

2af + 2hy0 — 2cs^ 
Da alsdann der Koefficient des mittleren Üliedes gerade ist, so kann 
man auf demselben Wege wie vorher zur Aufsuchung der aufeinander- 
folgenden Transformationen derselben schreiten. Zu dem Zwecke 
mufs man eine Wurzel der Gleichung 

2ßa:ä + 2&a; — 2e = 

iü einen Ketteubriich entwickeln. Diese Würze! sei x = ■■■ - ^ 

Die transformierten Formeln sind ebenfalls von der Form; 

2a'y^ + 2b'yz — 2c s^, 
die sich stets aus dem Ausdruck 

ipq'' —fq) {By^ — 2<TyB ~ 1)"^'') 
ergiebt. Dabei ist der allen gemeinsame Faktor 2 nicht hinderlich, 
um mit gleicher Leichtigkeit die identischen Formen zu erkennen. 
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In Wahrheit giebt es also keinen wesentlichen unter- 
schied zwischen der Art der Behandlung des Falles, wo M 
gerade, und desjenigen, wo M ungerade ist. Indessen müssen 
die Resultate dieses letzteren Falles in einer besonderen Tafel ver- 
zeichnet werden, welche für jode Zahl H von der Form 4» -|- 1 ^^'^ 
wesentlich verschiedenen Formen angiebt, auf welche sich alle un- 
bestimmten Formeln Lif -^ Mys -f" Nz^, in denen M ungerade und 
M^ — ALN = B ist, zurückfuhren lassen. 

98. 
Um von der Berechnung dieser Tafel ein Beispiel zu geben, sei 
B = 181, Wir suchen zunächst die verschiedenen Werte von a, h, c, 
welche der Gleichung 

63_j_4«e = 18l 

genügen, und da den andern Bedingungen zufolge die imgerade Zahl & 
kleiner als 1/-^- sein mufs, so setzen wir der Reihe nach Zi = 1, 3, 5, 
Dies giebt, wenn wir n < c annehmen: 

■ i = l « = i, c = 45 

= 45 B, 15 

. a>\ 5, 9 

{ & = 3 
2) |cEC = 43: nicht zerlegbar 
U>3 
/ 6 = 5 
3} I ö(i = 31): nicht zerlegbar in Faktoren, die gröfser als 5 sind. 
l a>5. 
Mithin lassen sich die unbestimmten li'ünueln iy^H- illys + A's^, in denen 

M' - 4ijV"= 181 

ist, sämtlich auf eine von den folgenden sechs Furiuen zurückführen: 

+ (j/' +2/S — 45s^} 

± W + ^s - 15«^ 

Da übrigens 181 eine Primzahl von der Form A.n -\- \ ist, so ist die 
Gleichung -k^ — 181n^= — 1 möglich (No. 43); somit reducieren 
sieh, wenn man das Doppelzeiehen wegläfst, die vorhergehenden 
sechs Formen auf drei, Es bleibt also nur zu untersuchen, ob diese 
drei Formen sich auf eine geringere Anzahl reducieren. 
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Dazu suchen wir die transformierten Formeln zu 2y^-^2yii — 00^^, 
indem wir eine Wurzel der Gleichung 2^ + 2a; — 90 ^= durch 
folgende Rechnung in einen Ketteubruch etitwiekeln: 
-I+)/iS 



M + > 



11 + 1/181 
13 + "1/181 



~ (! + 

_ 4 + 

- 2 + 

- 2 + 
,= 4 + 
-13 + 



Transformierte Formeln. 



6f + £ 



)/.+ 2.^ 



lOf -h 22ys ~ 62^ 
— 10)/'+ lSys+ lOs^ 

6)/^ + 22ys - 10^' 
~ 2y^ + 26y5+ 6s^ 

6j/^ + 26ys — 20^ 



Hierauf mufs msü diese transformierten Formeln dnntli 2 <li¥itliereti 
und dieselben dureli Verkleineiiing des mittleren Koeffieienten auf 
die gewöhnliche Form bringen. Ich bemerke nun, dafs dies auf 
zweierlei Weise geschehen kann, Sübaltl dieser Koefficient grofaer 
als jeder der beiden äufseren ist, Z. B, kann man in der trans- 
formierten Formel 

- Sj,' + 13JZ + s= 
an Stelle von y sutzen: y -\- 2s; dies giebt: 

- 3f + »s + 15«'; 

oder mau kann s — Gj; an Stelle von s setzen, und dies giebt: 

s^ + 2/s — ibf. 
Behandelt man (henso die beiden eisten transformierten Formeln, und 
beachtet man, dafs es wegen der besonderen Bescbaffeuheit der Zahl 181 
gestattet ist, m jedem Resultat sämtliche YorKeicben zu ändern, so 
findet man, d.ifb sie allein folgende drei Formen in sich enthalten: 

j/^ + (/„- — 45c= 
3/ -ys- 15s^ 

Man braucht dabei nicht eiat die andern transformierten Formeln 

zu berücksichtigen, vielmehr ist man sieher, dafs die einzige Form 

y^ -\-y^ - 452- 
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alle übrigen in sich fafat Mithin läfst sich jede unbesiiiural^e Gleichung 
in welcher ^f + ^»' + *«' " + ^. 

ist, stets auf die Füi 
zurüekt'ühren. 



M' - 4LJV = 

f + y^ — 4i^ä 



= H 



99. 



Die Tafel 11 gieht ilie Eeduktionen dieser Art für alle Zahlen Ji 
von der Form in -\- 1 von 5 bis 305. Diese Tafel kann, unabhängig 
von ihrem sonstigen Gebrauch, die Auflösung der Gleichungen von 
der eben erwähnten Form, in denen .iß die Zahl 306 nicht Qber- 
steigt, bedeutend erleichtern. 

Es dürfte vielleicht nicht unnützüch sein, an einem Beispiele 
au zeigen, wie man diese Reduktionen in den besonderen 
Fällen wirklich ausführt, 

Es sei die Gleichung gegeben: 

333)/' — ll^ys + 388^!^ = H. 
Um durch eine einfache Rechnung die Transformation der linken 
Seite zu erhalten, entwickeln wir eine Wurzel der Gleichung 

3333;^ -719a^+ 388 = 
in einen Kettenbruch und berechnen zugleich die daraus sich er- 
gebenden Näherungsbrüche. Folgendes sind die Einzelheiten der 
Rechnung, die man blofs soweit fortzusetzen brauchte, bis die voll- 
ständigen Quotienten aufhören, irregulär zu sein, die wir aber durch 
eine ganze Periode hindurch ausgeführt haben, da diese Periode nur 
aus drei Gliedern besteht. 



1: 



719 +1/145 
f.66 


- 


1 + 


- 53 +yi« 

— 4 


= 


10 + 


l;i +yu5 

6 


- 


i + 


ii+yi45 

4 


- 


5 + 


o+yus 

16 


- 


1 + 


7 +VT4li 


- 


3 + 


e 


ii+riM 


_ 


5 + 



11:10 
45 : 41 
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Hieraus uiii^ aus ilen Artikeln 94 und 97 folgt, tlafs man, wenn man 
j, = 45«/' + lls 
s = 41«/ + 10/ 
setzt, als Transformation der linken Seite erhält: 

- (2!/" - lljV - 3s'). 
Diese transformierte Formel ist noch nicht auf tue geeignete Form 
gebracht; man mufs, damit der mittlere Koefiicient nicht gröfser als 
die beiden äufseren sei, 

!,-_..- + 3/ 

annehmen. Dies giebt: 

-2m'^ — «'2'+ 18/^ 
Man mufs demnach setzen: 

y = 45m' -I- 146s' 

s = 41m' + 133/. 

Alsdann ist die aus der gegebenen Gleichung durch Transformation 

hervorgegangene Gleichung in ihrer einfachsten Form folgende: 

2m'^ + wV - 18/^ = -H. 

§ 14. 

Entwicklang der reellen Wurzel einer Gleichung beliebigen Grades in 

einen Kettenbruch. 

III 
Es sei di Aiifgabe ^ t Ut eine leoUe Wiirzel dei Cleichung 

«X +ij ' + 11- + +; -1 

deren Koefficienti,n „anze \o it ve oltr m.^'it \ Zahlt, sml m 
einen Eletteubiuch zu entwickeln 

Zunächst k^nn man imiehmen dafs diei>e Ixleichunj, duicli kernen 
rationalen Faktoi teill ir ist denn im andern Falle konnte min k i 
Faktor, der mit dei zu entwickelnden Wurzel nichts zi tlm hit 
unterdrücken, woduich die Rechnung bedeutend einfacl ei wei len 
würde. Aus demselben Gimde kann die gegebene Gleicl uug keine 
gleichen Wurzeln haben dt,nn hittn aie solche SO würde \ e di ml 
einen rationalen Fal tor dei sich nach den bekannten Metho len leicht 
finden liefse, teilbai sein 

Dies vorausgeschickt wiid die b tieffenle unter allen andern 
ausgewählte Wurzel wenigstens bis luf eine Linheit bekannt sein 
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Ist a die kleinere der beiden lienachbarden ganzen Zahlen, zwischen 
.denen sie enthalten ist, so setze man, 

wenn x positiv ist, x ^ k H r 

wenn x negativ ist, a; = — « — — - ■ 

Alsdann ist man sicher, dafs der Wert von x positiv und gröfser 
als 1 ist Setzt man diesen Wert in die gegebene Oleichung ein, so 
erhält mmi die transformierte Gleichung: 

dx'" + h'x'"—^ -\- c'x'"—^ -\- ■■■-{-¥ = 0, 
welche zur Bestimmung von x' dient. Nun weifs man bereits, dafs 
der Wert von x', dessen man bedarf, positiv und gr'öfser als 1 ist; 
es kann sogar mehrere Werte von x' geben, welche diese Bedingungen 
erfüllen, da es mehrere Wurzein der gegebenen Gleichung geben 
kann, welche, ohne gleich zu sein, zwischen a und a ■\- l enthalten 
sind. Man versuche demnach für x' der Reihe nach die Zahlen 
I, 2, 3 u. s. w., bis man nach den bekannten Kennzeichen die nächsten 
ganzen Zahlen, zwischen denen der Wert von x' liegt, findet, Ist ß 
die kleinere der beiden, so setze man: 

«• - c + i-. 

und substituiere diesen Wert in die Gleichling für x'. Dadurch er- 
hält man zur Bestimmung von x" eine neue transformierie 
Gleichung: 

d'x"" + b"x"''~^ H + r = 0, 

die man ebenso wie die vorhergehende behandelt. Indem man iu 
dieser Weise, soweit man will, fortfährt, wird der Wert von x olfen- 
bar durch folgenden Kettenbruch ausgedrückt werden: 

Mit Hülfe dieser bekannten Quotienten berechnet man dann wie ge- 
wöhnlich die Näherungsbrüche von x. 

101. 

Sind ^, - Kwei von diesen aufeinand erfolgenden Brüchen, und 

ist 3 der dem letzteren entsprechende vollstilndige Quotient, so hat 

mau der bekannten Eigenschaft zufolge: 

pe + P^ 

9S '-i- 9" 
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Mau kann somit direkt eine beliebige transformierte Glei- 
chung finden, indem miiii diesen Wert an Stelle von x in die 
gegebene Gleichung einsetzt. Ist 

^s" + Bä"-^ + Os—ä-H h -f»-' = 

diese transformierte Gleichnng, so erhält man: 

SO dals nach unsern gewöhnlichen Bezeichnungen allgemein sein 
würde : 

K = A", oder K' = Ä. 

Es ist indessen viel einfacher, nach und nach jede transformierte 
Gleichung auf die bereits auseinandergesetzte Weise aus der yorher- 
gehenden transformierten Gleichung abzuleiten. Um in dieser Hin- 
sicht die Itechnung möglichst einfach zu machen, bemerken wir, dafs 
sieh, wenn man 

^-, + i- 

setzt und dadurch die vorhergehende Gleichung in die folgende 
A-s" + -ßV"-i + C'/"-^ -I ^- JC = 

Übergeht, die nachstehenden Gleichungen ergeben: 

A = ^fi" + ^(i"- 1 + Cfi—^ H h -K 

B' = nÄfi"-' -\- {n - 1) JJ,(t«-^ + (« — 2)CV''-»-| 



IC = A. 
Bezeichnet man demnach die Funktion 

mit ip(s) oder <p, bildet sodann durch Differentiation nach oud nach 



die Grolaen; 



und setzt darauf an Stelle von s den angenäherten Wert ft ein, so 
geben diese GrÖfsen bezüglich die Werte der Kooffleienten A', li', C, ■ - - 
in der folgenden transformierten Gleichung. 

Dies ist die Methode, welche zuerst Lagrange für die 
Entwicklung der Wurzeln der Gleichungen in einen Kettenbruch 
angegeben hat. Indessen würde diese Methode in der Pra.\is von 
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absehreelieiider Lauge sein, wenn nicht derselbe Autor ein sehr ein- 
faches Mittel angegeben hätte, wie man, ohne zu probieren, die 
Reihe der ganzen Zahlen a, ß, y, d . . . fortsetzen kann, sobald einige 
der ersten Glieder bereits bekannt sind. Diese Vervollkommnung 
besteht in Folgendem. 

102. 
Die Formel 

giebt: 

g = r^ — p- 

X> — qcc ' 
oder: 

2 _!_ 9°. ^ PJ^7i_P^^. . 
9 <l{p — <l^) 

Bezeichnen wir stets mit a> die Wurzel, welche man entwickeln will, 
mit ajj, a^, x^, . . . die andern Wurzeln der gegebenen Gleichung und 
mit Sj, %, Tj, . . . die entsprechenden Werte von s, so hat man aufser 
der vorhergehenden Gleichung noch die w — 1 folgenden: 






Sl - 



q{p — qx,) 



Addieren wir alle diese Gleichungen und beachten wir, dafs, da die 
Gleichung m s ist: A^ -\- Bs"--'^ -] ■ = 0, man erhält; 

. + .. + ., + «, + ...--1, 

so ergiebt sich als Summe: 

-^-~-j+(n~l)-~ {„' - f,) ^,- - + -^,- , 
WO zur Abkürzung 

P I> P 

3 ' a ■''^ 2 " 

gesetzt ist 

Ist nun die Zahlgröfso — ^ hinreichend klein, um vernachlüasigt 
werden zu können, so wird offenbar der Wert von x auf direkte 
Weise und ohne alles Probieren durch die Formel 
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gegeben sein. Man mufs somit für (t die gröfate in diesem Werte 
enthaltene ganze Zahl nekmenj dieses ;i ist dann der dem Nitlierungs- 
bruche — entsprechende Quotient, Hit Hülfe dieses Quotienten be- 
rechnet man sodann den folgenden Bruch ^ nnd die folgende trans- 
formierte Gleichung för /, so dafs man also die Rechnung, soweit 
man will, ohne alles Probieren fortsetzen kann. 

103. 

Die Gröfse A ändert sich mit den verschiedenen Brüchen — , 
auf die sie sich bezieht; sie kann aber nicht unendlich grofs 
werden, da sonst ein Nenner z.B. — — x, gleich Null sein müfsfce 
und somit die gegebene Gleichung einen rationalen Teiler p — qx 
hätte, was gegen die Voraussetzung ist. 

Jedoch kann diese Gröfse A zuweilen sehr beträchtlich 
sein, und zwar wird dies stattfinden, wenn zwischen der Wurzel x 
und einer oder mehreren der andern Wurzeln x^, x^, ■ ■ ■ nur ein 
geringer Unterschied stattfindet. Da sich übrigens die Näherungs- 
brüche " sehr sehneil dem Werte vön x nähern, so werden sich 
offenbar die Gröfsen A nicht weniger schnell der Grenze 

nähern. Setzt man also die Berechnung der Glieder des Kettenbruches 
und die der Näherungabrüche nach der ersten Methode soweit fort, 

bis — .- kleiner ist als ein bestimmter Bruch — , oder biti mau 

r ™ 

9 > Y'fm 
hat (wobei T positiv genommen ist), so ist klar, dafs der oben ge- 
fundene Wert von s nämlich: 

nur um eine Gröfse, die kleiner als — ■ ist, fehlerhaft ist. Mithin 
reicht schon eine ziemlich unvollkommene Kenntnis der Wurzeln der 
gegebenen Gleichung, ja sogar allein die Kenntnis derjenigen, welche 
nur wenig von der zu entwickelnden Wurzel verschieden sind, aus 
zur Bestimmung der Grenze, nach welcher man die Rechnung mit 
Hülfe der vorhergehenden Formel ohne alles Probieren fortsetzen kann. 
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Zu diesen von der gegebenen nur wenig verscliiedenen Wurzeln 
niufs man aucli die imaginären Wurzeln hinzunehmen. Denn ana- 
lytisch ausgedrückt ist eine Wurzel a -^ ß y— 1 , in welcher — 
sehr klein ist, als nur wenig von a verschieden zu betrachten. Hat 
man daher eine imaginUre Wurzel iC^ = a + |5]/— 1 und demnach 
noch eine zweit« 3!^ = k — /3 ■[/ — 1, so ergeben sich aus diesen beiden 
Wurzeln, wenn man sie in den Wert von T einsetzt, die beiden 
Glieder; 

L„__ + \ -^ 

und diese reducieren sich auf die reelle G-rÖfse: 

Diese Grölse kann das Maximum ^ nicht überschreiten; jedoch kann 
sie noch ziemlich grois sein, wenn ß und ebenso x — a sehr klein ist. 
Wenn die Differenz zwischen der Wurzel x und jeder der andern 
Wurzeln (diese Differenz verwandelt sich in die Summe, wenn die 
beiden Wurzeln entgegengesetztes Zeichen haben) grijrser ala 1 ist, 
dann ist offenbar T kleiner als n — 1, und die Grenae von g ist: 



3 > !/(« ^ 1) m , 
also ein ziemlich kleiner Wert. Sonach kann man von der l'ormel 
fast vom Beginn der Rechnung an Gebrauch machen und hat als- 
dann fast gar nicht zu probieren. 

Wenn dagegen die Wurzel x nur wenig von einer oder mehreren 
reellen oder imaginären Wurzeln der gegebenen Gleiehvmg verschieden 
ist, so mufs man die erste Methode bei einer gewissen Anzahl von 
Gliedern anwenden; indessen wird man bald die Grenze j > y Tm 
erreichen, wonach man die Rechnung ohne das geringste Probieren 
fortsetzen kann. Man kann übrigens bemerken, daCs, im Falle es 
wirklich zwei oder mehrere wenig von einander verschiedene Wurzeln 
giebt, die Gleichung 

«ö«"-^ + (n — l)6rr'-^ + (»* — 2)cx"-= -J = 0, 

welche beim Vorhandensein von gleichen Wurzeln gilt, wenigstens 
annähernd auch dann richtig ist, wenn nur wenig von einander ver- 
schiedene Wurzeln vorhanden sind. Dies kann zur Auffindung der 
ersten Ziffern dieser Wurzeln von Vorteil sein. 

10* 
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104. 
Wenn die Operation der Entwicklung bis zu einem gewissen 
Punkte fortgeseliritteii ist, und die Neuner q der Näheruugsbrüche 
anfangen etwas gvofs zu werden, so giebt die l'ormcl 

nicht allein den Quotienten (t, welcher dem Bmehe ■— entspricht, 
sondern man kann auch, wenn man diesen Wert von ß in einen 
Kettenbruch entwickelt, die aus dieser Entwicklung sich ergebenden 
Quotienten den bereits gefundenen Quotienten anreihen. Dieselben 
sind geiia-u bis auf eine Grenze, die wir jetzt bestimmen wollen. 
Da der genaue Wert von S 

ist, so veranlafst die Vernachlässigung des Ghedes - , einen Fehler 

(I 
in X, welcher durch die strenge Gleichung 

+ 1 

gegeben wird, wenn man darin s + " v ^^ Stelle von s und x-j-dx 
au Stelle von x setzt. Man findet so: 

5^ = ^^^^. 
Sind (t, (i, ji", . . . <o die Quotienten, welche aus der Entwicklung 

der Gröfse (« — 1) ^ 3- sich ergeben, und nimmt man an, dafs man, 

wenn man mittelst dieser Quotienten die Berechnung der Näherungs- 
brüche von x fortsetzt, zu dem Bruche -^ gelange, so wird dieser 
letztere ebenfalls (No. 9) ein Näherungsbruch sein, wenn man ha.t: 



Sobald daher 

oder 

oder ungefähr 



.1 >_..JA... . 



ird der Bruch y- ebenfalls einer der Nälierungsbrüche 1 
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aein. Gehl ma,n demnach von dem Nälierungsbruche --■ aus, so liel'ert 
der entap rechen de Wert von s, in einen Kettenbruch entwickelt, die 
Quotienten, welche notwendig sind, nin die Näherangsbrüche von x 
soweit fortzusetzen, bis sie ungefähr doppelt so viel Ziffern haben 
wie der, von dem man ausgega,ngen ist. 

105. 
Beispiel 1. 
Ks sei die Gleichung 

x' — x' — 2x-\'\^0 
gegeben, deren Wurzeln belianntlich 

X = 2 cos --rc, X =^ — 2 cos -„-jc, X -=2 cos --x 

sind, wo jt der lialbe umfang eines Kreises mit dem Radius 1 ist. 
Man hat also nahezu: 

X = 1,802, :c = — 1,247, X = 0,445. 
Um zunächst die erste Wurzel zu entwickeln, beachte man, dafs man, 
da die Differenzen zwischen dieser Wurzel und den beiden andern 

X —x^^ 3,049 und x — x^^ 1,357 
sind, die Grenze erhält: 

Mithin wird die Formel, welche den Wert von s giebt, mindestens 
bis auf — — genau sein, wenn ^>yiÖ oder (^>3 ist, und mindestens 
bis auf -r^ genau, wenn g > 10 ist. Es giebt also in diesem Falle 
gar kein Probieren. Im Übrigen sind die Einzelheiten der Rechnung 
folgende. 

Da der Wert von x, den mau entwickeln will, zwischen 1 und 2 
liegt, so sefc?:e man: 

a.'=l+ -~. 

Dadui'ch erhält man die transformierte Gleichung: 

_ / _ ^a _}_ 2^ _|_ 1 = 0. 
Bei dieser erkennt man leicht, dafs der positive Wert von s eben- 
falls zwischen 1 und 2 liegt. Man setze also s = 1 -]- --.- oder ein- 
fach 1 -) an Stelle von S] denu es ist unnötig, die Unbekannten 

der aufeinanderfolgenden transformierten Gleichungen durch Striche 
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Yon einander zu unter scheiden; man weils, daCs sie verschieden sein 
müssen. Die transformierte Gleichung wird also: 

z^ — Ss^ — A0~-l= 0. 
In dieser letzteren liegt der Wert von s zwischen 4 und 5, so dafs 
man i -{- — an die Stelle von s zu setzen hat. Um jedoch diese 
Substitution nach der in No. 101 angegebenen Methode auszuführen, 
bilde ich der Reihe nach die Gröfsen: 

^ = ä» _ 3ss _ 4« _ 1 

IJ- = 30^-6.-4 

Darauf setze ich in diese Gröfsen den Wert « = 4 ein und erhalte 
die vier Zahlen — 1, 20, 9, 1, wonach sich folgende transformierte 
Gleichung ergieht: 

- 3^ _(_ 202^ + 9ä + 1 = 0. 

Jetzt ist die Rechnung weit genug vorgeschritten, um ohne Probieren 
fortgesetzt werden zu können. Zunächst bilden wir mit Hülfe der 
gefundenen Quotienten 1, 1, 4 die Näherungshrüche, wie folgt: 
Quotienten; t , 1 , 4 

Näherungsbrüehe: -^, yi r> T* 
Die durch die letzte transformierte Gleichung bestimmte Grijfse s ist 
der dem Bmclie — entsprecliende vollständige Quotient. Der Formol 

^ _ ^a" „ _^ 
q Ä 

zufolge hat man aber: 



Mithin ist 20 die gröfste in s enthaltene ganze Zahl. Mittelst dieses 
neuen Quotienten 20 kann man die Berechnung der Näherung sbruche 
um ein Glied weiter fortsetzen, nämlich: 



Um die folgende transformierte Gleichung zu erha.lten, bildet r 
die vier Gröfsen: 
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^ = — S^ + 20s' + ÖS + 1 
' ' = - 3f/ + 40^ + 9 






-20 



"2". 3ds= ' 

und setzt darin den Wort s ^ 20 ein. Dies giebt die vier Zahlen 
181, — 391, — 40, — 1, und deninach wird die neue transformierte 
Gleichung: 

181s'— 3913^ — 40s — 1 =0. 
Der angenäherte Wert von s in dieser transformierten Gleichung ist 
zufolge unserer Formel: 



mithin ist 2 der nächstfolgende Quotient. Indem man so weitergeht, 
findet man die in folgendem Schema niedergelegten Resultate: 

Entwicklung der zwischen 1 und 2 liegenden WurBel. 



Gegebene Gleioliimg und die aufeinan darf olgende b 
tviiEefocmierten Gleichungen. 



lii 



Nahei-nng 
brache. 



2a!+ 1. 



1:0 



— s"~s' + 22 + 1 = 

— l' + 20«" + 9« + 1 ~ 

181s" — 391«' — 40« — 1 — 

— 197«' + 568«' + 696« + 181 = 

2059«" — 1216«' — 1206« - 197 — 

— 669a' + 2640«' + 4961« + 2069 = 

2621«' - 24931«' — 7622» — 669 = 

-47879 «" + 260168 «' + 60699« + 2621 —0 



1: 1 

2:1 

9:6 

182 : 101 

373 : 207 

1301 : 722 

1674 : 929 

11346 : 6296 

116124:63889 



Die letate transformierte Gleichung liat zur Wurzel näherungsweise: 

_ 12502^ , 250158 

^ e3889 ~i" 47879" ' 
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und diese Gtöfse giebt, in einen einzigen Brach verwandelt und in 
einea Eefctenbmcli entwickelt, die Quotienten 5, 2, 2, 1, 2, 2, 1, 18, 
1, 1, 3 . . . Man kann also mit Hülfe dieser den bereits gefundenen 
Quotienten anzureihenden Quotienten die Berechnung der Näherungs- 
brüche fortsetzen, bis ihre Zähler und Nenner 11 oder 12 Ziffern 
haben. Durch ilhuliehe Rechnungen entwickelt man die beiden andern 
Wurzeln, wie man aus den beiden folgenden Schematen sieht: 

Entwicklung der zwischen O und 1 liegenden Wurzel. 



Gegebene Gleichung und ttiwis- 
formierte Gleichungen. 


1 1 d c ^ urzol 

enthaltene gröfste 

gfinzt Zahl. 


HäherungBbrüohe. 


a^ — a;^ — 2!C+1=0 





1:0 


f— 2f - 2 + 1—0 

— »' + 3s' + 4« + 1 — 

a" - 20s' - 93 — 1 — 

Polgen dieselben transformier- 

i«n Grleielinngen und folglich 

dieselben Quotienten wie bei 

der Entwicklung der ersten 

Wuriel, 


2 
4 

20 
2 
3 
1 
6 

10 
5 


0: 1 

1:2 

4:8 

81 ; 182 

166 : 373 

579 : 1301 

745 : 1674 

5049 : 11345 

51235 : 115124 

261224 : 586965 

11. B. w. 



Entwicklung der zwischen — 1 und — 2 liegenden Wurzel. 



3,3 _ ^__2a; + l=0 


-^ 


— 1 





^- 32*-4s — 1==0 


4 


— 1 


1 


- s» + 20«^ + 9ä; + 1 = 


20 


-5 


4 


Folgen ebenfalls dieselben trans- 
formierten Gleichungen und die- 


2 
3 


^- 101 
— 207 


81 
166 


selben Quotienten, die man bei 

der Entwicklung der ersten 

Wurzel gefunden hatte. 


1 
6 
10 
5 


— 722 

-929 

— 6296 

- 63889 


579 
745 
5049 
51235 



ist sehr liemerkenswert, dafs mau eine 
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Beziehung zwischen den di'ci Wurzeln findet, vermöge deren 
die Entwicklung der ersten Wurzel genügt, um aucli die der beiden 
andern zu geben. Diese Beziehung ist derart, dafs, wenn man ß 
eine Wurzel der Gleichung 

»' ~ b«' — 4« — 1 — 
nennt, z. B. diejenige, welche zwischen 4 und 5 liegt, die drei Wurzeln 
der gegebenen Gleichung bestimmt werden durch: 



— 1- 



-It+i 



, _„ ± 1 l>_ 

• -i + j ÜP + J 

oder, wenn man den ersten Wert von x mit a bezeiclinet, so werder 
die beiden andern: 



X2 = — "":^i" ■ 
Diese Bigensctaften könnte man leicht mittelst der Formeln für die 
Sinus bestätigen, da ja 
a; •= 2 cos -3-31:, -3:^ =^ 2 cos Y^i y;., = 2 cos ■ -ar = — 2 cos -ji 

ist. Wir bemerken übrigens, dafs die in Rede stehende Gleichung 
ihren Ursprung aus der Gleichung r' — 1 >= herleitet, weiiii man 
darin r^ -\- rx -\- 1 = setzt; sie würde auch dazu dienen einem 
Kreise ein reguläres Polygon von 7 und von 14 Seiten einzube- 
schreiben. Denn die Seite des regulären Siebenecks ist gleich 

2 sin i» - yr- ? - -i (a, + 2) (a; - 5) , 

und die des Polygons von 14 Seiten ist gleich 2 cos -^-^ =^ ^i- 

Alle Gleichungen, welche sieh auf die Teilung des 
Kreises beziehen, sind so beschaffen, dafs eine ihrer Wur- 
zein genügt, um alle andern rational zu bestimmen. Es 
giebt jedoch noch unendlich viele andere, welche dieselbe Erleich- 
terung darbieten, und unter allen diesen Gleichungen mufs man be- 
sonders diejenigen hervorheben, bei denen die Kettenbruchentwicklung 
einer Wurzel ausreicht, um die Entwicklung aller andern Wurzeln 
zu geben. 
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106. 
Beispiel 2. 



-3x'-\-2x + 1^0 



würde die Wurzeln haben: 
a; = 2 cos -— , X = — 2 cos ~ 



X = acos - 



- 2 cos - 



Schliefst man aber die Wurzel 2 cos -^, welche sich auf 1 reduciert, 

aus, so erhalt man die Gleichung: 

a;» — 3« — 1 = 0, 
deren Wurzeln sind: 

« = 2 eos -- , a; = — 2 cos -— - , 3; = — 2 cos — - . 

Folgendes ist die Entwicklung der kleinsten Wurzel — 2 cos---: 



ic= — 3s - 1 _ 


- 


- 1:0 


— 2» + S»' ~ 1 — 


2 


-0:1 


3«' — 32 ~ 1 = 


1 


- 1:2 


- 2" + 6»> -1^ 92 + 3 _ 


7 


-1:3 


lls' - 642' - 15s - 1 — 


3 


■ - 8 : 23 


- 732" + 120s'' + 992+17 — 


2 


- 26 : 72 


llls» - 297s' -3182-73 — 


3 


— 58 ; 167 


- 7032" + 897s' + 7022 +111 = 


1 


- 199 : 573 


1007s" + 3872' - 12122 — 703 — 


1 


- 267 : 740 


- 5212' + 2583s' + 34082 + 1007 — 


G 


— 456 : 1313 


1907s' - 21864«' - 67902 - 521 — 


11 


— 2993 : 8618 
u. s. w. 



Die letzte transformierte Gleichung hat zur Wurzel annähernd: 



4309 "' 1907 ■^* 8217263 ' 

und die Entwicklung dieses Bruches giebt hinter 11 die Quotienten: 

1, 3, 2, 1, 9, 1, 2, 5, ..., 
mittelst deren die Berechnung der Näherungsbrüche noch so lange 
fortgesetzt werden kann, als die Nenner nicht gröfser sind als (8618)^ 
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EntwieklTAng der Wnrzel a; = 2 


cos-. 


r?-«.x-l-0 


1 


1:0 


-3/ + 3a+ 1 — 
a' - 62' - 9« - 3 — 


1 


1:1 
2:1 


- 17«' + 64«» + 16« + 1 - 
Die andern transformierten Glei- 
chungen sind dieselben wie in 
der Entwiclilung der ersten Wurzel. 


3 

3 

1 


15:8 
47:25 
109 : 58 
374 : 199 




1 


483 : 257 




6 


867 : 466 




11 


6626:2993. 



Entwicklung der Wurzel x 


--S 






:«' — 3i — 1 — 


— 1 


— 1 





«" - 3« — 1 — 


1 


— 1 


1 


- 32» + 3« + 1 _ 


1 


_ 2 


1 


«■ — 62" - 9« - 3 = 


7 


-3 


2 


Die andern transformierten Glei- 


3 


-23 


16 


cliungen wie bei der vorlier- 


2 


— 72 


47 


gelienden Wurzel. 


3 


- 167 


109 




1 


-573 


374 




1 


— 740 


483 




6 


-1313 


857 




11 


- 8618 


6625. 



Diese Beziehungen zwischen den Wurzeln kömien leicht durch die 
bekannten Formeln für die Sinns bestätigt werden. 

107. 
Wir haben schon bemerkt {No. 101), dafs, wenn die gegebene 
Gleichung ist: 

a'ji^ -\- ix'^-^ + cx""^ -|- ■ ■ ■ + 7c = 0, 
und eine ibrer transformierten Gleichungen, welche dem Näherungs- 
brnche — entspricht, bezeichnet wird durch: 
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As" + Bz"-'- + Cs"-ä -I h /'^= 0, 

alsdauu die Gleichung gilt: 

A = aj)" + bp"-^q + cß"- ^(^^ H h /■■y"- 

Soll demnach die imbestimmte Gleich iu_ 

«C + bi''-iM + ff''- m'+ -|-7 =1 
aufgelöst werden und findet sich die Zahl A als Koeffacient dea 
ersten Gliedes in einer der aufeinanderfolgen len trinsfoimierten 
Gleichungen, welche durch Entwicklung you t in einen liettenbin h 
gegeben werden, so wird der entsprechende Biuch — ein Weit von 
— sein und eine Lösung der g gebenen Gleich mg eigehen Man 
■wird daher auf diese Weise ebenso viele \on diesen beaindbiei L 
sungen erhalten, als sieh die Zahl A unter den hetreftenden Koetfi 
cienten vorfindet. Es ist jedoch nuch lufsordem erfoiieilith 1 Is las 
Zeichen dieses Koefficienten so wie ei luicli die Eechnun^ gelieteit 
wird, mit dem Zeichen von 1 aif dei lechten beite dei voip,elegten 
Gleichung .übereinstimmt. Diene Bedm^jUnf, wii 1 man btets erreichen 
wenn n ungerade ist; sie kann indessen nicht erfüllt werde i wenn 
n gerade ist. 

Um von der gegebenen Gleichung zu der transformierten Glei- 
chung in B überzugehen, kann man direkt setzen: 

1^ + a" ' 

Umgekehrt kann man, um von der transformierten Gleichung auf die 
gegebene zurück/ukommen, 



p — qx 
setzen. Dies giebt: 

+ u = Ä(~ q'Y + B{-~ s»)— q + C(- q'^S' + ■■■ + K<f, 
so dafs man, wenn die Gleichung 

aufgelöst werden sollte, derselben genügen könnte, indem man 



nimmt. Das Verhältnis, dafs wir hier zwischen der gegebenen Glei- 
chung und jeder ihrer transformierten Gleichungen feststellen, gilt 
in gleicher Weise zwischen irgend zwei transformierten Gleichungen, 
vorausgesetzt, dafs die Näherung sbrüchc nach den zwischenliegenden 
Quotienten berechnet werden. 
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So kann man in dem ersten Beispiele direkt die zweite trans- 
formierte Gleiüliiing 

a:^ — 33!^ — 4a;— 1 =0 
mit der neunten 

— 47879?' + 250158?^ + 50699s + 252) = 
vergleichen; jedoch mufs man dazu die Näherungsbrüche einer Wurzel 
der Gleichung x^ — Zx^ ■ — 4a; — ^ 1 -= berechnen, und dies geschieht 
mit Hülfe der gefundenen Quotienten 4, 20, 2, 3, 1, 6, 10. Folgendes 
ist die Rechnung: 

Quotienten: 4, 20, 2 , 3 , 1 , 6 , 10 

66 579 745 5049^ 5133 5 
'^r' 143' Isf' 'mf' 12S54 ■ 



oder 



Näherungsbrüche: — , -r-, 
Mau erhält also: 

_ 61335^ + 50 49 

^ 12664s + \^W "^^^ " '"^ 12664a! — 51235 ' 

Zugleich sieht man, dafs, wenn die Gleichung 

47879;^ + 250158(^M — 50699;«' + 2521w= = 1 
aufzulösen wäre, man derselben genügen könnte, indem man t = 1247 
und w = 12654 setzt. 

Eine solche Beziehung zwischen so grofsen Zahlen erscheint be- 
merkenswert; indessen erkennt mau nach kurzer Überlegung, dafs 
alle transformierten Gleichungen, welche bei der Entwicklung einer 
und derselben Wurzel vorkommen, die nUmliehe Eigenschaft besitzen, 
mit andern Worten, dafs, wenn irgend eine dieser transformierten 
Gleichungen durch 

^«^ 4- Bs^ + Cs + J) = 
dargestellt wird, wobei die Zahlen A, B, G, D zu beliebiger Gröfse 
anwachsen können, man immer der Gleichung 

Af + Bthi + Ctu^ + Dm^ = + 1 
genügen kann, indem man t =^ — q" und u^ q setzt, wobei der 
dem vohstandigen Quotient s entsprechende Näherungsbrueh ist. 
Beachtet man ferner, daXs die gegebene Gleichung 
3,3 — 3;a „ 2a; + 1 == 
und ihre drei ersten transformierten Gleichungen in ihrem ersten 
Gliede die Einheit zum Koeffieienten haben, und dafs jede von diesen 
vier Gleichungen als die ursprüngliche Gleichung, welche durch Ent- 
wicklung ihrer Wurzel alle andern transformierten Gleichungen liefert, 
angesehen werden kann, so folgt daraus, dafs es mindestens vier 
Arten giebb, die GrÖfse 
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At^ + Sthi + Ctu^ + Du^ 
in 1 zu verwandeln. Z, B. kann man, wenn man sich die Gloichuug 

47879(= + 250158i^M — 50699*«' -}- 2521m» = 1 
vorlegt, derselben auf folgende vier Arten geniigen: 
t = 6296 u = 63889 



5049 


« = 61235 


12« 


u — 12654 


61 


1. — 619. 



108. 
Man kann jedoch auch noch andere Lösungen mittelst der Ent- 
wicklung der beiden andern Wurzeln der nämlichen Gleichung finden. 
Da man nämlich, wenn man von der Gleichung 



47879:3^ + 250158s' — 50699s + 2521 = 
ausgeht und darin 



= 



setKt, die transformierte Gleichung 

a:^ — iK^ ~ 2« + 1 = 
erhält, so kann man annehmen, dafs man zu diesem Resultat durch 
die Kettenhruchentwickluug einer zwischen und 1 gelegenen Wurzel 
der Gleichung in s gelangt sei. Die Rechnung, welche die Urakehrung 
jener im Beispiel 1 wäre, ist folgende; 



— 47879«» + 250158«" - 


60699«+ 2621 





1 





0- 2621 ,■- 


606999' + 260158s, + 47879 


10 





1 


— 5599" - 


76229= + 


24931J+ 2521 


6 


1 


10 


0— 2069j('- 


496l!/' + 


26409+ 669 


1 


6 


61 


0_ 1979>- 


12069' + 


12I69+ 2069 


3 


7 


71 


_ 1819' ~ 


6959» + 


6689+ 197 


2 


27 


274 


0- f~ 


409' + 


39I9+ 181 


20 


61 


619 


0- f- 


99' + 


2O9+ 1 


4 


1247 


12664 


0— !/• — 


49' + 


3»+ 1 


1 


6049 


61236 


«0- !,■- 


2»'^ 


S+ 1 


1» 


6296 


63889 


0—- Z'~ 


2Z' + 


Z+ 1 


U345 


115124 
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Bei dieser transformierten Gleichung angelangt, würde man haben: 

11346 j^ 4- 6396 

^ ~^ 1151242 + 63S89 ' 



Setzt man tilao — 
atitution des Wertes 



1 Stelle von Z, so sieht i 



- 11345 

- 115124 



in der That die transformierte Gleichung liefert: 

a;3 _ ^ä _ 2a; + 1 = 0. 
Die vorstehende Entwicklung, welche his zur vorletzten trausior- 
mierten Gleichung genau ist, hört indessen bei der letzten auf es zu 
sein; aus diesem Grunde haben wir die letzten Resultate, da dieselben 
erst aoch bestätigt werden müssen, dui-ch einen Strich abgetrennt. 
Die vorletzte transformierte Gleichung 

= j,« - 2«(ä - 3/ + 1 
hat zwei positive Wurzeln, von denen die eine zwischen und 1, 
die andere zwischen 2 und 3 liegt. Macht man zunächst von der 
letzteren Gebrauch, so mnfs man 2 als angenäherten Wert der Wurzel 
nehmen, au Stelle von 1*, welcher in dem vorhergehenden Schema 
enthalten ist. Alsdann setzt sieh die Rechnang folgendermafsen fort: 



•0- f- %f~ i,+ l 


2 


6049 
6296 


51236 
63889 


- - f+ 3/ + 4s + 1 
= j" ^ 20s> — 9, - 1 
— — ISlj/' + SSI»' + 401/ + 1 

chungen und dieselben Quotienten wie 
im Beispiel 1. 


4 

20 

2 

u. s. w. 


17641 

76860 

1554841 

u. s 


179013 
779941 
16777833 



Da, man hier zwei neue transformierte Gleichungen findet, deren erstes 
Glied den Koeffieienten 1 hat, so folgt dajans, dafs die unbestimmte 
Gleichung 

47879i^ + 250158i^M - 50699iM^ + 2521m^ = + 1 
zwei neue Lösungen besitzt, nämlich: 

t = 17641, u == 179013 , rechte Seite — 1 
i = 76860 n = 779941, rechte Seite + I. 
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Macht man aodami von der zwischeu und 1 liegenden Wurzel 
Gebrauch, so mufs man überiJies den Quotienten berichtigen, welcher 
vor der vorhergehenden transformierten Gleichung 

O^f-Af^ ?,y + 1 

steht, und erhält so die folgenden Resultate, welclie die Eutwickluug 
eines zweiten Wertes von 2 darstellen: 



= 
= - 
= 



Das Übrige wie oben. 



+ 1 


2 


+ 1 


1 


- 1 


4 


+ 1 


20 


- 1 


2 




3 




1 







1247 : 12654 
5049 : 51235 

11345:115124 

16394 : 166359 

76921 : 780560 

1554814 : 15777559 



Man erhält daher noch drei neue Werte, welche der unbestimmten 
genügen, nämlich: 

t = 11345 , u = 115124 , rechte Seite — 1 



*= 16394, 
t = 76921 , 



% = 166359 , 
.( = 780560, 



rechte Seite + 1 
rechte Seite — 1 . 



109. 

Um über diese Theorie noch weiteres Licht zu verbrei- 
ten, betrachten wir allgemein eine gegebene Gleichung X = und 
setzen voraus, dafs man bei der KetteubruchentwicMung einer ihrer 
Wurzeln zu irgend einer transformierten Gleichung Z =(i gelange. 
Es sei a, |3, ., .(*,.. , die Reihe der gefundenen Quotienten und ^ 
der Näherungsbruch, welcher sowohl dem ganzzahligen Quotienten (i 
wie dem durch die Gleichung Z ^Q gegebenen vollständigen Quo- 
tienten s entspricht. Folgendes stellt das Schema der Entwick- 
lung dar: 
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2 — 


" 


1:0 




ß 


«: 1 




r 






p" 


/ ; 5" 


Z —0 




v ■■ <i 



Diüses vorausgeschickt, ergiebt sicli die transformier tu Gleichung 
Z-=0 unmittelbar aus der gegebenen, wenn man an Stelle von x 
den Wert 

^ ^ 11 + t^. 

setzt. Umgekehrt -wörde die gegebene Gleichung X = aus irgend 
einer der transformierten Gleichungen Z = entstehen, wenn man 
in dieser für « den Wert 



setzt. Dieselbe Beziehung Mst sich nachweisen zwischen irgend zwei 
transformierten Gleichungen, wofern nur die Näherungebrüche mittelst 
der zwischenliegenden Quotienten berechnet werden, indem man von 
demjenigen ausgeht, welcher der ersteren transformierten Gleichung 
entspricht und ein angenäherter Wert ihrer Wurzel ist. 
Es ist leicht zu sehen, dafs die Forme! 

pz + j/ 

Iß + 'i' 
implicite alle Wurzeln der gegebenen Gleichung in sich 
fafst; denn man kann sich denken, dafs man der Reihe nach für 3 
alle Wurzeln der Gleichung Z =: einsetzt, woraus sich ebenso viele 
verschiedene Werte von x ergeben. 
Umgekehrt enthält der Wert 

alle Wurzeln der transformierten Gleichung Z = 0. Eine 
dieser Wurzeln, welche positiv und gröfser als die Einheit ist, wird 
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gegeben durch die Fortsetzung dor Ketten b rucheutwi elf lung, so dafa 
man hat: 

'' + ^" + in inf. 

Dieselbe muCs als der in einen Kettenbraeh entwickelten Wurzel x 
entsprechend betrachtet worden. Die andern Wurzeln der transfor- 
mierten Gleichung (wenigstens wenn die Entwicklung regulär ge- 
worden ist und die transformierte Gleichung nicht zugleich zwei 
Wurzeln hat, die positiv und grofser als 1 sind) sind sämtlich negativ 
und kleiner als 1. Bezeichnet man nämlich durch ic, diejenige von 
den übrigen Wurzeln der gegebenen Gleichung, welche einer andern, 
in analoger Weise mit s, bezeichneten, Wnrzel der transformierten 
Gleichung entspricht, so hat man: 

"\ tl jj — } q=^ -^1 i whtj 1 mtj — qx^, 
1 1 m N 1 11 t E t 1 h kl lafs der 

W i hm ml 1 t j g f p wird. 

D E g bn h d t n ! h W 1 j d nd W zel der 

tanfmrtnClh 1 fu tittl knt mau, 

1 ( 11 1 W 1 nt n 1 fei h w d t 5 n, und 

dC hdmgmm am Yt i 1 h egative 

& f nd kl m 1 l t h 

110. 

Andrerseits weifs man (No. il), dai's die Grofse — gleich dem 
Kettenbrücke ist: 



'^"+'^-+„ 



■+ : 



welcher aus den Quotienten, welche ft in umgekehrter J 
vorangehen, bis zum ersten k eiDschliefalich, gebildet ist. Während 
also eine Wurzel 2 der transformierten Gleichung 2=0 bei ihrer 
Entwicklung die Quotienten ;i., (i.', (t", . . . giebt, ergeben alle andern 
Wurzeln derselben transformierten Gleichung bei ihrer Entwicklung 
die vorliergehcnden Quotienten {i°, fi"", fi""", ... in umgekehrter Reihen- 
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folge. Diese Wiirzelo sind daher in der That um so näher einander 
gleich, je gröfser das Intervall zwischen der gegeheneu und der be- 
treffenden transformierten Gleichung ist. Aber wie angenähert richtig 
auch diese Gleichheit sein möge, sie wird niemals in aller Strenge 
stattfinden, und man kann stets die verschiedenen Werte von ^j, 
welche den analogen Worten von x^ entsprochen, für sich entwickeln. 
Denn bildet man wieder den Bruch — mittelst der ihn erzeuffen- 
den Quotienten, also: 



und setzt man darauf a ^ x,^ an die Stelle von «, so gelt der 
Kettenbruch offenbar über in -^— — ^— *-, und man erhält demnach: 



Mithin ist der genaue, in einen Kettenbruch entwickelte Wert von 
— e^ der folgende: 

f'" + ^■>" + . _ 

■ ■ + ^ ^ X, ■ 
Man hat also nur noch für Xj seinen Wert, ausgedrüclit eben- 
falls durch einen Kettenbruch, einzusetzen. Dazu müssen wir ver- 
s(?hiedene Fälle untersuchen. 

1) Ist fl^i negativ und fängt die Entwicklung seines Wertes 
folge ndermafsen an: 

so ist klar, dafs die Verknüpfung der beiden Kettenbrüche ohne 
Schwierigkeiten ausgeführt werden kann und ergiebt: 

- + "■+ ft+-.. 
2) Ist der Wert ¥oii x^ positiv und kleiner als K, so 
setze man: 
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Dies giebt: 

K — 3;^ = a — (i, — 1 + Yj i 

"^ — 1 + !/ ' 
Im Falle, dafs « — ■ ßj = 1 ist, mufs man auf den a TOrangebenden 
Quotienten zurückgehen und erbiilt dann: 

3) Ist der Wert von x^ positiv und grofser als a, so mufs 
man ebenfa,lls auf den Quotienten ß zurückgehen und erhält: 

^ + V^ = ^ + -^7^- ^ 
' ' y 

Ist zuerst a = a^, so reduciert sich dieser Wert auf ß — y und 
man kann hinsichtlich des Wertes ß ~ y ebenso verfahren, wie es 
bei « — X geschehen ist. 

Ist ferner a ^ ß, '= — m, so erhält man: 



^ + ^--.- = '^-^^-^=(5-"^+-.^-.--^- . 



1 + -,..— -, 



Daraus sieht man, dafs in allen Fällen die Substitution des Wertes 
von x^ in dem Kettenbruehe für s^ ausgeführt werden kann, ohne 
dafs eine andere Änderung veranlalst würde, als in einigen der letzten 
Glieder der Reihe p*', ft"", . , . ß, cc oder in einigen der ersten Glieder 
der Reihe k^, ß^, ^j, ,,., welche aus der Entwicklung von ^r, her- 
stammt. Übrigens wird die luiendliche Reihe «j, ß^, y^, ... (ab- 
gesehen vielleicht von einigen der ersten Glieder) gleichfalls in der 
Entwicklung von ^^ vorkommen. Mithin giebt eine beliebige 
Wurzel der transformierten Gleichung in ihrer Entwick- 
lung stets dieselben Quotienten, wie die entsprechende 
Wurzel der gegebenen Gleichung, abgesehen von den ersten 
Gliedern, welche verschieden siud einmal wegen des der transfor- 
mierten eigentümlichen Teiles fi.", ft"'', . . . , sodann wegen der Ver- 
knüpfung zweier Ketienbrüche, wodurch eine Änderung in den ersten 
Gliedern veranlafst werden kann. 

111. 
Um diese Ergebnisse recht deutlich hervortreten zu 
lassen, nehmen wir das Beispiel 1 wieder auf, in welchem die 
gegebene Gleichung die folgende ist: 

x^ ~ aß ~ 2x -\- 1 = 0, 
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und betrachten eine ihrer transformierten Gleichungen, z. B. 
— 1972" + 6ßSs^ + 695s + 181 = 0. 
Diejenige Wurzel, welche positiv und gröfser als 1 ist, wird 
durch die aus der Portsetzung der Entwicklung entstehenden Quo- 
tienten 3, 1, 6, 10, 5, 2, 2, 1, 2, 2, 1, 18, 1, 1, 3, . . . gegeben, so 
dafs man für diese erste Wurzel erhält: 

Um die beiden andern Wurzeln derselben Cleietiung /u erhalten, 
mufa man, dem Gesagten entsprechend, 



nehmen und für x^ nach einander die beiden andern Wurzeln der 
gegebenen Gleichung einsetzen. Da die Substitution der negativen 
Wurzel am leichtesten ist, so nehmen wir zuerst den entwickelten 
Wert dieser Wurzel, welcher 

+ 20 + -i-, I 
lautet, und erlialtoo so: 

'+20+' 1 

' + T+i 

"+■■■ 
Nimmt man sodann die dritte positive Wurzel: 

.,^0 + 1^. 

* T^ 20 H , 

und setzt man zur Abkürzung: 

so erhält man die dritte Wurzel der transformierten (Tleichung: 
~"^^'--i.U^ . r 
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Um in diesem Werte die Irregularität wegzuaehaffea, murs n 
letzten Glieder des Kettenbmelies folgendermafsen abändern: 

i 1 = "J-'t-^ 

i + -_i_ , 3J/ + 2 ■ 
a + -- 
y 

Man hat daher ohne ein negatives Glied: 



' 3-1- .. . 

Die nachiblgenden Quotienten sind wie bei der ersten Wurzel 1, 6, 
10, 5, 2, 2, 1, 2, 2, 1, 18, 1, 1, 3 . . . 

Wenn man ferner diese Theorie auf die Gleichungen zweiten 
Grades anwendet und diejenige transformierte Gleichung betrachtet, 
welche den Wert des vollständigen Quotienten in einer entfernten 
Periode giebt, so findet man, dafa die zweite Wurzel der transfor- 
mierten Gleichung ausgedrückt wird durch die vorhergehenden, in 
umgekehrter Reihenfolge genommenen Quotienten. Daraus geht her- 
vor, daCs die Periode, welche bei der Entwickiuag dieser zweiten 
Wurzel stattfindet, dieselbe ist, wie die der ersten, aber in umge- 
kehrter Reihenfolge genommen. Dieses Resultat stimmt vollkommen 
überein mit demjenigen, welches wir bereits (§ 10) für die Gleichungen 
zweiten Grades gefunden haben. 



112. 
Obwohl im Vorhergehenden angenommen wurde, dafs die 
Koeffioienten der gegebenen Gleichung ganze Zahlen seien, 
ist doch diese Bedingung nicht absolut erforderlich, und mau 
kann, wenn es nÖthig ist, die Wurzel jeder gegebenen Glei- 
chung, mag letztere algebraisch oder auch transcendent 
sein, in einen Kettenbruch verwandeln. Dazu mufs man aiif 
irgend eine Weise einen angenäherten Wert für die in Rede stehende 
Wurzel suchen und sodann diesen Wert in einen Kettenbruch ent- 
wickeln, indem man darauf achtet, dafs diese Entwicklung und die 
Berechnung der Näherungsbrüche an der Stelle abgebrochen werde, 
wo die Genauigkeit voraussichtlich aufhören mufs, Ist der Bruch — , 
bei welchem man abbricht, ein Näherungsbmch, so mufs man sich 
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daran erinaem, dafs der unterschied zwischen diesem Brache und x 
kleiner sein muCs als -v . Da somit der Grad der Annäherung an 
den Wert von x bekannt ist, so kennt man auch die Gronze für g. 
Übrigens würde eine weitere Annäherung den Fehler, wenn es einen 
solchen giebt, wieder gut machen. 

Wir nehmen also an, dafs man Yermöge der ersten Annäherung 
die Quotienten und die Näherungsbrüche von x wie folgt gefunden habe; 
Quotienten : a , ß , y , . . . ji" 

Näherungsbrüche: -, — , — g- ? ■ ' ■ ^i " ■ 

Um die Entwicklung weiter fortzusetzen, nehme man die gegebene 
Gleichung F(x) = und substituiere darin auf der linken Seite für x 
den Wert — + o>. Dabei soll ra eine hinreichend kleine Korrektion 
sein, so dafs man die höheren Potenzen von w im Vergleich zur 
ersten vernachlässigen kann. Setzt man dann 

so wird das Ergebnis der Substitution das folgende: 

und hieraus iolgt: ^ /,,\ 



Tsi jetzt ß der — entsprechende vollständige Quotient, so hat mi 
X = — — }-— ^ — 4- (ü , 

5^ + 3 9 ' 

und dies giebt, wenn man den Wort von tu einsetzt: 

Ist die Gleichung algebraisch und hat man; 

F(x) = aaf + i^«-! + ex""'' H \- h 

F-{x) = nax'—^ + {n— i)hx'—^ -f {« — 2)0^"-^ H , 

so ergiebt sieh: 

q q ap" -i- &p''~*2 + ep^^^q^ + ■ - ■ + ftä" 

und dies kommt auf die Formel in No. 102 zurück. 
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Im Allgemeinen ist zu bemerten, dafs der Wert von a durch 
Entwicklung verschiedene Quotienten (i, (i, n", . . . liefert, die sich 
an die bereits gefundenen Quotienten anschliefBen und gestatten, die 
Berechnung der Nähenin gsbröche fortzusetzen, bis sich der Fehler 
der ersten Annäherung auf sein Quadrat reduciert hat. Und wenn 
der Fall einträte, dafs der Wert von s nicht positiv uad gröfser als 
die Einheit wäre, so wäre dies ein Beweis dafür, dafs einer oder 
mehrere der vorhergehenden Quotienten (i^, jt"'*, , . . fehlerhaft sind 
und mit Hülfe des Wertes von s verbessert werden müfsten. Als- 
dann müfste man alles auf einen einzigen Bruch (i" -j redueieren, 

und wenn die Summe positiv und gröfser als die Einheit ist, so 
würde nur der letzte Quotient ^* zu ändern sein. Im entgegen- 
gesetzten Falle müfste man den Wert von ^ in 



oder selbst in u""* -\ — 



' + 7,ra 



substituieren, also indem man soweit zurückgeht, bis man zu einem 
Resultat gelangt, das positiv und gröfser als die Einheit ist. Wird 
dieser Wert in einen Kettenbruch entwickelt, so gieht er gleichzeitig 
die Quotienten, welche man an Stelle der fehlerhaften einsetzen mufa 
und einige der nächstfolgenden, je nach dem Grade der ersten An- 
näherung. 

Offenbar kann man durch derartige, so oft, als nötig ist, wieder- 
holte Rechnungen jede Wurzel einer gegebenen Gleichung, mag letztere 
beschaffen sein wie sie wolle, bis zu einer beliebigen Anzahl von 
Quotienten in einen Eettenbruch entwickeln. 



113. 

Was die Methode anbelangt, welche man befolgen mufs, um 
die erste Annäherung zu erhalten, so kann man als eine der 
einfachsten und zweckentsprechendsten die Methode you Daniel 
Bernoulli anführen, die sieh auf die Theorie der rekurrenten 
Eeihen gründet und von der Euler in seiner „Introductio in 
Analysin infinitorum" Cap.XVII eine ausführ Siehe Auseinandersetzung 
gegeben hat. Da jedoch diese Methode in den Anwendungen mancher 
Schwierigkeit unterliegt, so dürfte es nicht unnüfczlich sein, dieselbe 
hier mit einer Modifikation, die einen gi'ofsen Teil dieser Schwierig- 
keiten zu beseitigen imstande ist, darzulegen. 
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Gleicliimg, deren Wurzeln a, ß, y, 6 , . . . Miid, und 
.mmt ms.n für s eine beliebige Veränderliche, so hat man diö iden- 
Lsche Gleichung: 

1 + o2 + S3' + rf + . . . - (1 - «») (1 - ßi) (1 - r^) . . . 

Hieraus ergiebt sieh durch Differentiation folgende, ebenfalls identische 
Gleichung: 

i + a^ + f,?-+-cji>-+-.,.= Y-""«i + "i~"|7 + T-r> +T-3^ + - 
Ist 

^ + J5s + C«* + Ds^ H h -Ms™-> + iAV ^ 

die Reibe, welche durch Entwicklung der linken Seite entsteht, so 
erhält man dem bekannten Gesetz der rekurrenten E.eihe Kufolge: 

Ä^—a 

B= - aÄ — 2h 

C = — aB—hA-~?yc 

JJ=-~ aC~b.B-cJ. — -ld 

'E=^^aB — hC— cB — ÜA — äe 

Es mufs demnach die also gefundene Reihe A -\- Bs -[- CV + ■ ■ ■ 
mit derjenigen identisch sein, welche aus der rechten Seite 

hervorgeht. Nun ist: 

-^ ^^ = ß + ß''^ + o:^^^ -I , 

und ähnliche Resultate ergeben die anderen Partialbrüche. Vereinigt 
man also alle diese Resultate, so findet man: 

A~a +(i +r +ä +s +^.. 

U - .> + /i' + /+«' + .■ + .. . 

C „„» + ,)• + / + ä> + 8. + .. . 



und allgemein; 

s^a- + is- + r- + s- + B- + -.- 

Diese Formeln sind diejenigen, welche dazu dienen, die Potenz- 
summen der Wurzeln einer gegebenen Gleichung zu bestimmen; 
es ist jedoch ersichtlich, dafs sie auch auf die näherungsweise 
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Auflösung der Gleichungen anwendbar sind. Denn ist « die 
grofste der Wurzeln, und ist dei Exjjoneiifc n hinreichend grofs, so ist 
ziemlich nahe JV"=«" ■vua lem^elbpn (jrunde ist i(f=((''— i, und 
daher die gesuchte Vi izel 

'^ '^ M 
Um also die gröf te \^ irzel Icr ^^ Tehcneu Gleichung näherungs- 
weise zu erhalten, ini Ta in in n ith Ipm Gesetz der rekurrenten Reihen 
die aufeinanderfolgenden toLtficiPuten A, B, Ü, D, M, N, ... 

berechnen und den zuletzt gefundenen KuLfficieiiten durch den YOr- 
letzten dividieren; das Resultat ist der Wert der verlangten Wurzel. 
Dieser Wert ist um so mehi angenähert, je weitei die ßechnung 
fortgesetzt ist und ein je gröfserer Unteisehied zwischen den ein- 
zelnen Wurzeln stattfindet. 

Durch eine Transformation kann man leicht bewirken, 
dafs eine beliebige Wurzel die grÖI'ste der Wurzeln wird. 
Mithin kann dieses Verfahren dazu dienen, aamtlii.,he Wurzeln ohne 
Unterschied zu hnden In einer giolsen Anzahl \on Fällen wird die 
Annäherung auf diesem Wege schnellei als auf ngend einem andern 
bekannten Weije erfolgen; zuweden ist sie nui laugsam und in 
einigen Fällen sind die erhaltenen Resultate ganz und gar falsch. 
Es ist jedoch leicht, diese Übelstande vorauszugehen und zu ver- 
meiden, wenn man cme erste Voistellung vun di-i lelativen Gröfse 
und der Beschaftenheit der Wurzeln hat. 

114. 
Wir wollen diese Methoden anwenden auf die Gleichung: 

a;B__33;3+ 1 = 0. 

Um den augeniiherten Wert der gröfsten Wurzel zu erhalten, muls 
man den Bruch: 

in eine Reihe entwickeln. Dies giebt: 

3 + 9^-1- 243^ + 69j^ + 198s* + 570s^ + 1641.s'^ + 4725s' 

+ 13605/ + 391742« ^ 

Bleibt man also hei dem zehnten Gliede stehen, so erhält man die 
gesuchte Wurzel: 
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Entwickelt man jetzt diesen Wei-t in einen Kettenbruch, so erhält 

man die Quotienten 2, 1, 7, 3, 2, 3, 1, 2, 6. Um zu beurteilen, bis 

zu welchem Punlcte sie genau richtig sein könuen, entwickle man 

ebenso den Bruch , den man erhalten haben würde, wenn man 

beim neunten Gliede stehen geblieben wäre. Es eigeben sich aus 

diesem die Quotienten 2, 1, 7, 3, 2, 5, Darnach scheint es, als oh 

mam die Quotienten 2, 1, 7, 3, 2, 3 als genau ansehen diufe Mittelst 

dieser berechnet man die Näherungsbrüehe wie folgt 

Quotienten: 2, 1, 7, 3, 2, 3 

,,.., 1 .. , 1 2 3 33 72 167 573 

Nahernngsbruche: -, -^, ~, --, -^, -,g , .-gg ■ 

Um die Berechnung dieser Näherungsbrüche nach der Methode der 
No. 112 fortzusetzen, setzen wir: 

p^ ^167 iJ __ 573 

Y 58^' Y ~ 19^ ' 

Femer sei stets ä der voll ständige Quotient, welclier diesem letzteren 
Bruche entspricht. Beachtet man dann, dafs ßg" — p^q = -|- 1 ist, 
80 hat man: 



= --„- + T 



3p^ — Qpq 



p'a + a" 139897 

Da dieser Wert positiv und gröfser als die Einheit ist, so folgt 

daraus, dafs alle bisher angewendeten Quotienten genau sind. Uin 

die nächstfolgenden zu erhalten, mufa man den Wert von s in einen 

Kettenbruch entwickeln. Dies giebt die neuen Quotienten 1, 1; 6, 

11, 1, 1, 1, 3 . . ., so dafs sich die Berechnung der Entwicklung in 

folgender Weise fortsetzt: 

Quotienten: 1 , 1 , ü , 11 , 1 

„.., .... 107 573 740 1313 8618 96111 104729 

Naherungsbrnche: -^, ^, -^, ^^, -^^, -^^^, j^^,- 

Bei diesem letzteren bleibt man stehen, da 36372 ebensoviel Ziffern 
hatj als das Quadrat von 199, und der folgende Brneh nicht mehr 
zur Zahl der Näherungsbrüehe gehören könnte. 

115. 
Die soeben entwickelten Methoden huaiehen sich nur auf 
die reellen Wurzeln der Gleichungen. Mit Bezug auf die 
imaginären Wurzeln dürfte es ebenfalls nützlich sein, einen 
beliebig angenäherten Ausdruck zu haben; denn die un- 
bestimmte Analysis bietet Fälle dar, wo es erforderlich ist, den 
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reellen Teil dieser Wurzeln in einen Kettenbrucli zu entwickeln. Wir 
benutzen die Gelegenheit, um einige neue Gesichtspunkte über die 
näherungsweise Bereohnung der imaginären Wurzeln beizubringen, 
ein Gegenstand, der bisher von den Analysten ziemlich vernachlässigt 
worden ist. 

Man weifs, dafs jede imaginäre Wurzel einer Gleichung dar- 
gestellt werden kann durch « -}" ßV~- Ij ^^ ^ und ß reelle Gröfsen 
sind. Man weifs ferner, dafs sich die Gröfse a direkt durch eine 
Hn - 1) 



Gleichung vom Grade , wo n der Grad der 

Gleichung ist, beBtimmen läi^st. Hat mau « gefunden, so ist es nicht 
schwer, ß zu erhalten. Denn da die Gleichung durch 

x^ — 2ax + R^ + |3^ 
teilbar sein muls, ao mufs man, wenn die Division ausgeführt wird 
und der ßest Aa; + B ist, die beiden Gleichungen ^1 = und B = 
erhalten, aus denen man eitaen rationalen Wert von ß^ als FunlrtJoii 
von a herleiten kaain. Es reduciert sich also alles darauf, den Wert 
von a mit Hülfe der Gleichung, von der er abhängt, und die sich 
durch Kombination der Gleichungen A = und B = ergiebt, zu 
finden. Sobald aber n gröfser ist als 4, wird der Grad dieser 
Gleichung viel zu hoch, als dafs sie in der Praxis von einigem 
Nutzen seiu konnte. Mau mufs demnach durchaus zu andern Mitteln 
greifen, um angenäherte Werte für a und ß zu erhalten. Nun Itaim 
man aber immer, welches auch a und ß sein mögen, 

a = r cos (p, ß = r sin (p 
setzen. Dies giebt: 

X =^ r (cos ip 4" V— 1 sin gi), 
und allgemein: 

x'" = r™ (cos mq> + ]/— 1 sin mtp). 
Diese Formeln, deren Anwendung Euler gezeigt hat, dienen dazu, 
in gewissen Fällen die Untersuchung der imaginären Wurzeln be- 
deutend zu vereinfachen. 

IIB. 
Es sei zunächst die (jleichung 

ax'" -{- hx -{- G =^ 
gegeben, auf welche sich jede aus drei Gliedern bestehende Gleichung 
reducieren läfst. (Wir setzen nämlich nicht voraus, dafe m eine ganze 
Xahl sei.) Setzt man für X den Wert r (cos ip +)/^ 1 sin ^), kö 
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zerlegt sieh die gegebene Gleichung in die beiden anderai 

= «r™ cos m<p -j- ^'' <^os q^ + c 

= «r™ sin mtp -\- ir sin ip. 
Multipliciei't ma,u die erste mit ammtp, die zweite mit ^ cos mtp 
und addiert sodann die Produkte, so erhält man: 

^ c sin m(p -j- br sin {m — 1) ip, 
und daher: 



Substituiert man diesen Wert in die zweite der vorhergehenden Glei- 
chungen, so erhält man zur Bestimmung von (p die Gleichung: 

^. Ji!}!"i™-^-) = ^ . (nJLY 

Bmq,sin™-i(m-l)9, a \ c J ' 

Nach einigen Versuchen erkennt man nun bald, zwischen welchen 
aufeinanderfolgenden Graden der Winkel q> liegt; sodann führt man 
nach der Regel vom falschen Satze die Bestimmung von q) mit jeder 
Genauigkeit, welche die Tafeln bieten, d. h. gewöhnlich mit sechs 
oder sieben Ziffern zu Ende. Ist y bekannt, so ist es auch j'. Mithin 
kennt man die imaginäre Wurzel r (cos qs -|- V — 1 sin <p) für die 
meisten Anwendungen genau genug. 

117. 
Wir wollen als Beispiel die Gleichung nehmen: 
»' - » + 1 - 0. 
Setzt mau x ^ r (cos 90 -|- "[/ — 1 sio (p), so erhält man: 

*'== sm.S<p ' 
und die Gleichung zur Besti 



Setzt man <p = 30", so reduciert sich die linke Seite auf -j-; somit 
ist der Fehler gleich -|- — . Setzt man qj = 31°, so wird die linke 
Seite 0,921 , und dies giebt den Fehler — 0,079. Man findet daher 



(p = 30" 36'. 
Ist also (p = 30" 36', so ist der Logarithmus der linken Seite gleich 
9,999933, und somit der Fehler gleich — 67 Einheiten der sechsten 
Decimalstclle. Macht man <p = SCSÖ', so wird der logarithmiache 



y Google 



174 Erster Haupttoil. 

Fehler -\- 1394. Dai-aus erhält man den wahren Wert von ip, an- 
genähert soweit, als es tlie sechsstelligen Tafeln gestatten: 

,p = 30"35',954 
Sodann findet man: 

log r = 9,926739 

log a= 9,861615 

log ,3 =9,633482, 
nnd demnacli endlich die gesuchte Wurzel: 

X = 0,727136 + 0,430014y --"1. 

118. 
Wir betraiihten jetzt die allgemeine Gleichung: 
aa:" + öa;""^ -(- cx''~^ -(-■-■ + /ix -j- fc = 0. 
Setzt man darin denWert x^r(iiosfp-\-y- — 1 sin q>) ein nnd macht 
zur Abkürzung; 

P = ar" cos «9» -j- &r''~'-cos (n — ■ 1) 9) -f- - ■ ■ + ftr cos 9) + fc 
Q = ar" sin nip + Jjj™-' sin {n — \) q> -\- ■ • ■ -j- hr sin rp, 
so wird das Kesultat der Substitution 

P 4-^1/^1 = 
sein, so dafg man zur Bestimmung von r und cp die beiden Glei- 
chungen erhält: 

P=0, ^ = 0. 

Da jedoch die wirkliche Auflösung dieser Gleichungen nur in einer 
geringen Anzahl von Fällen möglich ist, die sich kaum über den 
Cotesischen Satz hinauserstrecken, so müssen wir uns darauf be- 
schränken, dieselben durch Annäherung aufzulösen. 

Wir nehmen also an, dafs man nach einigen Versuchen Werte 
von <p und r gefunden habe, für welche P nnd Q sehr klein werden. 
Um noch näher kommende Werte zu erhalten, bezeichnen wir letztere 
durch ^ -{- dcp, r ~\- är. Es müssen daher, wenn man an Stelle von 
r und (p die Werte r ~\^ är und cp -\- dtp in die Funktionen P und Q 
einsetzt, diese beiden Funktionen gleich Null werden. Vernachlässigt 
man nun die Potenzen von dr und dip, welche höher sind als die 
erste, so wird die GroCse P allgemein durch die in Rede stehende 
Substitution übergehen in; 

,, , rdP dr , dP , 
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ond hierin sind die Koeffici eilten: 

r -T-;- =^ wßr"eosw9-|- {^i^X)br'^~^ <ios{n — l)ip-{ 1- kr cos (p 

_— = — na»-"3in»9» — (n — l)ir''~^ sin (n—-l)(p — hr sing). 

Da ebenso die GvÖfse Q übergeht in; 

80 bat man: 

r -^ = «a^sin n(p-\- (n— l)})*-"—^ üm(n — l)9i-l h Ar sin ^ 

4|--««r- cos«» + (.>-l)Sr-'c,os(«-l)'P + ■■• + /"• cos ,p. 

Man braucht also nur zwei HülfsgrÖfsen Mund IN zu nehmen, welche 

durch die Werte gegeben sind: 

Jlf = naf^ cos ntp -{-{n — l)&r''~^cos (n — ■l)<p -] \- hr cos tp 

N '=^ nar'^ smn<p -\-{n — 1)61-"-^ sin (ra — 1)9) + (-fersiny; 

dann erhält man zur Bestimmung von dr und dg) die beiden (rloi- 

chungen: 

I'+M -^;- - Ndtp = 

ö + iV ^J- + lfrf9>=0, 

dr PM+ QN 



aus denen folgt: 



, PN — QM 

Man findet auf 'diese Weise die verbesserten Werte von r und 90, 

nämlich »"(iH —j und tp -\- d(p, wobei zu beachten ist, dafs der 

durch die Formel gegebene Wert von ä(p in Teilen des Halbmessers 
ausgedruckt ist, und dafs derselbe somit, vFonn man ihn in Minuten 
oder Sekunden verwandeln will, mit der Zahl der Minuten oder 
Sekunden, welche der Radius enthält, multipliciert werden mufs. 
Schlierslicli kann, man diese Formeln noch bequemer für die trigono- 
metrische Rechnung machen, wenn man zwei Winkel X und [i und 
zwei Zahlen F und G bestimmt nach den Gleichungen: 

tang>l = |-, :F=-j^=2i- 
, M ^ M N 

* '■^ J\' ' am u. 00s II. ' 
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Daraus folgt dy-iiii: 

-- = - -^ cos (X - ft) 

d^ = ^r sin {l — (t) . 

Ferner beachte man, dafs sich die Grbfsen M und JV leicht mit 
Hülfe derselben Glieder bilden lassen, welche zur Bildung der Werte 
P und Q dienen; denn während 

F^A + B-^C + J.}^ 

ist, wo die aufeinanderfolgenden Glieder A., B, ... bezüglich gleich 
ar" cos ntp, br"~'- cos (« — 1) 9), ... sind, wird der .Wert von 3f aus- 
gedrückt durch die Keiho: 

nJ + (n - l)B + (n~2)C-\-in-^)I>-\ 

^benso wird der Wert von JV" mit Hülfe der Glieder, aus denen Q 
besteht, gebildet. 

Nachdem man mittelst dieser Methode Werte gefunden hat, die 
den genauen Werten von r und q> noch näher kommen, kann man 
sich derselben wie einer ersten Annäherung bedienen, um neue noch 
mehr angenäherte Werte zu finden, und so weiter, bis man den Grad 
der Genauigkeit, welchen die Tafeln gestatten, vollkommen erreicht hat. 

119. 

Für die Anwendung der vorhergehenden Methode ist es 
unerläfslich, daTs man einen ersten angenäherten Wert der 
gesuchten imaginären Wurzel habe. Nun hat man aber bis 
heute keine allgemeine und praktisch anwendbare Methode, 
welche zu diesem Ziele führte. Daher werden die Analysten, 
hoffe ich, mit Vergnügen von derjenigen Kenntnis nehmen, 
die ich entwickeln werde. Die Anwendung derselben ist sehr 
einfach und sie scheint keiner Ausnahme zu unterliegen. 

Die aufzulösende Gleichung stellen wir durch F{x) = dar und 
nehmen an, dafs man x ^ « '-\- ß}/ — 1 setze, wo cc und ß beliebige 
reelle GröTsen sind, die jedoch kleiner als die Grenze der reellen 
Wurzeln sein sollen, wo diese Grenze ebenso bestimmt wird, als ob 
die Gleichung deren hätte oder haben konnte. 

Diesen hypothetischen Wert von x setzen wir in F{x) ein und 
nehmen an, dafs sieh dadurch i*'(y:) = P + "3 ]/ -- 1 ergebe, wo P 
und Q reelle GrÖfsen sind. Nachdem mau noch -3 — = F' gesetzt, 
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substituiere man denselben Wert von x in F' imd erhalte als Resultat: 

Nimmt man eine reelle oder imaginäre unbestimmte GrÖfae es an, 
die sehr klein ist in^ Verhältnis zu ^a* + /i^, so erhalt man offenbar, 
wenn mau 

X-U + /iV^^T + £0 
setzt und die höheren PoteuKen von (o fortlafst: 

F{a + ^]/- 1 + «,) = p+ ^y^Ti + ß, (M+ 2^-|/ i^I). 
Da nun a> beliebig war, so kann man setzen; 

e. (M+ JVV^l) ==^n{-P-^ Öl/" 1), 
wo n ein mehr oder minder Meiner positiver Bruch ist, dessen Gröfse 
später genauer festgestellt werden wird. Man hat somit: 



v- 



und der verbesserte Wert x ^ a -}- ßY ^ i -\- m gieht nähernngs- 
weise: 

F(x)-(i-..)(p+e/~i). 

Diese GrÖlse ist ira Verhältnis von 1 — h zu 1 Meiner als da^ Re- 
sultat, das wir unter der Annahme x = ce4-^"|/— 1 erhalten haben. 
Was n angeht, so kann es behebig angenommen werden, jedoch so, 
dalä CO immer hinreichend klein im Verhältnis zu Ya^ + ß^ ist. Wenn 
P und Q bereits sehr klein im Verhältnis zu M und N wären, so 
könnte man w = 1 setzen. Alsdann würde der zweite Näherungswert 
a -{- ßY — i. -\- (0 mit demjenigen übereinstimmen^ den man nach 
dem gewöhnlichen Verfahren (No. 118) findet, indem man annimmt, 
daCs « + ßY^^l ein erster Näherungswert von x ist. Sind dagegen 
F und Q nicht sehr klein im Verhältnis zu M und N, so nehme 
man für n nur eine Grofse, die kleiner als 1 und klein genug ist, da- 
mit ö mehrere Mal in a -^ ßY — 1 enthalten sei. Dies läfst grofsen 
Spielranm für die Wahl*). 

*) Wenn mau zwei imaginäre GiÖfsen k. B. ß -j- I^V — ^i C + r ]/■ — 1 
binsiclitlich. ihrer Gcöfse mit oinander vergleichen soll, so darf man dieae Ver- 
jijleichuiig am- so verstehen, dafs dia reellen Gröfaen Ytt" + p", Yfi^ -\- *', welche 
man ihre Moduln nennen kann, seitlichen werden. Es wird somit )■ der Modul 
jeder reducierten imaginären Gröfse von der Form )■ (cos ip -\- 1/ — 1 sia ip) sein. 

Äam, tl, Verf. 
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Wird der so verbesserte Wert von x wiederum durch « -|- /S)^ — "l 
dargestellt, und setzt man denselben in die Funktionen F und F' ein, so 
leitet man daraus in analoger Weise einen zweiten verbesserten Wert 
her, mittelst dessen das neue Resultat P+ Qy — 1 wiederum im 
Verhältnis von 1 ■ — n zu 1 kleiner wird. So fährt man fort, bis 
sich Fix) auf eine sehr kleine Gröfse redudert, in welchem Falle 
man h = 1 setzen kann und die Annäherung sehr schnell erfolgt. 

Man beachte wohl, dafs wegen der besonderen Beschaffenheit 
der imaginären Gröfsen die fortschreitende Verkleinerung von F(x) 
keine Grenze haben kann. Denn selbst wenn M = und iV = 
d. h. — I — == wäre, so würde mfui, wenn man die Substitution von 



= ce + /? V— 1 in den Funktionen - 



führt, notwendigerweise zu einem Gliede kommen müssen, welches 
nicht verschwindet. Alsdann erhalt man ein Resultat von der Form: 



F{ 


« + ^1 


r- i + w) = 


-F+«f 


-. 1 _|_„i(in+7i 


wobei 


man 


u,>-.{T^rY~ 


Z']) := — « 


.(p+ei/~i) 


setzen kanji, 
man r und ft 

r( 

ist. Man ha,t 


Um hieraus 
so, dafs 

cos ji -\-Y — 

dann also: 


dsn Wert 


von m liorziilcitCLi, 

T + rY-i 


und d; 


atier: 


■»'-•■( 


>,o,^+/.- 


=1 Shirt, 



Setzt man also x =^ a -\- ^ ]/ — ■ 1 -|- ra, so hat mau sehr nahe: 

^ Piklenieit man daher F{x) fortgesetzt duich solche 7\\eclmäfsig 
wieleiholt ßetbnmgen so wnd man tfenbai 7\ einem Weite von 
T{x) yelan^en der -lO llem ist ils min will ml il lann wnd der 
Wert von x bekannt sein 

Bh i&t somit auf eine ebtnso einf"n,he wie diiel te Weise be- 
wiesen difa ein Weit von x von der Ftim k -|- ßy — 1 immer der 
gegebeneu Gleichun„ rfsj = ^^eiingen knnn ii 1 dtesei Wert re- 
Wi it sicl njf ne Lcile In T a ni ,i — f 
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Im Allgemeinen aber mufs x von der Form a -\- ß}/ —\ vor- 
ausgeaefet werden. Dies liefert einen neuen Beweis des auf die Form 
der imaginären Wurzeln der Gleichungen Ijezüglichen Satzes, einen 
Beweis, der für alle Arten von algebraischen und transcendenten 
Gfleichungen gilt. 

§ 15. 
Auflösung der unbestimmten Gleichung 

Lr + Mif - "-s + >Y'""'-^' H [-»' = + li 

in ganzen Zahlen. 

Wir setzen vorsiuM, dals diese GleiLhung au[ die m No. 75 zu- 
gegebene Weise vorbereitet ist, und dafs man sumit j/ und e und 
ebenso auch s und 11 als zu emaudei pnm betrachten kann. Dies 
vorausgeschickt, setzen wit analog 

j/ = 02 + Hu, 

wo %• eine zwischen — -^B. und + --II liegende Zahl ist, suhsti- 
tuieren diesen Wert in die gegebene Gleichung und dividieren das 
Ganze durch iJ, Dies giebt: 

+ (mL&"-' + (k — 1) Jf*«-^ -[ ) äf"-% 

+ ■■- 
Da, jedoch ä und H" prim zu einander sind, so kann diese Gleichung 
nicht bestehen, wofern nicht 

Xfl-" + itf^" -^ + i^e''-"- H 1- F 

n 
eine ganze Zahl ist. Dies ist die Bedingung, welche zur Be- 
stimmung von ^ dient. Man versuche also für ■& der Eeihe nach 

alle ganzen Zahlen zwischen —H und + ~^^- Gi^bt es unter 

diesen keine, für welche LS'" + Jlf#"-i -f- JVö'""^ -j- . . . durch K 
teilbar ist, so folgt daraus mit Gewifsheit, dafa die gegebene Glei- 
chung nicht in ganzen Zahlen auflösbar ist. Findet man aber eine 
oder mehrere Zahlen, welche dieser Bedingung Genüge leisten, so hat 
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man weiter für jeden Wert von 9' die transformierte GleiclLiing in z 
und M, welche von der Form ist: 

«3" + Ir-^u + ciT'-^u^ -J h ^W = + 1 

aufzulösen, nnd es ist ersichtlich, dafs jede ganzzahlige Lösung dieser 
eine ebensolche Lösung der gegebenen Gleichung zur Folge hat. 

Mithin reduciert sich alles darauf, eine Gleichung auf- 
zulösen, welche dieselbe Form besitzt, wie die gegebene 
Gleichung, in welcher aber die rechte Seite gleich + 1 ist. 

Man darf voraussetzen, daJs die linke Seite der gegebenen Glei- 
chung (auch bevor man irgend eine Reduction darauf anwendet) 
nicht durch einen rationalen Faktor teilbar ist. Denn wenn sie sich 
in zwei derartige Paktoren, deren einer vom Grade m, deren anderer 
vom Grade n — m sei, zerlegen liefse, so würde die gegebene Glei- 
chung in zwei andere zerfallen von der Form: 

L-y"- + M'y^-^s + N'y'-^z^ H = JE 

wo re ein Teiler von H ist. Es würde daher die Aufgabe eine voll- 
kommen bestimmte sein. 

Aus dieser Annahme folgt offenbar, dafs die linke Seite der 
transformierten Gleichung, nämlich aä^ -j- ?>s"~^M -f- cg^~^ti^ _|- . . . 
ebenfalls nicht mehr in rationale Faktoren zerlegbar ist. Mithin 
giebt es keine ganzzahligen Werte von u und 0, für welche 
diese linke Seite gleich Null werden könnte, und es ist so- 
mit + 1 der absolut kleinste Wert von allen, welche sie 
annehmen kann, wenn man für y und e irgend welche positive 
oder negative ganze Zahlen setzt. 

121. 
Nachdem wir dieses festgestellt haben, wollen wir allgemein 
untersuchen, welches die Werte von t and *(■ sein müssen, 
damit die homogene Punktion 

at" + öi-'-i^t -f cf-^-vP -\ 1- lif 

möglichst klein werde. 

Dazu denken wir uns, dafs wir durch Auflösung der bestimmten 
Gleich u]ig 

= aX^ -\- hx''~^ + ca:"~^ + ■ ■ ■ + ^ 
die einfachen reellen Falitoren 
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und die doppelten imaginären Faktoren 

{X - ßy + ys (w ~ ß-y + y% . . . 

gel'uailen haben. Alsdann ist die gegebene Funktion 

at" -{-hifl-^u -^ cP'-Hi^ -\ , 

die wir mit F{t, m) bezeichnen, gleich dem Produkte: 
„((_-„„)((_„'„) ((_«"»)...(((-;!,.)>+,%') ((i-/r«)"+/"»-')-.. 
Nehmen wir nun an, dafs die Werte von t und \i, welche dem Mini- 
mum diesec Funktion entsprechen, t=f und Ji = g seien, so dafs 
dieses Minimum gleich 

¥{f, q) = a(j)~ aq) (p ~ a'q) . . . {(p — ßqY + /g*^) . . . 
ist, HO mul's also, wenn mau für t und u ganzaalilige Werte Ket/,t, 
die (wenigstens bis 'm eii}er gewissen Grenze) von p und q ver^ehie 
den sind, 

F(j,,q)<F{t,u) 

sein. Dies könnte nicht stattfinden, wenn jeder Faktor von F{t, »() 
gleich oder kleiner als der entsprechende Faktor von F{p,q) wäre. 
Ea mufa also wenigstens einen Faktor von 7^^*, u) geben, der gröfser 
als der entsprechende Faktor von F{p, q) ist. Dieser Faktor kann 
entweder zu den einfachen reellen Faktoren, oder zu den doppelten 
imaginären Faktoren gehören, 

1) Es sei ( — au der einfache Faktor, welcher gröfser 
ist als der ihm entsprechende ji — aq. Da t und u willkürlich 
angenommen sind, und da man somit voraussetzen kann, dafs — 
nur sehr wenig von — verschieden ist, so folgt daraus, dafs ~ ein 
sehr nahe bei « liegender Bruch sein mufs, und man kann sogar 
hieraus schliefsen, dafs -- einer der Näherunsabrüche der Wurzel a 
ist. Sind nämlich ^, — , — ,- drei auiemindei tollende NdheiunjÄ 
brüche von «, ao iat in No. 8 gezeigt woideu dals w elclies inch die 
Zahlen t und u sein mögen, wofern uui u 1 lemei lU q ist, stets 
die Gröfse t — au gröfser iat als p -— aq wia dei an^estebtnen Bi, 
dinguug entspricht. 

2) Es sei {t — ßiiy-\-y'^u^ der doppelte imaginäre Faktor, 
welcher gröfser ist als der ihm entsprechende (p — ßqy-\-Y^^- 
Setzen wir voraus, dafs u <.q genommen sei, so wird nm so mehr 
t — ßu gröfser als p — ßq sein. Dies findet aber statt, wenn -- 
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einer der Nähemngsbrüche der Gröfsc ß, des reellen Teils der inia- 

ginären Wurzel ß + rV'—l, ist. 

V22. 

Wir kehren «ur Betrachtung dew ersten falles zurück 
und nehmen an, daiw miin t^p", m = o" aenommen habe, wo — s- 
der Näherun gsbrucli iat, welcher — vorajigelit und durch Eotwicklung 
dieses letzteren Bruches in einen Kettenbruch gegeben wird. Dann 

mufs also p*' — ccq*' gröfser als p — aq, oder es mufs — ^^ gröfser 

als 1 sein. Im Übrigen kanu aber diese Grofse positiv oder negativ sein. 

Ist zunächst ^---ä-- = -«, so folgt daraus k = ^^^^ ■ 
Da, nun y positiv und gröfser als 1 ist, kü werden -^ und ~ zwei 
aufeinanderfolgende Näherungsbrüche von « und y der dem zweiten 
entsprechende vollständige Quotient sein. 

T j -1 P" — <i^9" 1 1 ± py - p" T 
Ist zweitens — = + «, so hat man k -~ -. Je- 

doch mufs man diesen Fall in y.wci zerlegen, je uaclidem ;y > 2 
oder < 2 ist. 

Hat man y > 2, so setze mau y = 1 ~|- «, wo ? > 1 ist. Dann 
erhält man: 

«■s + 9 - 9" 

Mitbin werden „- und — ebenfalls zwei aufeinanderfolgende 

Näherungsbrüche von « und g der dem letzteren entsprechende votl- 
stäadige Quotient sein. 

In diesen ersten Fällen, welche bereits einen grofsen Umfang 
haben, ist also auf eine direkte und sehr einfache Weise gezeigt 
worden, dafs — ein Näherungsbruch der Wurzel k ist. 

Es bleibt der letzte Fall, in welchem */ < 2 ist, zu unter- 
suchen übrig. Ist alsdann y ^ 1. -j- , wo s stets gröfser als 1 ist, 
so hat man: 

('i - 9°) ü + <l (9 - <f) (S + 1) + 9" ■ 

Mithin sind -„ und „ zwei aufeinanderfolgende Näherungs- 
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bröche von «*) und der dem letztei-eii eiitspreehtiiide vollatändige 
Quotient ist 5+1, eine Gröfse, die grörser ist als 2. 

Der Quotient ilürffce aber nur gleich 1 --|- einem Bruche sein, 
damit — - der aul' — zr~r, folgende Näherungebruüli wäre. Üa mau 
nun s 4' 1 > 2 hat, so folgt, dal's in diesem letzteren Falle - Icein 
Näherun gsbruüh von a sein kann. Indessen sieht man wenigatens, 
dafs, weil —,r ein solcher iat, und der Unterschied zwischen 

a — a 

-— und ~ -;- nur - , - —^ beträe't, — icdenfalis iiniuer ein welii 

angenäherter Wert der Wurzel a ist. 

Ist « — B** ^ JE. ff — ff" = <p, so können wir durch —.- , " , ' .- 
drei aufeinanderfolgende Näheruiigsbriiche von a darstelleji, unil r[y, 
g zwischen (p und ip' fällt, so hat nia.o offenbar (No. 8): 
p~ aq>i>: — a^. 

Setzt man aber t = %, it='<f, so mufs F{7C, qo) > F{p, q) wein, 
da das letztere ein Minimum ist. Mitbin nmfs ey in dem Werte von 
F{a,fp) irgend einen andern Paktor ic — a'(p geben, der gröfser ist 
als der entsprechende Faktor p — a'q. 

Weil nun " _ " .— - gröCser als 1 ist und im Übrigen positiv oder 
negativ sein kann, so schliefst man wie oben, dafs -■- ein Näherunp;«- 
brueh von «' oder wenigstens 

ll -- 9) (s + !) + <(>' 
WO s positiv und > 1, ist. Daraus folgt, indem man die VVerLe vou 
% und fp einset/.t: 

k' = j) "(g+ 1) +]j — ff" ^ ^? J:X = y " (^ + i t°) + ff"" 

g" (3 + 1) + g - g» g»B + g g" (^ + (*") + ä"" 

(man nimmt nämlich stets p = (^"p" ~1~ 'P"" '^")- Mithin werden --^jj , 

^ zwei aufeinanderfolgende Näherungsbrüche von k' sein und der 

folgende Bruch wird sein: 

*) Ea wird p — p'^ji" imgenominen. In der Thal, cigiebt dio Kttten- 

bruchentwicklwiig von — eine Iteihe von (Juotießteu, derän letzter nach Üeliehen 

gi'öfser als 1 oder gleich 1 angenommen werden kann. Nimmt man ilin gröfBer 
als 1, so kann p nicht kleiner sein ah 3ji" -j- j)"", und man hat diiher 

p — J)" > Ji*. iinm. d. Verf. 
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— jrzT- — \ n; — i '(TT Ouöl ■ -(,-, r ) 

3" y]i + r) + 9 /ft 4- 9 ' 

wo Ä die grörste in s enthaltene ganze Zahl ist. Und da g zwischen 
/ und §°fc + 9 liegt, so ergiebt sich, dafs p" — ■ a'(f <jO — c'g ist. 
Dasselbe Schlufsverfahren kann man auf die andern Wurzeln 
«", d", . . . und selbst auf die GrÖfsen (5, (5', j5", . . . anwenden. Es 
folgt daraus der allgemeine Scblufs, dafs der Bruch — , wel- 
cher dem Minimum der gegebenen Punktion entspciebt, 
unter den Näherungabrüchen einer der Wurzeln a,a',a",... 
oder einer der Grofsen ß, ß', ß" . . . enthalten sein mufs. Ist 
er nämlich nicht darunter enthalten, so müssen die folgenden Be- 
dingungen zusammen stattfinden: 

1) die Gr'öJse — ^^ welche sich auf eine bestimmte Wurzel 

' 2^ — vq ' 

a bezieht, mufs zwischen -j- 1 und -f 2 liegen. 

2) Alle analogen Gröfsen 

p" — a'q" y° — K"g ° _ _ _ y° — ßq" P''__-'ß!jl. 

p - "'ü ' i» — «"3 ' " ' i' - ßä ' p~ §'a ' " '' 
welche sich auf die andern Wurzeln beziehen, müssen kleiner als 1 sein. 
Wenn aber auch dieses der Pal! ist, so ist es doch unmöglich, dafs 
die Gröfse -——-Ar-, welche aus dem Produkte aller Paktoren 
-tt'q" g° — « "g° (ji" — ß q y 4- y'g°' 



p — aq' p — ci'q ' P — a" q ' (p ~ ßq^ + y'g' 

besteht, grÖfser als 1 ist, wie es der Fall sein müfste, werm F(p,q) 
ein Minimum ist. 

Da nämlich die Ditferenz zwischen — ■ und ~r nur — -„- beträgt, 
und da ^ ein Näherungsbruch von k ist, so braucht es unter den 
Wurzeln tt, a", . . . und den GrÖfsen ß, ^, . . . nur eine zu geben, 
die entweder entgegengesetztes Zeichen besitzt wie «, oder deren 

Differenz mit « merklieh grÖfser ist als — s-. Ist alsdann a diese 
° ^ , ^ 22 ^ 

Wurzel, so wird der Paktor "— — -i-i- ziemlich nahe gleich --- und 
somit kleiner als -^ sein; und ist ß eine von « hinreichend verschie- 



dene Gröfse, so wird der Paktor 



(^m^±y/^ «ich e 

sehr nahe auf {— ) reducieren uud demnach kleiner als ■ 



i dem Werte von -^-,-'—r- Kur einen Faktor 
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geben, der gröfser als die Einheit aber kleiner als 2 ist, während alle 
übrigen Faktoren kleiner als 1 wären und unter diesen sicli wenigstens 
einer fände, der kleiner als -^ oder sogar kleiner als -j- wäre. Folg- 
lich würde die Grofse „ ' \ kleiner als 1 sein. Dies ist aber 

■*■ {P, 9) 
gegen die gemachte Annahme, dafs F(^, q) ein Minimum sein solle. 
Mithin ist schliefslicb*) der Bruch — immer ein Näherungsbrucb einer 
der Gröfsen a, a, «", . . ., ß, ß', ß", . . . 

123. 
Die soeben bewiesene Bedingung bestimmt noch nicht das 
gesuchte Minimum; sie giebt nur eine Reihe von Gröfsen an, unter 
denen der Bruch — zu siichen ist, welcher die Eisenschaft besitzt, 
das Minimum zu liefern. Das Verfahren, welches man ein- 
schlagen mufs, ist demnach folgendes: 

Man entwickle der Reihe nach jede der reellen Wurzeln a der 
Gleichung ax" + h3f~^ -{-...-[- ft c= in einen Kettenbruch. 

Ebenso entwickle man von den imaginären Wurzeln derselben 
Gleichung die reellen Teile in Kettenbrüehe. 

Für — nehme man der Reihe nach alle Näheruiissbrüche, welche 
9 
sich bei diesen verschiedenen Rechnungen ergeben, und setze die 
Werte Ton p und q in die gegebene Fmiktion ein. Dadurch erhält 
man ebenso viele Resultate, die jedes für sich eine Art von Minimum 
sind. Das kleinste von allen diesen Resultaten oder das absolute 
Minimum wird dann dasjenige sein, welches bestimmt werden sollte. 

124. 

Bemerkung 1. 

"Wen le eelle A\ zel o lei lei eelle 1 e I /) er mag 

nären A^ u zel aegat v st so ti 1 re man 1 e Entw ckl g a e e 

Kettenb 1 ebenso a s als ob s e pos t v v ei gebe abe so la 

jeden Nal er mgabi he las Z cl en — ■ 1 evoi na 1 n f r -' n mmt 

*) Man findet \ eeen Satz n den Zusat^eu la Kule s Algeb a No 28 
jedoch, st la geleh te Ve fasse n cht a f d Lmz Ihe ten des Bewe ea e n 
gegangen E nen solchen hat e fu len Fall wo das M ni num 1 at de 

Abhandln gen de Be 1 ner Aka len vom Jahre 17b8 gegeben ndess n besteht 
in Bezug aut d t ofs n p ß e n g \ e s h lenhe t m W o tla t de 

Satz B ^nm 1 "V f 
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Hier drängt sich die Frage auf, welches der beiden Glieder p 
und g negativ zu nehmen ist. Diese Frage iat leicht zu beantworten. 
Ist der Exponent n der gegebenen Gleichung eine gerade Zahl, so 
ist es gleichgültig, welches der beiden Glieder p und q mjm mit dem 
Zeichen — versieht, da die Gröl'se «j)" -f- hp''-^'-q -[--■■ vollständig 
dieselbe bleibt. Ist dagegen der Exponent n eine ungerade Zahl, so 
wird die GröCae ap" -\- bp''~^q -]-■■■ denselben Wert behalten, aber 
ihr Zeichen ändern, wenn man einmal p positiv und q negativ, das 
andere Mal p negativ und q positiv nimmt, oder allgemein, wenn 
man z.u gleicher Zeit die Vorzeichen von p und g ändert. 

Man sieht hieraus, dafa im Falle eines imgeratien n die bei- 
den Gleichungen 

ap- + bp"-^q -\ j- kq" = -{- H 

und 

«P" + ii>"-'rjr -^ \- kq" =^ — H 

stets gleichzeitig auflösbar sind. 

125. 
Bemerkung 2. 

Entwickelt man jede Wurzel a nach der oben (No. 100) aus- 
einandergesetzten Methode in einen Kettenbruch, so kann man sich 
der Mühe überheben, den Wei-t von F(p, q) für jeden Näherungs- 
bruch — au berechnen. Denn ist die transformierte Gleichung, welche 
dem Näherungsbruuho -- entspricht, die folgende: 

J.3- + -Bs"-^H = 0, 

so ist der erste Koefticienfc A dieser transformierten Gleichung genau 
der Wert von F(p, q). Man braucht also nur auf das erste Glied 
jeder transformierten Gleichung zu achten, um das verlangte Minimum 
zu erhalten. 

Dasselbe wiij-de hinsichtlich der GrSfsen ß stattfinden, wenn man 
ihre Entwicklung mittelst der Gleichung, deren reelle Wurzeln sie 
sind, ausführte. Da aber diese Gleichung in der Regel von einem 
zu hohen Grade ist, so ist es besser, diese Entwicklung mit Hülfe 
eines Näherungswertes von ß auszuführen und alsdann für — die 
daraus entstehenden Näherungsbrüche (No. 114) einzusetzen. Übrigens 
wird man sogleich sehen, dafs die Entwicklung dieser Gröfsen nur 
bis zu einer bestimmten Grenze fortgesetzt zu werden braucht. 
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126. 
Bemerkung 3. 
Die aiigegetenea Rechnmigen sind dieselben, mag nun das Mini- 
mum bereits bestimmt seio, wie dies der Fall ist, wenn man die 

Gleichung (tf + bf-^u + ci—Hi^ -\ |-7eM"=-|-l auflösen will, 

oder mag man einfach suchen, welches der kleinste Wert ist, den die 
linke Seite dieser Gleichung annehmen kann. Im ersten Falle begreift 
man wohl t^hne weiteres, dafs das Problem nicht immer auflösbar 
ist ; im zweiten Falle hat man nichts weiter zu thun, als unter meh- 
reren Reihen bekannter Zahlen die kleinste Za.hl herauszusuchen. 

Da aber in beiden Fällen die Berechnung der Entwicklung sich 
ins Unendliche erstreckt, und da man über den zweiten Grad hinaus 
kein Geseta kennt, welchem die aufeinanderfolgenden Quotienten und 
transformierten Gleichungen unterworfen wären, so hat man offenbar 
das Minimum der Funktion af + ht'^—'-u + ■ - ■ + fcit" nur unter der 
Annahme bestimmt, dafs t und m den grÖfsten Zähler und Nenner 
der berechneten NäherungsbrUche nicht übersteigen. Man kann also 
nicht behaupten, dafs ein gleiches oder selbst kleineres (wenn es nicht 
schon + 1 ist) Minimum nicht eintreten könnte für weitere Nähe- 
rungsbrüche, deren Zähler und Nenner noch gröfser sind. In der 
That sieht man keinen Hinderungsgrund dafür, dafs nicht auch bei 
sehr grofsen Worten von p und q die Funktion ap'^ + hp''-'^q -|~ - , . 
sich auf 1 oder auf eine sehr kleine Zahl redueieren könnte, so dafs 
es scheint, als ob man in dieser Hinsicht keine Grenze angeben kann. 
Wir bemerken jedoch, dafs eine solche Unbestimmtheit hinsicht- 
lich der Gröfse der Zahlen p und q nicht stattfinden kann hei den 
Näherungsbrüchen, welche aus der Entwicklung des reellen Teiles ß 
einer imaginären Wurzel ß -\- yy—l hervorgehen. Denn ein solcher 
Faktor wie (p — ßqf -\-'y''q^ kann nur bis zu einem gewissen Punkte 
abnehmen, nämlich so lange die Abnahme des Teiles (p — ßqY be- 
trächtlicher ist als die Zunahme des andern Teiles y^q^. Bald nachher 
aber müssen diese Faktoren schnell zunehmen. Deshalb sieht man, 
dafs es nicht notwendig ist, die Gleichungen, deren Wurzeln ß, ß', ... 
sind, zu suchen, sondern dafs man sich, wie schon erwähnt, mit 
einem Näherungswerte dieser Gröfsen begnügen kann. 

127. 
Wir wollen annehmen, dafs — ein der Wurzel ß hin- 
reichend uahekomraeuder Näherungabruch sei, so dafs die 
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1 
a und jeder der aiidera Wurzeln oder reellen Teile der Wurzeln c', 
k", ... ß, ß', ... Setzt man dann zur Abkürzung: 

i - (« - »■) (» ~ ,") ■■■((» - ßf + f) ((« - ß'f + y) . ■ , 

so hat man sebr nahe: 

Ist z der dem NUherungsbruche — entsprechende vollständige Quo- 
tient, so ist: 



Da in dieser Formel aL eine konstante Gröl'se ist, so sieht man, 
dafs, wenn F{p, q) eine gegebene Zahl sein soll, der Quotient s im 
Allgemeinen mit q"'"^ proportional sein mnfs. 

Will man also z, B,, dafa sieh F(p,q) auf + 1 reduciore, wie 
dies in den vorgelegten Oleichungen notwendig ist, ao mula nahezu 

sein. Dies ist die Gröfse der Quotienten, ans denen man die NUhe- 
rungsbruche erkennt, welche der Bedingung des Minimums 

-f(p,«)-±i 

genügen. Diese Formel ist besonders dann von Nutzen, wenn die 
Entwicklung einer Wurzel nicht nach der Methode der aufeinander- 
folgenden transformierten Gleichungen, sondern mit Hülfe eines Nähe- 
rungswertes dieser Wurzel (No. 112) vorgenommen wird. 

In dem Mafse, wie das Entwicklungs verfahren fortschreitet, nimmt 
der Wert von q und demnach der von s {denn man setzt hier w > 2 
voraus) zu, so dafs es immer weniger wahrscheinlich wird, dafs man 
den fiü' das Minimum erforderlichen Quotienten e finden werde. Wenn 
jedoch die Wui'zel k von einer oder mehreren andern Wurzeln a, a", . . . 
oder von den Gröfsen ß, ß^, . . . nur sehr wenig verschieden ist, so 
kann die Grenze L äufserst klein werden, und es wird nicht mehr 
ein ebenso beträchtlicher Quotient s erforderlich sein, um daa Mini- 
mum von i''(p, g) zu erhalten. Diese Bemerkimg steht mit den be- 
reits auseinandergesetzten Eigenschaften (No. 109 und 110) im Ein- 
klang. 
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Nimmt mau zweitens an, dai's — einer der Näherunss- 
bräche der G-röfse ß sei, setzt man ferner voraus, dafs die Diffe- 
renz zwischen — und ß um vieles kleiner sei als y und elienso um 
vieles kleiner als irgend eine der Gröfsen h, u, a", ... ß', ß", , . ., 
und macht man zur Abkürzung: 

yi -((!-.)((!-«') ((!-«") ■■• {(ß-ßy + v) ■••, 

so erhält man nahezu: 

F{p, q) ^ at^Y^A. 

Soll also F{p,q) = + 1 sein, so mufs man 

haben: mithin kann o nicht sröfser sein als 1/ — i- ■, woraus her- 
vorgeht, dafs das Minimum + 1 mit Hülfe der imaginären Wurzeln 
nur in sehr beschränkten Fällen eintreten kann, sobald y oder J sehr 
klein sind, d. h, sobald nahezu gleiche Wurzeln vorhanden sind. Zu 
gleicher Zeit erhält man die Grenze des Nenners q, über welche 
hinaus es überflüssig ist, die Entwicklung der Gröfse ß sowie das 
Probieren mit den daraus sich ergebenden Nähorungsbrüchen fort- 
zusetzen. 

Wir haben bereits im vorhergehenden Paragraphen Beispiele 
für die Auflösung der homogenen unbestimmten Gleichungen, deren 
rechte Seite 4: 1 ist, gegeben; wir begnügen uns daher, ein neues 
Beispiel hinzuzufügen, in welchem eine Lösung durch die 
reelle Wurzel, eine andere durch die imaginären Wurzeln 
gegeben wird. 

128. 
Beispiel. 

Es sei die Aufgabe gestellt, das Minimum der Funktion 
If — noeu + bmtu^ " 941w3 
zu finden. 

Betrachtet man die Gleichung: 

Ix^ - llOa;^ + 565a: — 941 = 0, 
so findet man, dafs dieselbe eine reelle Wurzel zwischen B und 4 
und zwei nur wenig von einander verschiedene imaginäre Wurzeln 
besitzt. 
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Folgendes ist die Kettenbruchentwicklung der reellen Wurzel: 



7ai> - IWx' + 665i - 941 — 


3 


1 





— 4J«' + 94«' — 47« + 7 — 


1 


3 


1 


7s' -47« -47 — 


2 


4 


1 


- 86«» + 37«' + 42« + 7 — 


1 


11 


3 


«=~ 139«' -218« -85 = 


140 


16 


4 


— n005s« + 19662«' + 281« + 1 — 


1 


2111 


563 


8939 a' + 6590«' — 1 3353« - 11005 — 


1 


2126 


567 


-8829«'+26644«'+334fl7«+8939 — 


4 


4237 


1130 


3807 «■ - 177233«' - 79304«- 8829 — 


40 


19074 


5087 


- 8123689«' + 7782096«' 








+ 348133« + 3807 — 


1 


877404 


235132 


10347«' - 8458742«' - 16588971 « 








- 8123689 — 


819 


896478 


240219 


u. s. w. 


2 

2 







Aus den eratea Gliedern der transformierten G-leichungen sieht 
man, dafs das Minimum -|- 1 stattflndet, sobald i = 15 und m = 4 
ist, so dafs diese Werte der G-leiehung genügen; 

7(3 _ llOtht + 565iw^ — 941wä = 1. 

In der weiteren Rechnung findet man keine transformierten Glei- 
chungen mehr, deren erstes Glied .den Koefficienten 1 hat. Demnach 
ist man sicher, dafs die erste Wurzel keine andere Lösung der vor- 
stehenden Gleichung liefert, wofern man nicht die Zahl u viel gröfser 
als 819 . 240219 annimmt; aber gerade wegen dieser Gröfse erscheint 
es wenig wahrscheinlich, dafs die Fortsetzung der Rechnung neue 
Werte von ( und u liefern werde. 

Man hat daher nur noch den reellen Teil der imaginären Wur- 
zeln in einen Kettenbruch zu entwickeln. Da nun aber die Gleichung 
nur vom dritten Grade ist, so wird, wenn man mit a die reelle Wurzel, 
deren angenäherten Wert wir soeben gefunden haben, bezeichnet, der 
reelle Teil ß der imaginären Wurzeln der folgende sein: 
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§ 15. Camzahlige A.ifl. d. «loiohiing Xy" + My-ig + ... = + .ff . 191 

Setzt mau den bekannten Wert von a ein, nnd entwickelt man das 
Resultat in einen Ketten brucli , so erhält man folgende Qiiotieoten 
und Näherungsbriiehe: 

Quotienten; Ö, 1, 55, 1 , 2 , 2, i, 3 



Näher ungabrii che; --, ' , 



Nimmt man mm nach und uach für — diese verschiedeueu Näherungs- 
brüche, so findet mau, dafs die Werte ( = 6, u ^ l ebenfalls das 
Minimum + 1 ergebe« ynd somit eine zweite Lösung der unbe- 
stimmten Gleichung 

It" — nOfu 4- mötu^ — 941 n« = 1 
liefern. Es würde überflüssig sein, für — andere Näherungsbrüche 
zu nehmen, da die oben gefundene Grenze 

nahezu ly = 1 ergiebt. 
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Zweiter Hauptteil. 
Allgenieiiie Eigenscliaften der Zahlen. 



Sätze über die Primzahlen. 
129. 
Satz. Ist c eine Primzahl und N eine beliebige diircli c 
nicht teilbare Zahl, so ist die Gröl'se A'"^"^ — 1 durch c teil- 
bar, ao dafs man erhält: 

. = ganae Zahl =^ e ). 

Ist X eine beliebige ganze Zahl, und betrachtet mau die be- 
kannte Formel: 



so sieht man leicht, dafs alle Glieder dieser Reihe, mit Ausnahme 
des ersten und dea letzten, durch c teilbar sind. Ist nämlich M der 
Koefficient von x™, so hat man: 

Jf _ »(.^l)(o- 2) ■■ ■(.- .. + !) 

oder: 

J}f-l-2-3---«*=c(c — l)(c — 2)---(c — »i + 1). 

D n u die refhte Site durli e teilbar i^t «o muft p^ auch lif 
ük n dadEpnn nn Fakmn 

d n n g, — kann w P m 

agt nhndmdi S g L 

D dhpähhtendZh k 

m F M E B w P 

AbhdgdP km mP N 
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§ 1. Siltee übDi- die Primzahlen, 193 

miifs daher notwendig für jeden Wert von m = 1 bis m =- c — 1 
in M aufgehen. Mithin ist die Gröfse 

{1 -\- x)' — 1 — af- 
teilbar durcli c, welelies auch die ganze Zahl x sein möge. 

Isb jetzt l -j- ^ = J^i 8ö geht die vorstehende Grofse über in: 
jV— (JV— 1)'^- 1. 
Da diese teilbar ist durch c, so erhült man, wenn die Vielfachen von 
c fortgelassen werden: 

N'~ l^(iV— 1)^ 
oder: 

N' ~ N=(N-~iy — {N— 1). 
Setzt man jetzt N — 1 für JV" und läfst stets die Vielfachen von i: 
aufaer Acht, so wird analog: 

(N- iy~ (N- l) = {N—2y- {N—2). 
Fährt man in dieser Weise fort, indem man immer von gleichen 
Resten zu gleichen Resten übergeht, so gelangt man notwendig zu 
dem Reste (jV — Kf — {N — JV), der offenbar gleich ist. Dem- 
nach sind auch alle vorhergehenden Reste gleich 0, und somit ist 
N" — N teilbar durch c. 

Da aber N' — JV" das Produkt aus JV und j\'*'""^ — 1 ist und 
ila JV nach Voraussetzung nicht teilbar ist durch c, so mufs JV""^ — 1. 
durch c teilbar sein, w. z. b. w. 

Zusatz. Ist c eine Primzahl, so kann man der Gleichung 



Genüge leisten, indem man für x eine beliebige durch c nicht teilbare 
Zahl setzt. Beü^achtet man daher nur diejenigen Weii« von x, welche 
positiv und kleiner als c sind, so sind diese Werte die aufeinancler- 
folgenden Zahlen 1, 2, 3, 4, ... c — l. Betrachtet man aber die- 
jenigen Woi-te oder Losungen, welche zwischen -c und -{--^g 

liegen, so sind diese Werte oder Lösungen: 

±1, ±2, ±3, ■■■ ±--~- 
In beiden Fällen ist die Anzahl der Lösungen der in Rede stehenden 
Gleichung gleich c — 1, also gleich dem Exponenten von x. 

130. 
Satz. Ist n eine Primzahl, so ist das Produkt 
1 .2.3...(m— ]) 
vermehrt um 1 durch n teilbar. 
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194 Zwoltov Himptteil. 

Aus der Differeuzeiireehunng ergiebt sich nämlich, dafs füi- jode 
ganze Zalil m die Gleichung besteht: 

1 . 2 ■;)■■■ Mt = m'" — -^ («! — 1)"' + —~^ {m - 2)'" 

Setzt man m = n — 1, und läfst man die Vielfachen von n a.ufser 
Acht, so erhält man dem vorheigehenden Sake zufolge: 

m'" == 1, (m — 1)"' = 1, 0« ~ 2)"' = 1, . . . 
Mithin reduciert sich das Produkt 1 . ä . 3 , . , m, wenn man dieselben 
Grofsen wegläfat, auf: 

1 ™ -r 1 . a 1.2.3 -1 

wobei die Anzahl der Glieder dieser Reihe gleich m ist. Nun bilden 
aber diese m Glieder die Entwicklung der Potenz (1 — 1)'", vermin- 
dert um das letzte Glied derselben, welches -|~ 1 ist, da m eine ge- 
rade Zahl ist. Mithin ist die Summe der in Frage kommenden Glieder 
.= (1 — 1)™ — 1 = _ 1. Es ist daher die Gröfse 1 .2 .?> ...{n — l) + i 
durch n teilbar. 

131. 

Dieser Satz, dessen Waring in seinen Meditatioues algebi^aicae 
Erwähnung thut, und dessen Entdeckung er Jean Wilson zuschreibt, 
wurde zuerst von Lagrange in den Abhandlungen der Berliner 
Akademie vom Jahre 1771 und sodann von Buler in seinen Opus- 
cula «nalytica Bd. I bewiesen. Er ist besonders bemerkenswert, 
weil er nur gilt, sobald n eine Primzahl ist. Denn ist n aus 
irgend zwei ungleichen Faktoren a und h zusammengesetzt, so werden 
diese Faktoren notwendig aJle beide unter den Zahlen 1, 2, 3, ... n — 1 
vorkommen, rmd die Gröfse 1 . 2 . 3 . . . (» ^ — ^ 1 ) -|- 1 wird durch n 
geteilt den Eest -f- 1 lassen. Dasselbe würde auch stattfinden, wenn 
n gleich dem Produlde zweier gleichen Faktoren ax a wäre; denn 
alsdann würden sich a und 2a in der Reihe 1, 2, 3 ... w — 1 vor- 
finden. Es würde somit das Produkt dieser Zahlen durch a^ oder n 
teilbar sein, und das um 1 vermehrte • Produkt würde den Rest 1 
lassen. 

Man kann hieraus eine allgemeine und untrügliche Regel 
ableiten, um zu erkennen, ob eine gegebene Zahl n Primzahl 
ist oder nicht. Dazu addiere man 1 zu dem Produkte 
1 ,2.3.'l ...(« IV 
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I t 1 &nmm lu h t II t d 7 ! 1 I mzahl; ist 

d feumm n 1 1 d I t 11 t 1 7ah! m ngesetzt. 

Obw H ab 1 B* 1 tl t h h 1 n t o 1 at sie doch 
ndP w dunglu (le wUd Pi-odulit 

1 ( — 1) b 11 aow 1 t ^* I m u N t n 

W b u 1 1 r d Zall - 1 - 2 - ö . . . , als 

Reste der Division durch n betrachtet, den Resten — 1, — 2, — 3, ... 
äquivalent sind; ferner ist, da n als ungerade Zahl vorausgesetzt 
wurde, die Anzahl der Faktoren 1, 2, 3, ... w — 1 eine gerade Zahl. 
Mithin wird das Produkt 1 . 2 . 3 . . . fn — 1) bei der Division durch 

n denselben Rest lassen, wie + ^^ ' ^^ ' ^^ ' ' ' f~ ö") ? wobei das 
obere Zeichen gilt, wenn n von der Form 4k -{- l, und das untere, 
wenn n von der Form 4Ä + 3 ist. Polglich: 

1) Ist die Primzahl n von der Form 4fc + t, so ist die 
Gröfse (l - 2 • 3 ■ ■ - — — j -\- 1 durch n teilbar. Man kennt da- 
her Huf diese Weise von vornherein eine Sumnie von zwei Qu!i.dvat(!n 
«^ 4" ' 1 "^iß durch n teilbar sein niufs. 

2) Ist die Primzahl n von der Form 47,- + 3, so ist die 
Gröfse (l ■2-3---^^y — 1 durch n teilluir; mitliiii inuf^ 
n in einer der beiden Gröfseii 

1 ■ 2 ■ 3 . ■ ■ "~~^ -f 1 oder 1 • 2 • :J - ■ ■ " "~ ' - 1 
aufgehen. 

132. 

Hülfssatz. Ist c eine Primzahl und ./' ein Polynoui 
w'™ Grades, dessen Koefficienten ganze Ziihlcn sind, also 

P = ax'" + ßx'"-^ + yx"^-^ + ■■■ + «), 
so kann es zwischen -|- --c und — ■ c nicht mehr als m Werte 
von X geben, für welche dieses Polynom durch c teilbar ist. 

Denn ist /; ein erster Wert von x, für welchen P durch c teilbar 
ist, so bann man P={x — l)P -\- Ac 'ietzen und eihilt fui P' 
ein Polynom n — 1*^" Giades m < Ist 7 em zw itei Weit VDn x, 
für welchen P luich r teilbir i&t so mufs tui diesen Weit [j, — /c) P' 
durch c teilbar sem Nun kann ibei dei Pal tor x — 7 dei in 
li — Ic übergeht nicht duich c teilhat lein da 7 und / 1er Vorius- 
setzung nach 1 ei 1 Heiner nls < 'Jin 1 MHi 1 imi 7 nui 1 mn 
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196 Zweiter tlaiiptteil. 

zum zweiten Male durch c teilbar sein, wena c ein Teiler von P' ist. 
Das Polynom P vom Grade m läfst somit nur eine Lösung melir zu 
als das Polynom P' vom Grade )w— 1; es kann somit niclifc mehr 
als m verschiedene Werte von x zwischen + v'^ ™^^ — Y^' S^''^"' 
für welche P durch c teilbar ist. 

Wir betrachten als Lösung oder "Wiirzel der Gleichung 

— = e jeden zwischen + -^-c und -c liegenden Wert von x, 

welcher die linke Seite zu einer ganzen Zahl macht. Die 
Anzahl dieser Losungen, die man auch zwischen undc nehmen 
könnte, darf niemals, wie eben bewiesen worden, den Esponenten m 
übersteigen. Hat man aber eine solche Lüsnng z. h. x ^ h, so kann 
man allgemeiner x = k -\' es setzen, wo s eine positive oder nega- 
tive ganze Zahl bedeutet. Alsdann werden alle in dieser Formel «-nt- 
haltenen Werte von x der Gleichung — = e Ctenüge leisten. 

133. 

Satz. Ist e stets eine Primzahl und P ein Polynom iw'™ 
Grades, welchen ein Teiler ist von dem Binom afl-'^ — 1., so 
giebt es immer m Werte von x zwischen -\- „ ^ '^"'^ — "ä'^' 
für welche dieses Polynom durch c teilbar ist. 

Es sei nämlich af-~' — 1 = PQ, wo Q ein anderes Polynom 
vom Grade e — \ — m ist. Da es nun c ^ 1 Werte von x giebt, 
für welche die linke Seite durch c teilbar wird, nämlich +1, + 2, 
+ 3, ■■■-[-- — - — , so mufs für jeden dieser Werte entweder P oder 
Q durch c teilbar sein. Unter diesen c — 1 Werten kann es nicht 
mehr wie m geben, für welche P durch c teilbar wird, da P nur 
vom Grade m ist; es kann aber auch nicht weniger als m geben, da 
sonst Q für mehr als c — 1 — m Werte von x durch c teilbar sein 
müfste, was unmöglich ist, da Q nur vom Grade c — 1 — m ist. 
Mithin ist die Anzahl der Werte von x, für welche P durch c teilbar 
ist und die zwischen + -5-*^ "^^ — T'' liegen, genau gleich m. 

Bemerkung. Derselbe Satz würde gelten, wenn P ein Teiler 
von af ~"^ — i -\-- cB wäre, wo B ein Polynom von beliebigem Grade 
darstellt. 
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S^itz« über dio Pii 



Satz. Ist die Primzahl c üiu Tuilüi' von a^ + JV, wo iV" eine 
gegebenu positive otler negative Zahl bedeutet, so mul'a die 

Gröfse ( — N) ^ — 1 durch c teilbar sein. Umgekehrt wird 
es, wenn diese Bedingnng erfüllt ist, eine Zahl x (kleiner 
als -^-c) von der Beschaffenheit geben, dafs sich 3;^-|-JV durch 
C teilen läfst. (Ausgenommün wird der Fall c = 2, sowie dor, wu 
N durch G teilbar ist). 

1) Ist nämlich c ein Divisor von x^ --|- N, so evgiebt sich, wenn 
man die Vielfachen von c aufser Acht läfst, it^ = — N, folglieh: 

X'-' — 1 =(.- JV~ _ 1. 

Da nun die linke Suite durch c teilbar ist, so iniifs es aufli die rechte 
Seite sein, 

2) Nimmt man an, dafs (— N) ^ — 1 durch c teilbar sei, so 
setze man diese Gröfoe gleich er. Dies giebt: 

^f-^ - 1 — er = x'-^ - (- N)~'. 
Hetat man aber für den Augenblick c — l = 2b, — N^ M, so geht 
die rechte Seite aber id x"' — M", und dies ist teilbar durchs:^ — iU" 
oder x^ -\- N. Mithin geht x^ -\- N auch in der linken Seite 

3f~^ — 1 — er 
auf. Es giebt daher (No. 133) notwendig zwei Werte von x, welche 
kleiner als --c sind, nnd für weiche x^ -\- ^ durch c teilbar wird. 
Diese beiden Werte sind im Grunde genommen nur einer, da sie sich 
nur durch ihr Vorzeichen von einander unterscheiden, 

Bemerkung. Wir haben bewiesen, dafs, wenn JV eine beliebige 
Zahl und c eine Primzahl ist, welche nicht in JV aufgeht, die Grofse 
JV''~^ — 1 stets durch c teilbar- ist. Diese Grljfse ist das Produkt 
der beiden Faktoren: 

A' "ä" -f 1 und 1^"''"— 1. 
Es mufs daher entweder der eine oder der andere von diesen beiden 
Faktoren durch c teilbar sein. Daraus geht hervor, dafs die 

Gröfse JV ^ bei der Division diircli c jederzeit den Rest 
+ 1 oder den Rest - 1 läfst. 
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198 Zvvuitcr llLiupUeiL 

185. 

Dil clei-Eii-tige Gi-Öl'seii wie JV"^"" selir liiUifi; 
uiiHerer Üiitersuchiingeu aui'treten werden, su 
nus des a^bgeküriüten Zeichens 



bedieneil, iim den Eeat, welchen N ^ taoi dor Division dureh 
C ©rgiebt, auseudriicken. Dieser liest kanii, wie wir suebeii 
gesehen haben, nur entweder gleich +1 oder gleich — 1 sein. 

Wenn (- -j = ^- 1 ist, so sagt man, N sei ein quadratischer 

Rest von c, weil alsdann N ^ bei der Division durch c den Rest 
-|- 1 läfat, und dies die notwendige Bedingung dafür ist, dal'ü c in 
a:^ — JV" aufgeht. Ist dagegen ( ■ ) = — 1, so sagt man, N sei 
ein quadratischer Kichtrest von c. 

In dem Ausdrucke ( — ] bedeutet JV^ eine beliebige positive oder 
negative Zahl, c dagegen immer eine Primzahl mit Ausnahme von 2. 

Ist c eine Primzahl von der Form in -j- 1, so ist der Ex- 
ponent ■ ■ ■ eine gerade Zahl; dagegen ist dieser Exponent 
ungerade, sobald c eine Primzahl von der Form 4k + 3 ist. 
Im ersten Falle mui's somit 

im zweiten 



Ein Ausdruck wie {^^f) ist stets das Piodukt de 
den Ausdrücke (-- \ und f -^ ). Denn setzt mau: 



so ist aus der Bedeutung dieser Ausdrücke ohne weiteres ersichUic! 
dafs man 

M~^ = mc + (t , iV~ä" = WC + j- 
setaen kann wo m und n ganze Zahlen bedeuten. Daraus folgt: 



(MJS') « =- (mc -j- ft.) (7ic + v). 
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S 1. SLUi-.i^ iibui' diu Pniiii--^6lilwi, liH) 

Wie man aielit, lÜfst die roelitu öcite bei der Diviwioii diux-li c den 
liest iiv; inun erLiUt duher: 

/ MN \ ^ /M\ iN\ 

und eboiiso l'ür eine jfröfseie Anzahl von ]''al£toreij, 

Iii dem l'alle zweier gleichen Faktoren iMl, der Ä.iiMdruck 

( - - -) , welcher dasaelbö bedeutet wie \ j X {—) jederzeit 
gleieL + ^i <^^^ jeder Faktcir {■ ■ ) nur entweder -|- 1 oder — ) 
sein kann. 

i;iii. 

.lät N eiue gejfeheiii; Zahl und auelit man die Pobenz JV"-', liir 
welche N" — 1 durch che Primzahl c teilbar wird, ao genügt ey, wie 
man sieht, x =^ c — 1 au setzen. 

Will man ferner, dafs N"" — 1 durch die Potenz c"' der Prioi;^ahl 
c teilbar' Hei, so mufe man x = C"""' (c — 1) setzen. Denn ial: 

ütler ; 

uud erhebt man jede Seite auf die Potenz c'"-', so erhalt man; 

N'' = (} -{-cMY"^'' 

Hieraus sieKt man, dafs, wenn man i =(ß — l)c"'~^ setzt, die GrÖtse 
N" — 1 durch & toiib ii ist 

Ist allgemein N eine, gegebene Z<ihl und will mau, dafs JV"' — 1 
durch eine andeie Zahl A, welche priiu zu JV ist, teilbar sei, so mufs 
man Ä m seine Prmifaktoren a, h_ c, . . . zerlegen, so dafs 

A = a"hf'cf . .. 
wird. Nimmt man dann: 

MO wird offenbar N^ — 1 zu gleicher Zeit durch es", hf, <;*■,... 
teilbar sein. Mithin ist diese Gröfse auch durch das Produkt 

A = a"lPcy . . . 
teilbar. 

Da« — f, ö — l, c — 1, ... einen oder mehrere gemeinsame 
Faktoren haben können, so erhält man, wenn man die kleinste Zalil, 
welche gleichzeitig durch a — 1, h — 1, c — 1, ... teilbar ist, 
A' nennt, einfacher: 

^ = A'a"-'¥-^cy-^ ... 
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200 Zweiter Haiiptteil. 

187. 
Hiür-civia erkennt mau, dafs man eine Lösung jeder unbe- 
stimmten Gleiclinng ersten Grades 
py — qs ^r 
nnmittelbar evlialteii lüinn. Dazu mufs uian 

setzen und x derart bestimmen, daff^ jt" — 1. durch die gegebene 
zu p relativ prime Zalil q teilbar sei. Demi nennt man h deu Quo- 
tienten, so hat man: 

^_,(,--«_rt. 

Darauf ergiebt sich allgemeiner: 

y = rh -\- pX, 
wo X eine belieVjige positive oder negative Zahl ist. Man sieht aber 
auch, dafs diese Lösiuig meistens weit eomplicierter sein würde ak 
die, welche man durch das gewöhnliche Kettenbruch verfahren erhält^ 
welches nicht voraussetzt, dafs man zuvor die Pcimfaktoreu der Zahl 
q gesucht habe. Siehe Bd. VIII der Nov. Com. Petrop. vom Jahre 
1760 und 1761. 

§ 2. 
Untersuchung der Form, welche die Teiler der Formel i^ -f- an^ besitzen. 
138. 
In der Formel f -\- au^ betrachten wir a als eine gegebene 
positive oder negative Zahl und nehmen an, daTs t und u zwei un- 
bestimmte Gröfaen sind, denen mau alle nur möglichen gauzzahligen 
positiven oder negativen Werte beilegen kann, aber unter der we- 
sentlichen Bedingung, dafs t und u prim zu einander sind. 
Denn ohne diese Bedingung würde jede Zahl ein Teiler der Forme! 
t^ -(- au^ sein können, und es würde somit keine besondere Form geben, 
welche die Teiler der Formel t^ + ati,^ charakterisierte. Dies vor- 
ausgeschickt, erkennt man, dafs die Formel f -\~ ai^ für einen und 
denselben Wert von a unendlich viele verschiedene Zahlen darstellt, 
und es handelt sich darum, die Beschaffenheit der Teiler dieser 
Formel zu untersuchen. 

Ist j) ein beliebiger Teiler dieser Formel £^ + "^"^ iiid ist dem- 



yGoosle 



S 2 luim (kl lulLi- von i'' + au'. 201 

SO behaupte IlIi /un^chst, dah die Zahlen ti und ^ prim zu einander 
siud. Denn hätten a' und p emea gemeiiisehaftiichen Teiler 9, so 
würde uffenbai & duch ein Tedei von Fp — «M^ oder f^ sein, und 
es wöi'den somit t und m einen gemeinschaftlichen Teiler haben, was 
gegen unsere Voiaussetiung ist Da somit j> und « prim zu einander 
sind, so kann man (No. 13) zwei Zahlen tj und q von der Beschaffen- 
heit finden, diiia 

t=.py -\- qu 

ist. SubstitLiiert mau diesen Wert in die Gleichuiii^v f-' _]_ uu^ = Fp 
und dividiert dann alles durch p, so erhält mau; 

Da aber n mit p keinen Teiler gemeinsam bat, so kann diese 
Gleichung nur dann bestehen, wenn -~- — eine ganze Zahl ist. 
Mithin wir<5 die Zahl p, welche in der Formel t^ -|- «M^ aufgeht, 
auch in der weniger allgemeinen Formel x^ -\- a aufgehen, wenn man 
x = q setzt. 

liJÜ. 
Ebenso wie die zwei unbestimmte Grölscn enthaltende Formel 
f^ -j- au^ keine ajidern Teiler wie die Formel mit einer einzigen 
Unbestimmten f ~\-- a oder x^ -{-■ a besitzt, so ist auch die Formel 
Ät^ + Btu -\- öti^, in welcher A, B, G gegebene Zahlen sind, in 
dieser Beziehung nicht allgemeiner als die beiden ersten. 
Denn multipliciert man die letztere mit 4Ä und setzt man: 
2At-\-Bu = x 
4-AG~ B' = a, 
so wird das Produkt: 

x' + «..'. 

Mithin sind die Teiler der Formel Af' -\- Btu -^ Cu^ dieselben wie 
die Teiler der einfacheren x^ + ««^ ocl^i' ^o(Ai einfacher wie die von 
x^ -\- a, wohei « gleich der konstanten GrÖfse 4AC^ B'^ ist. Und 
obwohl man die gegebene Foi-mel mit 4A multipliciei-t hat, so machen 
doch sogar die Teiler, welche nicht prim zu A sind, keine Aus- 
nahme, denn setzt man x = B, so geht die Forme! x^ -f" ^'^ '''^^^i' ^^^ 
JB^ -j- « oder iAC, dieselbe ist folglich teilbar durch A. 

Ist stets p irgend ein Teiler der Formel t^ 4- au^, und nehmen 
wir an, dafs ß, y, 8, . . . die Primfaktoren von p seien, so mufs 
jede dieser Zahlen ein Teiler von x^ -{- a sein. Sonach mÜHScn, der 
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Nr. 134 und der ivi Nr. 135 ungegeboiion Bozeichiiuiig- ■/. 
Gleichungen bestehen: 

Diese Bediijgnugen sind auch hiureichend, wenigstens 
und « keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. 

140. 
ICüliren wir zn der Formel 



Nun kann aber I' ebenfalls als ein beHebiger Teiler der Forme! 
i^^ + au' bezeichnet werden; mithin lUfst sieh jeder Teiler dieser un- 
bestimmten Formel durch die Formel gleichen Grades 

pif -\- 2qyu -^ rii^ 
darstellen, in welcher pr — (^ ^ a ist. 

Da man ferner m = 1 annehmen darf, weil die Formel (^ -\- a 
dieselben Teiler haben mufa, wie die Formel t^ -\- au^, so folgt 
daraus, dafs man auch einen beliebigen dieser Teiler durch die 
Formel py^ -\- 2qy -\- r, in welcher gleichfalls pr — g^ = a ist, dar- 
stellen kann. Diese Form ist einfacher als die vorhergehende; in- 
dessen werden wir der letzteren den Vorzug geben, weil ihre Koel'fi- 
cienten immer zwischen bekannte und nur von der einen Zahl a 
abhängende Grenzen eingeschlossen werden können. 

Wir haben nämlich (No. 54} bewiesen, dafs die unbestimmte 
Formel py^ -j- 2qyu -{- rv?' sich immer in eine andere ähnliche. Formel 
transformieren läfst, bei welcher der mittlere Koefiicient 2g keinen 
der beiden äufseren Koefficienten p und r übersteigt, und in der 
überdies stets pr ~ g^ = a ist. 

Nehmen wir an, dafs diese Reduktion ausgeführt sei, so werden 
wir, je nachdem a positiv oder negativ ist, folgende Schlüsse zu 
ziehen berechtigt sein: 

1) Jeder Teiler der Formel (^ -|- ctt", in welcher c eine 
positive Zahl ist, läfst sich darstellen durch die Formel 
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py'' -^ 'Jqys -^ rs^, iu wulclier ^fr ~- q^ --= c, i'erüer 2q-Cp niiä 
<r und demnach q 'C 1/ t i^''- 

2) Jeder Teiler der Formel i* — cu^ liifst sieli darstellen 
duroll die Formel j)y^ + 2qy^ — »"s''', iu welcher pr -\- q^ = c, 

ferner 2q<^p und < r und demnach ^< j/■^ ist. 

141. 

in beiden Fällen aiai'ä man im ticdächtnis behulten, dafs die 
unbestimmten GröTseu y und relative Primzahlen sein 
müssen, wie es die unbestimmten Gröfsen t und w in der gegebenen 
Formel t^ + cu^ sind. Unter dieser Bedingung ist jede in der 
Formel py'^ -\- '2qys ^ rs'^ enthaltene Zahl P uotweudiger- 
weise ein Teiler der Formel t^^cti^. 

Nimmt man iiümlich an, dafa 

sei, und bedeutet -,-„- den Niiherungsbruch, welcher in der Ketten- 
bruchent Wicklung von --5- letzterem Bruche vorhergeht, ao erhält man, 
wenn man in der unbestimmten Formel py^ -]- 2qyg + rs^ an Stelle 
von y und setzt: ay -|- «"0 und ßy -{■ ß'^s, nach No, 53 ein Re- 
sultat von der Form: 

l',f + 2Q,: + li^', 
in welcher 

Fli = Q'' -f c 
ist. Mithin iyt P ein Teiler von <f -\- c oder von t' + cu'. 



Anwendung der vorhergehenden Theorie aul verschiedeoB Formeln wie: 

/■'' + mS t^ -\- 2ii\ f -- 2ii:\ . . . 

Folgerungen, welche sich daraus in Bezug auf die allgemeinen Formen 

der Primzahlen ergeben. 

142. 
Um die Teiler der Formel 

e + xi^ 

zu erhalten, mufs man nach der Methode des .vorigen Paragraphen 
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0-1, i>r-<f-i, i<y\ 

Mall erhält tliilier: 

und somit reduciert sich jeder Teiler py'' -\- 2qys -\- rp^ Liut' 1/ -j- sK 
Folglich: 

Jeder Teiler der Formel f -^ u^, welche nua zwei zu 
einander primeo Quadraten besteht, ist gleichfalls die 
öumme zweier zu eiuander primen Quadrate. 

Da dieser Satz in der Theorie der Zahlen sehr häufige 
ÄHwendung findet, so glauben wir noch einen zweiten auf andern 
Prineipien beruhenden Beweis für denselben geben zu müssen. 

Ist W eine beliebige Zahl, welche in der Summe zweier zu 
einander primen Quadrate t^ -\- u^ aufgeht, so kann man annehmen, 
dafs die Zahlen ( und u nicht grBfser seien als — N; denn da N ein 
Teiler ist von i^ -j^ m*', so ist es auch ein Teiler von 

(i - «Nf + (u ~ /SA')'- 
Diese Zahlen k mid ß kann man aber stets so wählen, daCs i — aN 
und i( — ßN nicht grofser sind als -ä^- 

Wird diese Vorbereitung als ausgeführt vorausgesetzt, so ist die 
Gröfse t^ -\~ i^ < ö -^^^i luithin erhält man, wenn man C^^" 'M^= .WW 
setzt, W < ~ JV. 

Wäre nun zunächst W = 1, so würde die Zahl JV gleich f^ + '^^ 
sein, mid unsere Behauptung wäre richtig. 

Es sei also JW' > 1. Da nmi JV' ein Teiler von i? -{- xi^ ist, so 
ist es auch ein Teiler von 

(j - »ny + («-/! jy-)'. 

Mau kann aber « und |3 immer so wählen, dafs t — KJV' und u — |3JV' 
nicht gröfser aind als — N. Setzt man daher unter dieser Voraus- 
setzung : 

(; „ ftiV')^ + (u — ßN'f ^ N' ;V", 
so ist: N"<^N'. 

Multipliciert mau diese letzte Gleichung, Seite mit Seite, mit der 
Gleichung fi -j- zt^ ^ NN', so findet man, dafs sich das Produkt auf 
die Form bringen läfst; 

(i* + n' -- atN' — ßuN'f + (a(iN' — ßtN'f = NN"'N". 
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Substituiert man auf der linken Seite JViV"' für f -\- tt^ und dividiert 
dann durch ^'^, so wird: 

(W"— at -~ ßuf + («M - ßty = NN". 
Wäre in diesem neuen Resultat N" = 1 , so würde die Zahl N gleicli 
der Summe zweier Quadrate sein, und der Satz wäre bewiesen. 

Ist aber noch N" > 1, so leitet man auf demselben Wege aus 
dem Produkte NN" ein neues Produkt NN'" ab, in welchem 

N'"<.Y^" 'st, und welches ebenfalls durch die Summe zweier 
Quadrate ausgedrückt ist. 

Nun kann aber die Reihe der ganzen Zahlen N, N', N", N'", . . ., 
in welcher jedes Glied kleiner als die Hälfte des vorhergehenden ist, 
nicht ins Unendliche gehen; mithin gelangt man notwendigerweise 
zu einem Gliede, welches gleich 1 ist, und alsdann ist die Zahl N 
gleich der Smnme zweier Quadrate. 

14B. 
Wir kehren zur allgemeinen Metho(hi zurück und stellen uns 
die Aufgabe, die Teiler der Formel 
e + 2u' 
zu suchen. In diesem Falle hat man: 

»-2, p,-~i'~2, q<yi . 

Man mui's daher auch hier 5 = setzen. Dies giebt: 

pr = 2, und daher p = l, r == 2. 
Mithin ist der Teiler py^ -j- 2qyä ~\- rs^ stets von der Form 
y* + 2s^, also von derselben Form wie die zu teilende For- 
mel f -\- 2m^ 

Ist ferner die Formel 

f — 2m^ 
gegeben, und sollen wir für diese einen beliebigen Teiler durch 
py^ -\- ägj/s — rä^ darstellen, so erhalten wir: 



» = 2, i.r + s>-2, q<yi- 



Daraus folgt q = und pr = 2; demnach entweder ji = l, r = 2 
oder j> = 2, r = \. Mithin kann jeder Teiler der Formel 
t^ — 2w^ entweder durch y^ — 2z^ oder durch 2j/^ — z^ dar- 
gestellt werden. Übrigens reducieren sieh diese beiden Formen anf 
eine einzige; denn es ist, wie wir bereits bemerkt haben: 
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</- 2s" -2 {»-«)'-(!, -22)-. 
Ebenso iiiidet man, dafs die Formel (^ •{- 3«^ als ungeradeu 
Teiler nur eine Zahl von derselben Form y^ -^ 'ds^ habea 
kann. Ferner kann die Formel t" — Öit^ als ungeraden Teiler 
nur eine der beiden Formen y^ — 5^^ oder by^ — 0^ haben. Wie 
leicht zu sehen, reducieren sich aber diese beiden Formen ebenfalls 
auf eine einzige; denn es ist: 

f _ 5/^ = b{y - 2sf - (2y - bdf. 
Mithin allaemciu: 



Jede Zahl, welche i 

in denen t und u prim ?,n e: 
zu Teilern nur eine Zahl ^ 
sind hinsichtlich der 
i^ — 5*(^ diejenigen Teil, 
geraden sind, auszuneh 



er der Formen: 

- 2w^ e + 3M^ f - 5< 

ander sind, enthalten ist, kann 

on derselben Form haben. Nur 

den letzten Formeln fi -j- 3m^, 

Iche das Doppelte eines nu- 

da diese nicht von der Form, 



y^ + 32^ oder y^ — 5^^ sein können. 

Diese verschiedenen Formen, welche den Vorteil bieten, 
dafs ihre Teiler von derselben Form sind, schliefaen sich gegen- 
seitig nicht aus; im Gegenteil finden aich ziemlich häufig zwei 
oder mehrere in einer und derselben Zahl vereint. So ist z. B. 
89= 8^ + 5^= 9' + 2-2^ 
241 = 15^+ 4^=13"+ 2.6^ = 2P- 



.2-10ä = 7^ + 3.8'''-=3r'^— rj.!2-. 



144. 
Es dürfte hier am Orte sein, einige der Eigenschaften der 
Zahlen, welche auf der Verbindung von geraden und un- 
geraden Quadraten beruhen, zu entwickeln. Zunächst bemerken 
wir, dafs ein gerades Quadrat (2xf stets von der Form 4ii, ein 
ungerades Quadrat (2x -|- 1)^ von der Form Sn + 1 ist. T» der 
Thai ist: 



4^:^ + 4a; -i- 1 = 



l-fl- 



Nui 



ist aber 



■' + .. 



stets eine ganze Zahl, und ferner ist dirae ganze 



Zahl eine Trigonalzahl.*^ 



*) Die versohiedonon ileilien ■ 
gaoannt hat, sind foigeoclo; 



I Ziililen, weiche 



y Google 



g 3. Anwenduag dus VorigBu auf SpeoialiUlle. Fol gelungen. 



207 



Da somit ff und s^ nur eine der Formen 4« oder 8n -|- 1 be- 
aitzen können, so kann man unmittelbar die drei folgenden Sätze 
aufstellen. 

1) Jede durch die Formel y^ + ä^ dargestellte ungerade 
Zahl ist von der Form 4»+ !• 

2) Jede durch die Formel y'^ + 2/ dargestellte nugerade 
Zahl ist von einer der Formen 8n -j- 1, 8n -{■ 3. 

3) Jede durch die Formel »/^ — 2/ dargestellte ungerade 
Zahl ist von einer der Formen 8m +1,8« + 7. 



2, 


3, 


4, T) 


3 


6 


10, 15 


4- 


10 


211, sr 



«(« + 1)(«_+21 

1 .2-3 
n{n + i){n + 2)(« + 3) 



Dil et-^tu iieihe A iht üxl tei natailicU n. Zahlen durcn allgemeines (ibed n ist 
DiP zweite l-wihe B lat die dci Ingonalz thlen ihr allsememPa Qhed lat 
<l_±J^ Zitht man \on d esem aligemeu Pn GJiede WPlcbeh das w'» Glied 

der Reite B st das vorbeigehende Glied derselben li^ihe wekhps -^ — - — — 

lautet ah ao bleibt der Beat n und dieser ist da? allgememe odei k*" Ghed dPi 
Keihe A Man. bildet dabei daa n." Ghe I lei Eeihe B indem man dai. 
n — 1'" Gbed derselbe) R ibe zu dem «*™ Gliete der Reibe A addieit 

Die dritte Reibe C ist die dei Pyramidalzahlen deien allgemeiuea Glied 



(^ 



-i)«(' + ' l 



det^eUeu Reibe ab io bleibt die Differenz 



diebem Gliede das, vorbei gebende 

(»+!) 



1 2 






diese ist das »t*" Glied der Reihe B Mau kann ilso d li he C mit Hülfe dei 
Reihe B ebenso billen wie mau diet,e mit Hdife det Ht be A gebildet bat 

Eb nso verhalt es sn,h mit det vierten Reihp J> -wckhee du, heibe dp) 
hguiiertta ZaUen dutttr Ordnung ist und deieii lUi^cmeinef. Ghed liut t 

^ bei den andern 
e wir bier <tli Definibouen g gobea haben Hod 
eceaaiven Bildung heileitet schhefaen die ganze 
sich und bieten unmittblbar den Beweis eines 
irait m seinPn Anrncrkaagi,« zum Dioihiiit 
<• lUPi 1 e i 1 1 ndst n 1 nt Ic kui gen bp 
A 11 1 ^ r 



Die allgomeiiicn Glieder d 
aus denen sieh dds Gesetz der s 
Theone doi flgurieittn Zahlpti i 
allgpmeinen Sat/es. dai den 1 
S 16 erwi,hnt nl 1 i i i! 
ti aditete 
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Alis diesen drei Sät/cii ergeben sich als Folgerungen die drei 
andern: 

4) Eine Zahl von der Form 4w + 3 llUsI sich nicht durch 
t/^ -\- s^ darstellen, 

5) Eine Zahl von der Form 8« + 5 oder von der Form 
8» -|- "^ läfst sich nicht durch «/^ -\- 2s^ darstellen. 

6) Eine Zahl von der Form 8« + 3 oder von der Form 
8« 4- 5 läfst sieh nicht durch y^ — ■ 2ä^^ darstellen. 

Nachdem dieses festgestellt ist, ist es leicht, die vier folgenden 
Satze, welche in der Zahlentheorie von grofser Wichtigkeit sind, zu 
hiiweiseu. 

145. 

I.Satz. Jede Prim/ahl von der Form 4n + 1 ist die 
Siimme zweier Quadriite, 

Ist diese Primzahl c = 4« -(" l-i ^^ ist: 

Es giehü somit (No. 133) zwischen + .r<^ "nd — ■ - c 2)* Werte von x, 
für welche s?'^ -\- 1 durch c teilbar ist. Nun ist aber x^'^ -\- 1 die 
Summe zweier zu einander primen Quadrat«; mithin (No. 142) ist 
ihr Teiler c ebenfalls die Summe zweier ku einander primen Quadrate. 
Man kann daher immer c = j/^ -f- s* setzen.*). 

Bemerkung. Die Form 4m + 1 schliefst die beiden Formen 
8m + 1 und 8k + 5 ein; mithin ist jede Primnahl von der Form 
8m H- 1 oder von der Form 8« + ö die Summe zweier Quadrate. 

14i3. 
2. Satz, Jede Primzahl von der Form 8« + l besitzt zu 
gleicher Zeit die drei Formen: «/^ + ^, y^ 4" 2^^ V^ — 2^^ 

lat c :^ 8« + 1 diese Primzahl, so mufs dieselbe, wie schon 
bewiesen, von der Form y^ -\- s^ sein. Es bleibt mithin nur noch 
zu zeigen, dafs sie zu gleicher Zeit die beiden andern Formen 
yS _|_ 2^2 „ßj yi _ 2^a besitzt. Nun ist: 

re=-i - i =^ af<« ~ \ = {x^" ^ \) {x'"' - 1). 
Mithin giebt es (No. 133) in zwischen -\- -^e und ^-c gelegene 

*) Dieser Satz wui'de oben (No. (j2) auf eine noch divektero Weise be- 
wiesen. Kr ergiebt eich inieb daraus , i\s.i's , weil die Gleichung x^ — cj/* = — 
in diesem falle stefa? möglich ist (No. 43), c ein Teilet von x^- + 1 aein mufs. 

Anm. d. Verf. 
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Werte von a:, für welche 3^" -|- 1 durch c teilbar ist. Das Binom 
a^" ~|- 1 kann man aber zunächst auf die Form (ic*" — 1)^ + 2 ■ x^" 
bringen, welche in der Formel t^ + 2m^ enthalten ist, wobei t und it 
relative Primzahlen sind. Folglich ist auch ihr Teiler c von der 
Form y^ + 2s\ 

Ferner aber läfat sieh das Binom a^" + 1 auch in der Form 
(a^™ -|- 1)^ — 2x^' schreiben, und diese stimmt mit f — 2u^ überein; 
folglich mufs sein Teiler c auch von der Form y^ ~ 2z^ sein. 

Demnach besitzt jede Primzahl von der Form 8» -|- 1 zu gleicher 
Zeit die drei Formen: y^ -\- ss^, y^ + 2^^ y^ — 2z^. Bin Beispiel 
hierzu ist folgendes: 

73 = 8^ + 3^ = 1^ + 2 ■ 6^ = 9^ - 2 ■ 2\ 

147. 

3. Satz. Jede Primzahl von der Form Sn + 3 ist von der 
Form/ + 2/. 

Demi setzt man c = 8w -|- 3 und nimmt insbesondere x ^2, 
so geht die Formel 3f~^ — 1 über in: 

2s«+2 _ 1 _ (2*"-^' — 1) (2*" + i + 1). 
Demnach mufs der eine dieser binomischen Faktoren durch c teilbar 
sein. Wäre aber der erste Faktor, weicher von der Form 2f — tv' 
ist, durch c teilbar, so müfste die Zahl c selbst von der Form 2y^ —e^ 
oder y^ — 2z^ sein, die aber, wie wir in No. 144 gesehen haben, 
keiner Zahl von der Form 8« 4" 3 zukommt. Somit mufs c not- 
wendig ein Teiler des zweiten Faktors 2 ■ 2*" -f- 1 sein. Da dieser von 
der Form fi + 2!(^ ist, so mufs c von derselben Form y^ -\- 2s^ wein.*) 

148. 

4, Satz. Jede Primzahl von der Form 8m -]- 7 ist von der 
Form y^ — 2d\ 

Denn setzt man c ^ 8w + 7 imd nimmt ebenfalls a; = 2, so wird: 
x'-^ - 1 = (2*» + » + 1) (2*" + » — 1). 
Da die linke Seite (No, 129) durch c teilbar ist, so mufs auch einer 
der Faktoren der rechten Seite sieh durch c teilen lassen. Verdoppelt 
man aber diese Faktoren und setzt 2^" + '' = 7c, so werden dieselben 
zu Ä^ -{- 2 und W — 2. Wenn nun c in Ä^ -|- 2 aufginge, so müfste c 

*) t)B ist olieii (No.44) bewiesen worden, clafs, wenn c eine Primzahl von 
der Forra 8k -|- 3 ist, es immer möglich, ist, der Gleichung x^ — ci/' = — 2 
zu genügen. Daraus folgt gan?, direkt, dafe c ein Teiler von a;^ -J- 2 «nd aoroit 
c von der Form -f 4- 33^ ist. Anm. d. Verf. 



y Google 



210 Zweiter HaapUeil. 

von der Form y^ + 2s^ sein, die aber (No. 144) keiner Zahl Sw + 7 
zukommen kann. Somit geht c notwendig in dem andern Faktor 
7i:^ ^ 2 auf und es ist daher c von der Form y^ — 2^^.*) 

149. 
Allgemeiner Zusatz, 
Aus diesen vier Sätzen ergiebt sich, dafs, wenn die ungeraden 
Primzahlen in vier Klassen oder Arten gemäfs den Formen 

8w+l, 8« + 3, 8w + 5, 8)^ + 7 
verteilt werden, man die folgenden Eigenschaften, durch welche je 
zwei Arten von den beiden andern unterschieden werden, feststellen 
kann: 

1) Die Primzahlen von der Form 8w + 1 oder 8w + 5 
sind allein, mit Ausschlufs aller andern, von der Form 
xf 4- äI 

2) Die Primzahlen von der Form 8w -j- 1 oder 8n + 3 
sind allein, mit Ausschlufs aller andern, von der F'orm 
/ + 2^. 

3) Die Priniaahlen von der Form 8m + 1 oder 8« + 7 
sind allein, mit Ausschlufs aller andern, von der Form 
f - 2<'- 

Man sieht hieraus, dafe nur die Gattung der Primaahlen von 
der Form 8w + 1, in welcher die Einheit enthalten ist, die drei 
Eigenschaften in sich vereinigt, und dafs jede der drei andern Arten 
nur eine einzige von diesen Eigenschaften besitzt. 

Mit Hülfe dieser Sätze ist es leicht, den Wert des Ausdrucks 
( — 1 für die verschiedenen Formen der Primzahl c zu finden. Man 
erinnere sich, dafa (No. 135) dieser Ausdruck den Rest bezeichnet, 

welchen 2 ^ bei der Division durch c übrig ialst, ein Kest, der nur 
entwedei gleich -{- 1 oder gleich — 1 sein kann, 

*) Aach dvefiea ^st siih nnmittelbai mit Hülfe des &atiieä in No. 45 beweieen; 
denn da dieaem &atae Butoige die Gleichung x' — cy' = 2 stets möglich ist, 
so folgt darans, daJa c m «' — 2 aufgeht und daher von der Form y^ — 2a^ ist. 

Diese viel Sdtze und einige andere ithnlicher Alt sind von Format ent- 
di'ckt woiden, die Beweise dieses (lelehiten smd abei nicht auf uns gekommen. 
Euler hat den eisten und aweiten in den , Neuen Kommentarien" der Pefcera- 
luigei Akademie bewiesen, von den beiden andeiD hat I.agrango in don Ab- 
handlungen du BtiliuPi Akademie vom Tahie 177B den Ueweis geliefert. 

Aum. d. Verf. 
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150. 
5. Satz. Der Ausdriick (—j ist gleicli -j- 1, wenn die Prim- 
zahl c von der Form 8« + 1 oder 8)» + 7 ist; er ist gleich 
— 1, wenn die Primzahl c die Form Sn -{- S oder die Form 
8« + 5 beaitat. 

1) Ist nämhch c von einer der Formen 8w + 1 oder 8n -{- 1, 
so kann man setzen: 

c-f-2,'. 
oder: 

2^^ = f - c. 

Mvhebt man beide Seiten auf die Potenz — v- und liirst die Viel- 
fachen von c auläer Acht, so erhält man: 

Nach Weglassiing de j-aelben Vielfachen hat man aber auch (So. 129): 

£«-1= Ij j/=-i= 1; 
folglich: 

2~^""=1, 
oder nach unserer abgekürzten Bezeichnung: 

2) Ist c von der Form 8w + 3, so kaJin man setzen: 

<^ = y' + 2^^ 
oder: 

2^^ = c - f. 

Erhebt man beide Seiten auf die Potenz — - — und beachtet man, 
dafs — ö — ungerade ist, so erhält man, indem man immer die Viel- 
fachen von c fortläfst: 

2°— ,.-,__,.-, 
oder: 

2"^ = — 1 
oder endlieh: 



3) Ist c von der Form 8m -|- 5, so kann c nicht von der Form 
— ^s' sein; es kann daher auch nicht c in einer Zahl von der 



y Google 



212 Zwoitav Ilauptteil. 

Form i" — 2u^ aufgehen. Wenn aber c m einer Zahl von dieser 
Form aufginge, so würde (zufolge No. 134) ( — 1 = 1 sein. Da nun 
also nicht (--j ^ 1 sein kann, so mufs notwendig l—j = — 1 sein. 
Dieser Sat« bildet in Verbindung mit den iu No. 135 
enthaltenen Bemerkungen eine Art von Algorithmtis , der für 

die Berechnung der GröfBen I—) von grofsem Nutzen ist. 



Beweis des Satzes, dafs jede ganze Zahl ans vier oder weniger 

Quadraten zusamiuengesetzt ist. 

Wir beweisen zueröt den folgenden Satz, der nicht allein als 

blofser Hülfssatz dem in Aussicht genommeneu Ziele dient, sondern 

auch eine sehr bemerkenswerte Eigenschaft der Primzahlen enthält. 

151, 
Satz, ist eine Primzahl A und zwei beliebige andere 
Za-blen B und G, die positiv oder negativ, aber nicht durch 
A teilbar sein dürfen, gegeben, so kann man immer zwei 
Zahlend und «von der Art finden, dafs die Gröfse f-—Bu^—C 
durch A teilbar ist. (Lagrange, Abb. der BerS. Ak. 1770.) 

1) Wenn man nämlich eine Zahl u von der Art finden kann, dafs 
Bu^ + C durch A teilbar ist, so nehme man für t ein Vielfaches 
von A. Alsdann wird die Formel t^ — Bu^ — G durch A teilbar sein. 

2) Wenn es keine Zahl giebt, welche diese Bedingung erfüllt, 
so setze man zur Abkürzung: 

A = 2a~\-1, Bm^ + 0=F. 
Da nun die in Rede stehende Gröfse t^ — Bu^ — G oder f—V ein 
Teiler von t^" — V" ist, so kann man den Quotienten 

(•2«-a _|_ 7(2«-d _j_ 7.;3«-r, j^ j^ ya-x _ p 

setzen, wodurch man erhält: 

(f- 7)J^=i^"~ F<' = iä''— 1-(F" -1). 
Ist 

ö = y« + 1, 

und multipliciert man beide Seiten mit' Q, so ergiebt sich: 

{f - V)PQ = Q{t^-^ -l)~ (T^" - 1). 
Nach dem Fcrniat'schen Satze (No. 129) weifs man aber, dafs die 
rechte Seite- durch A teilbar ist, vorausgesetzt, dafs t und V prim 
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zu A siüd. Wenn man also neben der Erfüllung der beiden Be- 
dingnngen noch bewirken kann, dafs weder P noch Q duvcli Ä teilbar 
ist, Bo kann man mit Sicherheit schliersen, dafs t^ — V durch A 
teilbar sei, und dies soll bewiesen werden. 

Zunächst ist nun nach unserer Voraussetzung V niemals durch A 
teilbar; damit aber auch ( durch A nicht teilbai' sei, braucht man 
für t nur eine der Zahlen 1, 2, 3, . . . A — 1 zu nehmen. Auf diese 
Weise sind die beiden ersten Bedingungen von selbst erlullt, imd va 
bleibt nur noch übrig, den beiden andern Bedingungen zu gentigen 
d. h. KU bewirken, dafs weder P noch Q durch A teilbar ist. 
Nun giebt zuerst die Entwicklung der Gröfse 
g = 7« + 1 = (5m^ -i- G)" + 1 
die Gleichung: 
e - 1 + B-;'- + aB-^C»'—- + °<° :; '\B--'Ch,'-^ + ■■■ 

+ C- +allC—a' + -";- Ä Ji'C— «■' +... 

Eins von beiden mufs nun stattfinden (No, 134): Entweder ist C"- - l 
teilbar durch A, oder O" + 1 ist teilbar durch A. Findet der erste 
Fall statt, oder mit andern Worten, ist (-r-j = 1, so kann mau 
i( = setzen, und die Gröfse Q wird nicht durch A teilbar sein. 
Dieser Fall ist übrigens an und för sich klar, da unabhängig von 
dem Gliede Btt', das man gleich Null oder gleich einem Vielfachen 
von A setzen kauu, der Teil t^ ~ C durch A teilbar ist zufolge der 

Bedingung {j;)= 1- 

Findet aber der zweite Fall statt, oder ist (-^j = ~- 1, so er- 
hält man, wenn man in Q den durch Ä teilbaren Teil C" -|- 1 weg- 
läfst und das Übrigbleibende durch u^ dividiert, den Quotienten: 
Q' = B^u^"-^ + a'B'-^Gti"'-^ H 1- aBC^-K 

Da diese Funktion in Bezug auf u betrachtet nur vom Grade 
2« — 2 oder A — 3 ist, so kann es höchstens A — 3 Werte von u 
geben, für welche Q' durch A teilbar ist. Mithin giebt es wenigstens 
zwei Werte von w, für welche Q' und somit auch Q nicht durch A 
teilbar ist. 

Nachdem u auf diese Weise bestimmt ist, enthält zweitens die 
Funktion P nur noch die Veränderliche (, und da dieselbe in Bezug 
auf diese Veränderliche nur vom Grade 2a — 2 oder A — 3 ist, so 
kann es zwii^ehen und A hoclisteiis A — 'd Werte von t geben. 
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für welche P durch Ä teilbar ist. Mithin giebt es stets zwischeii 
imd A wenigstens zwei Werte von t, für welche P nicht duveli A 
teilbar ist. 

Daher ist es stets möglich, den beiden verlangten Bedingungen 
zu genügen, so dafs die Gröfse f — Bu^ — C durch die Priroza.hl A 
teilbar wird. 

Zusatz. Setzt man J] = C = — 1, so folgt aus diesem Satze, 
dafa jede Primzahl A ein Teiler der Formel i* -j- u^ -\- 1 ist. Dies 
hat Euler zuerst bewiesen im 5. Bde. der „Neuen KommentarJen der 
Petersburger Akademie". 

1Ö2. 

Hülfssatz. Das Produkt aus einer Summe von vier Qua- 
draten in eine and.ere Summe von vier Quadraten ist eben- 
falls wieder die Summe von vier Quadraten. 

Um dies einzusehen, braucht man nur die folgende Formel, welche 
sich als eine identische erweist, zu entwickeln; 

(f + «' + r' + s') ip' + 3'^ + /^ + s') 
= ifP' + m' + '"*'' + ss')" + (Pi -" in? + '■^' " "" ■ s»"')^ 
+ (>'■■ — Ss' - n> + s^')^ + ips' + q_r — rq — sp'y. 

In dieser Formel kann man nach Belieben das Vorzeichen jedes der 
darin vorkommenden Buchstaben ändern. Dadurch ergeben sich ver- 
schiedene Arten, das in Kede stehende Produkt in vier Quadrate zu 
zerlegen.*) 

Bemerkung. Diesen schönen Satz der Algebra verdankt man 
ebenfalls Eulev; derselbe ist später von Lagrange (Abh. der Bcrl. 
Äkad. 1770) in folgender Weise verallgemeinert worden: 



*) Man kann aiGh flberaeugen, dafs eine ähnliche Formel nicht für drei 
Quadvate gilt, d. k. dafs das Produkt aas einer Summe von drei Quadraten in 
eine Summe von drei Quadraten nicht allgemein durch eine Summe von drei 
Quadraten ausgedrückt werden kiinn. Denn wäre dies möglich, so wörde man 
das Produkt (1 -[- l + 1) (16 + 4 -|- 1), welches gleich 63 ist, in drei Quadrate 
zerlegen können. Dies findet aber nicht statt, weder für die Zahl 63, noch für 
irgend eine Zahl von dar Form 8w + 7 (No. 155). 

EbHQBO oder mit Hülfe des Beispiels (1 + 4 + 2 ■ 4) (0 + 4 + 2 - 1) würde 
man beweisen, dafs das Produkt zweier Formeln wie 

j,! -1- g2 -1- ar% p'" 4- g"" + 2/^ 
nicht allgemein gleich einer ähnlichen Formel x^ -\- y' -\- 2z^ sein kann. 
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{p' ~ Br/ - Cr'' + £Cs^) (/^ - Bq'^ - Cr' + BCs") 
= (>// + -B?«' + Crr + BCss')' — B{pq' -\- p'q ± Crs ± Cr'sf 
— C{pr' — Bqs' + rp' + Bsq'Y -\- BC{q^r' — i>s' +p's + rg')^ 
Man erkennt aus dieser Formel, dafs zwei Funktionen von der Form 
x^ — By^ — Gs^ -j- BCu', wo B und konstante Koeffleienten sind, 
als Produkt eine ähulieke Funktion ergeben. Multipliciert man daher 
eine beliebige Auzah! derartiger Funktionen mit einander, so erhält 
man als Produkt eine Funktion derselben Art. 

153. 
Satz. Jede Primzahl A ist vou der Form: 

f + q' + r' + !?. 
Wir haben in No. 151 gezeigt, dafs es stets zwei Zahlen t und u 
von der Art giebt, dafs (^ + M^ + 1 teilbar ist durch A. Setzt man 
aber ( — Aa und « ~ Aß an Stelle von t und m, so wird das Re- 
sultat {t — Auf -\- (u — j4|5)^ + 1 ebenfalls durch A teilbar sein. 
Man kann daher annehmen, dafs die ursprünglichen Werte von ( 
und M kleiner als -~A sind, oder dafs sie kleiner als. -^A gemacht 
worden sind, indem man Vielfache von Ä. davon abnog Dies voraus- 
geschickt erhält man, wenn man 

AÄ = i^ + tt^ + 1 
setzt: 

AA <--A'-\- lA'-j- 1 
oder: , 

Betrachten wir allgemeiner die Gleichung: 
AA' = p'' + 9^ + '"^ + *^i 
in welcher jede der Zahlen p, q, r, s kleiner als -^A. vorausgesetzt 
wird, so erhält man: 

ÄA < ^A!' oder Ä < A. 

Hätte man nun zunächst A' =^ l, so würde offenbar A gleich 
der Summe von vier Quadraten sein, und der Satz wäre bewiesen. 

Es sei also A' > \. Da A' ein Teiler von p^ -\- q^ -\- r^ -\- s^ 
ist, so wird es auch ein Teiler der GröCse 

(j, - „Af + (i- ßiy + (^ - rA'f + (s - sÄ-f 

sein, wo die Zahlen et, ß, y, d beliebig angenommen werden können. 
Nimmt mau diese imbestimmten Zahlen derart an, dafs keins der 
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Glieder f — ii.Ä, q ■ — ßA', ■ ■ ■ gröfscr ist als -ir-^'i i-iiicl setzt man: 

ÄÄ~ = (jv - KÄ'f + {q- ßÄ'f + (r - rÄ'f + (s - sj:)', 

SO erhält miiii: 

ÄÄ'< -A"^ oder A'<A'. 

Multiplieiert man nun mit Hülfe der Formel in No. 152 den Wort 
von AA' mit dem von A'A", so findet man als Produkt eine Summe 
von vier Quadraten, deren jedes durch Ä'^ teilbar ist. Dividiert man 
also das Ganze durch A'^, so erhält man: 

AÄ" ^{Ä ~ ap — ßq — yr — 8sy + («2 ~ ßp -\- ys — Ör)'^ 
+ {ar — yp ~\~ äq — ßs'f + («s — dp -\- ßr ^ yqf. 
Hat man nun Ä' ^ 1, so ist der Sata bewiesen. Ist aber A" > 1, 
so verfährt man in derselben Weise, um ein neues durch vier Qua- 
drate ausgedriicktea Produkt AA'", in welchem A"' < A" ist, zu er- 
halten. Setzt man so die Reihe der abnehmenden ganzen Zahlen 
A, A\ A", A'", . . . fort, so gelangt man notwendig zu einem Gliede, 
welches gleich 1 ist. Mithin ist al<Jann die Primzahl Ä ausgedrückt 
durch die Summe von vier Quadraten. 

154. 

Satz. Eine beliebige Zahl ist die Summe von vier oder 
weniger Quadraten.*) 

Dies ist eine unmittelbare Folge des soeben bewiesenen Satzes 
und des vorher genannten Hölfssatzes. Denn da eine beliebige Zahl 
das Produkt von mehreren gleichen oder ungleichen Primzahlen und 
jeder der Faktoren von der Form p' -\- q^ -\- r^ + ^ ist, so ist klar, 
dafs, wenn man zwei Paktoren mit einander, sodann das Produkt 
der beiden mit einem dritten, ferner das Produkt der drei mit einem 
vierten Faktor u. s. w. multiplieiert, bis alle Faktoren verbraucht 
sind, die aufeinanderfolgenden Produkte stets die Summe von vier 
Quadraten sind. Mithin wird auch das schliefsliche Produkt, welches 
die gegebene Zahl ist, die Summen von vier Quadraten sein und dar- 
gestellt werden können durch p^ -{- q^ -\- r^ -{- s^- Es steht dem 
übrigens nichts im Wege, dafs nicht eins oder mehrere der Quadrate 
p', g^, r^, s^ gleich sein könnten. Mithin ist jede beliebige Zahl 
gleich der Summe von vier oder weniger Quadraten. 

*) Lagrange war der erste, der diesen scbönon Satz bewies {Abb. der 
Berl. ATrad. 1770). Später wurd.; dieser Beweis bedeutend vereinfacht von Euler 
in den Actii Petrop. vom Jabre 1777. Anni. d. Verf, 



y Google 



§ i. Jede gan-ic Zahl ist die Summe voa vier Quadraten. 217 

Wir benierkeii an dieser Stelle, dafs eine Formel aus dei- 
Theorie der elliptischen Funktionen ein selir einfaches und 
ganz direktes Mittel liefert zum Beweise deBselben Satzes. 
Man findet nämlich in meinem Traite des fonctions elliptiques Bd. III 
Seite 133, dafa die Entwicklung der Potenz 

(9' + ^'' + a'' + '/■' -\ — )' 

die Reibe liefert: 

_a'_ , 3g" . .15^" , _l<f^__ j 

1 — g9 ~r- 1 — g"' "T 1 _ gl" ~r 1 — g*» ~1 

Daraus folgt unmittelbar, dafs jede Zahl von der Form Sn -\- 4 die 
Summe von vier ungeraden Quadraten ist, woraus sich leicht schliefsen 
läfst, dafe jede beliebige Zahl die Summe von vier Quadraten ist. 
Die obige Identität kann ohne Zweifel durch rein analytische Be- 
trachtungen bewiesen werden; man wurde so den denkbar einfaclisten 
Beweis unseres Satzes erhalten. 

155, 
Es giebt keine ganue Zahl, die nicht in der Formol 
J"' + 2' + »■' + s' 
enthalten wäre; zum gröfsten Teile lassen sie sich aber durch die 
einfachere Formel p^ + g^ -f- r^ darstellen. Allgemein kann man be- 
haupten, daXs jede ungerade Zahl, mit Ausnahme derer von 
der Form 8» + 7, von der Form p^ -\- Q^ -\- r^ ist. 

Die Zahlen von der Form Sn -}- 7 bilden hiervon eine Ausnahme. 
Denn sind von den drei Gliedern p, q, r zwei gerade und das dritte 
ungerade, so ist die Formel p^ -\- q^ -\- r" von der Form 4»* -|- ^^ 
Sind aber die drei Zahlen p, q, r ungerade, so ist die Formet 
P^ -\- if -\- r^ von der Form 8n -\- 3. Somit ist keine Zahl von 
der Form Sn -j- 1 die Summe dreier Quadrate. 

Nimmt man in der Formel p^' -\- q^ -\- r^ ~\- s^ zwei Glieder als 
gleich an, so erhält man eine neue Formel p^ -\- q^ -^ 2f^, die auch 
noch sehr allgemein ist, denn man kann behaupten, dafs jede un- 
gerade Zahl ohne Ausnahme von der Form p' -\- q^ -\- 2r^ ist. 
Diese Sätze werden spater in noch helleres Licht gesetzt werden; 
gegenwärtig bemerken wir nur, dafs die beiden Formen p^ -\- q^ -\- f" 
und J>^ + 2^ + 2r^, von denen in diesen Sätzen die Rede ist, in der 
Beziehung zu einander stehen, dafs das Doppelte der einen die andere 
hervorbringt. Man erkennt dies aus den Formeln: 

2(y' + a> + f') = (p + qf + ((, - qf + 2r* 
2 (p' + f + 2r')- (p + ,y + {,, ~ ,y + (2.f. 
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Der Satz, den wir ia diesoiu Piiragrapheii bewiesen haben, 
bili3et einen Teil einer von Permat entdeckten allgemeinen 
Eigenschaft der Polygonalzahlen. Wir können nicht umhin, 
dieselbe anzuführen. Mit Bücksicht auf manche Leser müssen wir 
jedoch zunächst auseinandersetzen, was man unter Polygon alz ahleu 
versteht. 

Wenn man verschiedene arithmetische Reihen betrachtet, welche 
alle mit 1 beginnen, und deren konstante Differenzen der Reihe nach 
1, 2, 3, 4, . . . sind, und wenn man sodann durch Addition der Glie- 
der jeder Reihe eine entsprechende Reihe bildet, so bilden diese ver- 
schiedenen Reihen diejenigen Zahlen , welche man Poljgonalzahlen 
nennt. Dieselben sind in folgender Tafel enthalten: 



Arithmetisclie Progcessi 


"°- . 


iteihe der Pol 


goüahalilen. 


1, 2, 3, 4, 6, ...11 




1, 3, (i, 10, 15, ■ 


«(« + 1) 


1, 3, 6, 7, 9, ...2n 


- 1 


1, 4, 9, 16, 25, . 


.11^ 


1, 4, 7, 10, 13, ...3a 


- 2 


1, 5, 12, 22, 35, ■ 


i 


1, 6, 0, 13, 17, ...4» 


~ 3 


1, 6, 15, 28, 45, . 


.i.(2«-l) 


1, «+1, 2«+l .....o 


-«+1 


1, n + 2, 3« + 3 


.."-!". -J.)„_|_„. 



Die erste Reihe 1, 3, 6, . . . ist die der Trigo aal zahlen, die zweite 
1, 4, 9, . , . die der Quadratzahlen, die dritte 1, ö, 12, ... die der 
Pentagonalzahlen u. s. w. 

Der soeben erwähnte Satz nun ist in der Fassung, welche Fer- 
mat demselben in seinen Anmerkungen zum Diophant Seite 180 ge- 
geben hat, der folgende: 

„Imo propositionem pulcherrimam et maxime generalem nos primi 
deteximus. Nempe omnem numerum vel esse triangnlum vel ex duo- 
bus aut tribus iriangulis compositum; esse quadratum vel ex duobus, 
tribus aut quatuor quadratis compositum; esse pentagonum vel ex 
duobus tribus quatuor aut quinque pentagonis compositum et sie 
deinceps in infinitum in hexagonis, heptagonis et polygonis quibus- 
libet, enuntianda videlicet pro numero angulorum generali et mirabili 
propositione. Ejus autem demonstrationem quae ex multis variis et 



y Google 



j 4. Jede ganic Zahl ist die Summ« von vior Quadraten, 219 

isiinis numerorum mysteriis dcrivatur hie apponere non licet, 
opus eiiini et libinim integrum huic operi destiuare decreviinus et 
Aritlimeticen hae in parte ultra veteres et uotos terminos mirum in 
modum promovere." 

[„Den folgenden sehr schonen und ganz allgemeinen Satz habe 
ich zuerst entdeckt: Jede Zahl ist entweder ein Dreieck (eine Tri- 
goaalzahl) oder aus zwei oder drei Dreiecken zusammengesetzt; sie 
ist entweder ein Quadrat oder aus zwei, drei oder vier Quadraten 
zusammengesetzt; sie ist ein Fünfeck oder aus zwei, drei, vier oder 
fünf Fünfecken zusammengesetzt, und so fort bei den Sechsecken, 
Siebenecken und beliebigen Vielecken bis ins Unendliche, indem sich 
immer der Anaspruch des allgemeinen und merkwürdigen Satzes nach 
der Anzahl der Winkel richtet. Den Beweis desselben, der sich auf 
viele verschiedene, sehr versteckte wunderbare Eigenschaften der 
Zahlen gründet, kann ich hier nicht beisetzen. Ich habe beschlossen, 
diesem Gegenstände ein ganzes Werk zu widmen und die Zablenlehre 
in diesem Teile über die alten und bekannten Grenzen hinaus in 
staunenswerter Weise weiter zu entwickeln."] 

Ich habe die eigenen Worte des Autors angeführt, weil man 
besonders aus dieser Stelle sieht, dafs sich Ferniat mit einem grofsen 
Werke beschäftigte, welches, wie er selbst sagt, viele schöne Eigen- 
schaften der Zahlen enthalten sollte. Die Mathematiker werden es 
noch lange bedauern, dafs dieser berühmte Gelehrte seine Absicht 
nicht verwirklicht hat oder wenigstens seine Verwandten und Freunde, 
welche seinen handschriftliehen Nachlafs erbten, nichts an die Öffent- 
lichkeit haben gelangen lassen. Man würde darin aiiiser den noch 
unbekannten Beweisen mehrerer seiner Sätze ohne Zweifel Methoden 
finden, die dem Scharfsinn des Verfassers würdig wären, Methoden, 
die im Verein mit den späteren Entdeckungen viel dazu beigetragen 
haben würden, diesen sehr schwierigen Teil der exakten Wissen- 
schaften zu vervollkommnen. 

Beachtet man, um auf den erwähnten Satz zurückzukommen, dafs 
eine geringere Anzahl von Polygonal zahlen stets in einer gröfseren 
enthalten ist, da man an Stelle der fehlenden Glieder Null setzen 
kann, uud Null in der That ein Glied jeder Reihe von Polygonal- 
zahlen ist, so kann man den in Rede stehenden Satz kürzer in folgen- 
den Worten aussprechen: 

Jede beliebige Zahl kann durch Addition von drei Tri- 
gonalzahlen, ebenso durch Addition von vier Quadratzahlen, 
ferner durch Addition von fünf Pßntagonalzahlen, von 
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sechs HextigorialKalilüii luul so fort ins Uiifüidliciie gebildet, 
werden. 

157. 
Tst also A. eine gegebene Zahl, und sind x, y, ^, . . . unbeslirainte 
Zahlen, HO kann man die verschiedenen Teile des allgemeinen Satzes 
in folgender Weise einzeln darstellen: 

1) Welches auch die gegebene Zahl Ä sein möge, man 
kann stüts der Gleichung 

^~ a + 2 + 2 
oder, was auf <Iasselbe hinauskommt, der Gleichung 

SÄ + 3-(2z+l}' + (2y+lf + (25 + 1)' 
Genüge leisten. 

Wäre dieser erste Teil bewiesen, so würde er «eigen, dafs jede 
Za.hl von der Form 8n -\- 3 die Summe dreier Quadrate ist. Um- 
gekehrt würde, wenn bewiesen wäre, dafs jede Zahl von der Form 
8» + 3 die Summe dreier Quadrate ist, unmittelbar daraus folgen, 
dafs jede ganze Zahl die Summe dreier Trigona.lKahlen ist. 

2) Welches auch die gegebene Zahl A sein möge, man 
kann stets der Gleichung 

A=.^ + f + i' + ,{' 
Genüge leisten. 

Dieser zweite Teil ist oben auf eine Art, die nichts zu wünschen 
übrig läfst, bewiesen worden. Es dürfte jedoch nicht uanütKlich sein 
zu zeigen, dafs der erste Teil in notweudiger Verbindung mit 
dem zweiten steht. Wäre nämlich bewiesen, dafs man stets der 
Gleichung 

SÄ + 3 = x' + f + e' 
genügen kann, so würde daraus folgen: 

SA + i = x' + ,/ + s'+l. 
Da aber die vier Quadrate der rechten Seite nur ungerade sein können, 
so sind die Zahlen x -\- y, x — j/, ä^+I, 5— 1 gerade; mithin bat 
man in ganzen Zahlen: 

oder kürzer: 

iA + 2-x' + ,/' + s" + 1,:: 

Nun müssen aber von diesen vier Quadraten zwei gerade und 
zwei ungerade sein, da sonst ihre Summe nicht 4.i4. -j" 2 sein könnte. 
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Mau erhält daher: 

4^ + 2 = 4«^ + 4b^ + {2c + If + {2d -f 1/, 
und hieraus folgt: 

2A + l = (a + Vf + (o - 6)> + (c + <J + 1)' + (» - i!)'- 
Wird demnach der erste Teil des allgemeineu Satzes, welcher die 
Trigonal zahlen betrifft, als bewiesen vorausgesetzt, so ergiebt sich 
daraus als unmittelbare Folge, dafs jede ungerade Zahl 2A -f- 1 die 
Summe von vier Quadraten ist, Ist aber eine Zahl die Summe von 
vier Quadraten m^ + «^ + P^ + Q% so ist das Doppelte derselben 
eine ähnliche Summe; denn es ist: 

2(m' + m' + p' + 3') = (m + ny + (m — n^ + fj) + qf + (j) - qf. 
Folglieh ist jede beliebige Zahl die Summe von vier Quadraten. 

Man sieht, dafs der erste Teil des Fermat'schen Satzes impli- 
cite den zweiten einschliefst, und da der letztere auf anderm Wege 
vollkommen streng bewiesen ist, so kann man den ersten bereits mit 
einem grofsen Grade von Wahrscheinlichkeit als richtig ansehen. 
B) Der dritte Teil des allgemeinen Satzes giebt: 

A ^ "•-' +^--'- + ^-' + «'^ + ^F" 

oder: 

24jl + ö-(6i-l)> + C6s^l)' + (63-l)' + (61^1)>+(6«-in 

sü dafs dieser besondere Satz auf den folgenden zurückkommt: 

Jede Zahl von der Form 24^ -f- 5 ist aus fünf Quadraten, 
deren Seiten von der Form 6m — 1 sind, znsammengosetat. 

4) Der vierte Teil giebt: 
^=a:(2äi-l)+)/(2!/— l) + s(2s— l) + s(2s-l.) + ((2i~l) + M(2w-l) 
oder: 

8^ + 6 = (4^ - 1)^ + {4y - If + (45 - 1)^ + (4s - 1)' 

+ (4i - 1)^ + {iu - rf. 
Also: 

Jede Zahl von der Form 8A-\-(j mufs sich in sechs Qua- 
drate zerlegen lassen, deren Seiten von der Form 4m— 1 sind. 

Überhaupt reduciert sich der in itede stehende Satz immer auf 
die Zerlegung einer gegebenen Zahl in Quadrate, und alle beson- 
deren Sätze sind in der folgenden allgemeinen Formel ent- 
halten: 

8«7l + (» + 2) (ß - 2)' -. (2ai - „ + 2)' + (2«!/ - „ + 2)' + • • ■ 
wobei die Anzahl der Glieder der rechten Seite a ~\- 2 ist. 
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§ 5. 
Von der linearen Form, welche den Teilern der hinomischen Formel 
**" i ^ I i° ^^"^ <* ^'i^ '^ gegebene ZaJilen sind, zukommt. 
158. 
Die Betrachtung der Formel «" H- 6", in welcher a und h zu ein- 
ander prime Zahlen sind, würde keine grÖfsere Allgemeinheit invol- 
Tieien Demi ist diese Forme! durch die Primzahl p teilbar, so kann 
man immei a^hx -^ fy setzen, und es müfste 3:" + 1 ebenfalls 
durch p teilbar sein. Dies vora,us geschickt, untersuchen wir nach 
einander die beiden Formeln a" -(- 1 und a" — 1, 

Zunächst wollen wir die notwendige Bedingung dafür 
finden, dafs die Primzahl p ein Teiler der Formel «"+ 1 ist. 
Welches auch p sein möge, man kann immer p = 2nx -\- % an- 
nehmen, wo X eine unbestimmte Zahl und % eine positive Zahl kleiner 
als 2w ist. Man erhiilt daher, indem man die Vielfachen von p 
wegläfst, 

a« = 1. 

Nach dem Fermat'schen 8atze, und weil a nicht durch p teilbar 
sein kann, ist femer: 

«?-!=+ t. 

oder: 

Wegen a" = ■ — l hat man aber «^"^^l; mithin geht die vorige 
Gleichung über in: 

a«"' = 1, 

so dafs wir die beiden Bedingungen 

KU befriedigen haben. Die zweite Bedingung ist von selbst erfüllt, 
wenn sr = 1 ist; alsdann ist die Form des Teilers p = 2w^ + 1- 

Ist aber iE > 1 , so sei to der gröfste gemeinschaftliche Teiler 
von n und ra — 1. Dann kann man M = n'ra und n — l^Jt'o setzen; 
dies giebt: 

Da aber re' und n' prim zu einander sind, so kann man immer zwei 
ganze Zahlen f und g von der Beschaffenheit finden, dafa 

fn — (1% = 1 
ist. Daraus folgt: 
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(_- 1)/ = «/"'"' = a^«'<^ + - = a", 
oder: 

»- - (- 1)/. 

Wird dieser Wert in die beiden Gleichungen ts" "■ = — 1, a"'"" = 1 
eingesetzt, so ergeben sich die beiden Bedingungen: 

(-1)/.'__1, (_1).7_1. 
Die erste zeigt, dafs f und n ungerade Zahlen sein müssen; die 
zweite, dafs %' eine gerade Zahl ist. Letztere schliefst übrigens die 
erstere ein; denn iat je' gerade, so müssen, der Gleiehnng /'«'=,(/3i'+ 1 
zufolge, f und n ungerade sein. 

Nachdem dieaea festgestellt iat, hat man: 

d. h. «" 4" 1 ist teilbar durch p. 

Da nun die Annahmen ;i = l und ro > 1 die beiden einzig 
möglichen sind, so kann man den folgenden allgeuieinon Satz auf- 
stellen : 

159. 

Jede Primzahl p, welche in der Formel a" -\- 1 aufgeht, 
mufs entweder von der Form 2nx + 1 oder wenigstens von 
der Form sein, welche für einen Teiler einer andern Formel 
«'" -(- 1, in welcher der Exponent m gleich dem Quotienten 
aus n und einer ungeraden Zahl ist, notwendig iat. 

Dieser Satz findet ebenso Anwendung auf die Teiler von a'" -\- 1 
und läfst somit nach und nach alle Formen erkennen, welche die 
Teiler der gegebenen Formel a" -\- 1 annehmen können. Einige der 
hauptsächlichsten Zusätze, die man unmittelbar daraus ableiten kann, 
und die auszusprechen genügt, sind folgende: 

1) Ist der Exponent n eine ungerade Primzahl, so mufs 
jede Primzahl, welche in «" + 1 aufgeht, von der Form 
2nx -\- 1 sein oder in a -[- 1 aufgehen. 

2) Ist der Exponent n eine Potena von 2, so kann die 
Formel «"4-1 ^w Teilern nur solche Primzahlen haben, 
welche in der Form 2nx -j- 1 enthalten sind. 

Sucht man z. B. die Primfactoren von 

23ä-{- 1 = 4294967 297, 
so müssen dieselben in der Formel 64« + 1 enthalten sein. Man 
probiere also nach einander die Zahlen 193, 257, 449, 577, 641. Die 
Division geht auf bei 641, und als Quotienten findet man 6700417. 
um die Teiler dieses letzteren zu finden, mufs man gleichfalls mit 
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allen Primzalilen von der Form Q4(c -\- 1, welche grölser als 641, und 
kleiner als 2588 = (/öfÖOirf sind, probieren. Es sind dies die 
folgenden: 

769, 1153, 1217, 1409, 1601, 2113. 
Da keine dieser Zahlen in 6700417 aufgeht, so folgt daraus mit 
Sicherheit, dafa 6700417 eine Primzahl ist. 

3) Ist n-=lv, wo -l ein Glied der Progression 2, 4, 8, 
16, . . . und V eine Primzahl ist, so ist jeder Primteiler der 
Formel «"+1 entweder von der Form 2nx -\- 1 oder er ist 
ein Teiler der Formel «^ -|- 1 und als solcher von der 
Form 2i.x+ 1. 

4) Ist n = (IV , wo n und v zwei ungerade Primzahlen 
sind, so ist der Primteiler der li'ormel a" -{- 1 von der Form 
2nx -|~ 1, oder er ist ein Teiler der Formel af- -{- 1 und als- 
dann von der Form 2(ia! -|- li oder er ist ein Teiler der 
Formel «* -|- I und alsdann von der Form 2i'x+l, oder 
endlieh er ist ein Teiler von a -\- 1. Diese Fälle schliefsen sich 
gegenseitig nicht aus; demi es ist z. B. jede Primzahl, welche in der 
Formel a + 1 aufgeht, offenbar auch ein Teiler aller andern Formeln 
fl" -|- 1, «'' "1- 1) "■ s- w., und ebenso geht jede Primzahl, welche in 
a' -\- l aufgeht, notwendigerweise auch in (»" -|- 1 auf. 

IßO. 

Es ist von keinem Nutzen, diese Zusätze auf eine gröfsere An- 
zahl von Fällen auszudehnen. Wir bemerken nur, dafs, wenn man 
die Teiler einer gegebenen Formel a" -\- 1 finden soll, man nach und 
nach die Teiler aller andern Formeln a" + 1, welche einen kleineren 
Exponenten haben, suchen mufs, indem man mit dem, in welchem 
der Exponent von a am kleinsten ist, beginnt. Man hat dann nur 
noch gemäfs der Form 2ncc -{- 1 die Teiler zu suchen, welche nicht 
durch die Formeln, die einen niedrigeren Exponenten haben als 
d" + 1, gegeben werden. 

Man beachte noch, dafs, wenn n eine ungerade Zahl ist, die 
Formel a" -f 1, mit a multipliciert, von der Form cc^ -{- tt wird, und 
daher zu Teilern nur die Primzalilen , welche in a;^ + a aufgehen, 
haben kann. Diese Bedingung dient dazu, die Hälfte der in der 
Formel 2nx -f- 1 enthaltenen Primzahlen au szu schliefsen; jedoch nmfs 
man zu diesem Zwecke das beachten, was wir weiter unten von den 
Teilern von x^ -\- n beweisen werden. Für jetzt sieht man, dafs, 
wenn a gleich 2 wäre, die Teiler von x^ -\- 2 nur von den 
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Formen 8m -|- 1, 8jw + 3 sein können. Daher kommt es, dafe 
die beiden andern allgemeinen Formen 8»w + 5, 8m + 7 ausge- 
schlossen und niemals Teiler der Formel 2" + 1 sind, wenn « un- 
gerade ist. Eine ähnliche Ausschlie.rsung findet bei andern Werten 
von a ebenfalls statt. 

161. 
Beispiel. 
Wir stellen uns die Aufgabe, alle Teiler der Zahl 
549 7 558138 8Ö = 2ä'*+ 1 = ^ 
KU finden. 

Wir betrachten zuerst die Formeln mit niedrigerem Exponenten 
213 _^ ^^ 2« + 1, 2^ + 1. 
Die letzte ergiebt 3 als Teiler aller vorhergehenden Formeln. 

Die Formel 2^ + 1 ^ ^ giebt ebenfalls nur 3 als Primteiler; 
sie lehrt aber ferner, dafs Ä durch 9 teilbar ist. 

Die Formel 2'^ -f 1 = 8193 = 3 . 2731 kann, wenn sie einen 
andern Teiler als 3 hat, nur einen solchen von der Form 26 a; -j- 1 
haben. Da aber die kleinste in der Form 26^; + 1 enthaltene Prim- 
aahl 53 bereits zu grofs ist, da sie die Quadratwurzel aus 2731 über- 
steigt, so folgt daraus, dafs 2731 eine Primzahl ist, und dafs somit 
2^ä ^ \ keinen audem Teller hat als 3 und 2731. 

Hiernach mufs die Zahl A teilbar sein durch 9 . 2731, Dividiert 
man sie zuerst durch 3 . 2731, welche Zahl gleich 2'' -|- 1 ist, so ist 
der Quotient 2'^ — 2'^ + 1 = 67100673, und dividiert man diese 
durch 3, so erhält man A = ZK 2731 . 22366 891. 
Man hat daher nur noch die Teiler der Zahl 
.B = 22366 891 
zu suchen. Diese Teiler müssen von der Form 78a; -|- 1 sein, und 
da sie auch in der Formel (^ + 2 aufgehen müssen, so können sie 
nur die Formen 8m + 1, ?,n -f 3 haben. Die Form 78a; + 1 ent- 
hält aber vier andere, je nachdem x gleich einer der Zahlen 

4)/, 4j/-f- 1, 4J/ + 2, 4*/+3 
ist. Diese vier Formen sind; 

3121/ + 1 , 312i/ + 79, ?A2y + 157, 312y + 235. 

Die zweite und die dritte müssen ausgeschlossen werden, da sie von 

der Form 8k + 7 und 8w --|- 5 sind. Mithin ist jede Primzahl, welche 

in B aufgeht, in einer der beiden Formen enthalten: 

312?y+ 1, 312y + 235. 
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Die Primzahlen, welche in diesen Formen enthalten vind zugleich 
kleiner sind als Y^ , welches ungefähr 4620 ist, sind folgende: 
313, 547, 859, 937, 1171, 1249, 1483, 1873, 2731, 
3121, 3433, 4057, 4603. 
Probiert man der Reihe nach mit diesen dreizehn Zahlen oder nur 
mit zwölf (denn es ist überflüsaig mit 2731 au probieren), so findet 
man, dafs keine von ihnen in B anfgeht. Daraus folgt, dafs 22 366 891 
eine Primzahl ist. 

Da die Zahl B ein Teiler von f -^ 2 ist, so mufs sie von der 
Form _p^ + 2 2^ sein- Will man B wirklich auf diese Form bringen, 
so kann dies ohne Probieren mit Hülfe der folgenden Formel ge- 
schehen: 



•---ly. 



i also m = 2", so findet man: 



£ = (2773/ + 2(2709)^. 

162. 
Wir gehen jetzt zur zweiten Frage über und stellen uns die 
Aufgabe, die Form, welche die Primteiler der gegebenen 
Zahl ö" — 1 haben müssen, zu finden. 

Wie beschaffen die Primzahl ^, welche in dieser Formel auf- 
geht, auch sein möge, man kann sie immer von der Form p = nx-\-it 
annehmen, wo ro eine positive Zahl kleiner als n ist. Man erhält 
daher, wenn die Vielfachen von p weggelassen werden: 

«"=1 und «''-1=1, 
und daraus folgt: 

«"- ■ = 1. 
In dieser letzteren Gleichung kann man imr tt = 1 oder rc > 1 an- 
nehmen. 

1) Ist m = l, so ist die Form des Teilers p = nx -\- 1. Sie 
bleibt so, so lange n gerade ist; ist aber n ungerade, so mufs not^ 
wendig x gerade sein, und daher hat man p = 2nz -\- 1. 

2) Ist 31 > 1, und ist a> der gröfste gemeinschaftliche Teiler von 
n und Jt — 1, (wo m gleich 1 sein mufs, wenn es kein anderes ge- 
meinsames Mafs giebt), so kann man immer zwei ganze Zahlen /' 
und ff von der Beschaffenheit finden, dafs 

/■« - 9 (« - 1) - <» 
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ist. Nun ergebftii die beiden Gleichungen a" = 1, a""^ = 1 die 
folgenden: 

oder: 

Mithin ist p ein Teiler von a"' — 1. Hierbei ist dem Resultate 
a°' = 1. keine Einschränkung hinzuzufügen, weil die Gleichung a"' = 1 
den beiden Gleichungen «"^1 und a"~^ ^ 1 genügt. 

Hiernach ist die ganze Theorie der Teiler von a" — 1 in dem 
folgenden Satze enthalten: 

163. 
Jede Primzahl p, weiche in der Formel o" — 1 aufgeht, 
mufs entweder in der Form p ^ nx -^ 1 enthalten oder auch 
ein Teiler der Formel w™ — 1 sein, in welcher a ein Teiler 
von n ist. 

Wir fügen hinzu, dafs, wenn n ungerade ist, in welchem Ealle 
die Form wa; + 1 in 2nz + 1 übergeht, der Teiler p auch in denjenigen 
Formen enthalten sein mufa, welche den Teilern der Formel x^ — a 
zukommen. 

Derselbe Satz findet Anwendung auf die Formel a"' — 1 oder 
auf jede andere, welche unmittelbar aus den Teilern von n sieh er- 
giebt. Daher erhält man durch Vereinigung der Resultate alle 
Teiler der gegebenen Formel. Einige allgemeine Zusätze, welche 
sich daraus ergeben, sind folgende: 

1) Ist die Zahl n eine Primzahl, so sind die Teuer der 
Formel a" — 1 in derForm 2m2 -\- 1 enthalten, mit alleiniger 
Ausnahme derer, weiche in « — 1 aufgehen. 

2) Wenn die Zahl n das Produkt zweier Primzahlen jt 
und V (2 ausgenommen) ist, so wird der Primteiler p der 
Formel a" — 1 entweder von der Form 2nz -^ \. sein, oder 
er ist ein Teiler von «'' — 1 und alsdann von der Form 
2ji2 + 1, oder er ist ein Teiler von a'' — 1 und alsdann von 
der Form 2vB ■\- \, oder endlich er ist ein Teiler vonö— 1 
und von der Form 2s -{- 1, welche allen Primzahlen zu- 
kommt. Denn ist n eine ungerade Zahl, so geht offenbar a — 1 in 
ß" — 1 auf; mithin mufa jeder Teiler der ersten Gröfse auch ein 
Teiler der zweiten sein. 

3) Ist die Zahl n eine Potenz von 2, und setzt man 

a ■= -^ n, ß = — a , f ^ --- ßi ' ' ') ^o '^^ der Teiler p der Formel 
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a" — 1 entwefler von der Form nx -^ \, oder er ist von der 
Form K'X -\- \ und ein Teiler vona" — 1, oder er ist von der 
Form ^x-i^l und ein Teiler der Pürmel «f* — I, und so fort 
bis zur Form 2x + 1, welche in «^ ^ 1 aufgeht. 

164. 



Um sämtliche Teiler der Zahl A^2^^ — l zu erhalten, bilden 
wir die folgende Tafel, in welcher man die gegebene Formel und 
die daraus sich ergebenden Formeln nebst den entsprechenden Formen 
des Teilers sieht: 

jj = 32:«+ 1, ^ = 2'ä- 1 =(2"'-\-r)B 

p = 16iC + 1 , j5 ^ 2'« - 1 = (2'' + 1)6' 

j, = 8a; + 1, C = 2» - 1 = (2* + 1)1) 

p^ 4x+l, D = 2' — 1 = (2' + 1)7? 

p=^ 2x+\, JS = 2' — 1 = 3. 

Die letzte Zahl E, welche sich auf 3 reduciert, mufs alle* vorher- 
gehenden teilen; und zwar hat man: 

D = (2^4- l,)3 = 3-5 
C=(2*+ l)D = 3-5-17. 
Die Zahl Jl enthält dieselben Teiler wie C und aufaerdem noch 
2* + 1 = 257, welches eine Primzahl ist. Endlich ist A das Produkt 
aus B und 2'« + 1 = 65537. Da nun 2'" + 1 mit 2'« — 1 keinen 
gemeinschaftlichen Teiler haben kann, so folgt, dafs die Teiler von 
2"^ 4" 1 '^'^'"^' 65537 nur Primzahlen von der Form 32a; + 1 sein 
können. Die Primzahlen aber, welche in dieser Form enthalten und 
kleiner als "j/ööSS? sind, sind 97 und 193, und diese gehen nicht in 
65537 auf. Demnach ist 65537 eine Primzahl, und die Zahl Ä, in 
ihre Primfaktoren zerlegt, ist; 

J. = 3 ■ 5 ■ 17 . 257 ■ 65537. 
Multipliciert man diesen Wert mit ilemjenigen, den wir (S, 15) für 
235 _|_ "i^ gefunden hatten, so erhält man den in Faktoren zerlegten 
Wert von 2''* — 1. 

165. 
Beispiel 2. 
Es sei femer die Zahl Ä=^2^'^ — l gegeben. Da der Exponent 
31 eine Primzahl ist, so können die Teiler von A nur von der Form 
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62a; -j- 1 sein, und zwar giebt ea hiervon keine Ausnahme, da sicli 
a — 1 in diesem Falle auf 2 — 1 = 1 redueiert. Beachtet man zii- 
gleichj dafa die Zahl 2A von der Form t^ — 2 ist, und dafs aomit 
die Teiler von A von einer der Formen 8n -{• 1, 8« + 7 sein müssen, 
so findet man, indem man diese letzteren Formen mit der ersten 
62a; + 1 kombiniert, dafs jeder Primteiler von A notwendig von 
einer der Formen 248« + 1) 248s + 63 ist. Nun zeigt aber Euler 
(Äbhandl. der Berl. Akad. 1772 S, 36), dafa man, nachdem man alle 
in diesen Formen enthaltenen Primzahlen bis zu 46339, der Quadrat- 
wurzel der Zahl A, probiert hat, keine findet, welche in A aufgeht. 
Daraua folgt, in Übereinstimmung mit einer Behauptung Permat's, 
dafs die Zahl 2«^ — 1 = 2 147 483 647 eine Primzahl ist Dies ist 
die grofste von allen Primzahlen, welche bis heute als solche be- 
stätigt sind. 

Wir wollen diesen Paragraphen nicht ohne die Bemerkung be- 
schliefsei), dafs Euler der Urheber der hauptsächlichsten, in ihm 
enthaltenen Sät/e ist. Siehe dun 1. Bd. der Novi Comment. Petrop. 



§ ß. 

Sa-tz, enthaltend ein Reclprocitätsgesetz , welches zwiachen zwei 
beliebigen Primzahlen besteht, 

166. 
Wir haben in No. 135 gesehen, dafs, wenn m und n irgend 
zwei ungerade und ungleiche Primzahlen aind, die abgekürzten Aus- 
drücke ( --] und (—1 der etatere den Rest, welcher bei der Division 

von m ^ durch w bleibt, der andere den Rest, welcher bei der 

Division von n ^ durch m bleibt, darstellen. Gleichzeitig haben wir 
bewiesen, dafs diese beiden Reste stets niir entweder + 1 oder — 1 
sein können. Dies vorausgeschickt, existiert zwischen den beiden 
Besten ( — 1 und (— j eine Belation von der Beschaffenheit, dafs, 
wenn der eine bekannt ist, auch der andere unmittelbar bestimmt 
ist. Der allgemeine Satz, welcher diese Beziehung enthält, ist 
folgender; 

Welches auch die Primzahlen m und n sein mögen, mau 
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erhält atets, I'axlls sie nicht alle beide ■ 
siuil; 



aber alle beide von der Fr 



-(::)• 



Diese beiden allgemeinen Fälle sind in die Formol zu- 

Um die verschiedenen Fälle dieses Satzes zu entwiclseln, ist es 
erforderlich, durch besondere Buchstaben die Primzahlen von der 
Form ix -\- i von denen von der Form 4ic -|- 3 zu unterscheiden. 
Wir werden im Verlaufe dieses Beweises die ersteren mit den Buch- 
staben Ä, a, cc, die letzteren mit den Buchstaben B, i, ß bezeichnen. 
Alsdann schliefst der soeben ausgesprochene Satz die folgenden acht 
Fälle ein: 

1. Ist (|.)=-1, so tolfvt; 

U. Ist (A) = + 1, so folgt: 

III, Ist (|) = + 1, so folgt: 

IV. Ist (^) = — 1, so folgt: 

V. Ist (;J) = + 1. so lolgt: 

VI. Ist (~) = — 1, so folgt; 
VII. Ist (~) = + I, so folgt; 

VIII. Ist (~) =1, so folgt: 

167. 
Beweis der Fälle I und II. 
Ich bemerke zunächst, dafs die Gleichung 
x^ + ay^ = &^ 
oder allgemeiner 



ö- 




(1)^ 


. + 1. 


(1)^ 


= ~i. 


U)^ 


- + 1. 


(4) = 


- + 1- 


(4) = 


--1. 


('.) = 


- + i- 


if) 


--^ 1. 
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unmöglich ist. Denn da x und y als relative Primzahlen voi-aus- 
gesetzt sind, so ist die linke Seite stets in den Formen ik + 1 und 
4ft + 2 enthalten, während die rechte Seite nur von einer der Formen 
ik und ik -\- 3 sein kann. 

Nach No. 27 würde aber die Gleichung x^ + ay^ = hs^ lösbar 
sein, wenn man zwei ganze Zahlen A und p, von der Beschaffenheit 
finden könnte, dafs ~^ - und ganze Zahlen würden. Andrer- 
seits ist die Bedingung dafür, data 6 ein Teiler von X^ -\- a sei, die 
folgende : 

(=^) = i „fa (f)--i, 

und ebenso ist die Bedingung dafür, dafs a ein Teiler von jt^ — 1) sei: 
Mithin könnte man niclit gleichioeitig haben: 

(|) = -, ..„, (i) = + i. 

Ferner kann aber jeder dieser Ausdrücke nur -\- l odet- — 1 sein. 
Folglich: 

1. Ist (") = — 1, so ergiebt sich (-^-) = — 1. 

IL Ist (1^) = 4-1, so ergiebt sich (-"-■) = + 1. 

Übrigens sind diese beiden Sätze derart unter einander verbunden, 
dafs der eine nur eine Folge des andern ist. Denn nimmt man den 
ersten als richtig an, und ist (—1 ^ + 1, so könnte niclit ( ^ ) = — 1 
sein, da sieh sonst gegen die Annahme ( — 1 =^ — 1 ergeben wurde. 
Man erhält daher (|) = + 1. 

168. 
Beweis der Fälle III wnd TV. 
Sind B und h zwei Primzahlen von der Form 'l)s-j-<'j "o i^^t 
es, wie wir in No. 47 bewiesen haben, immer möglich, einer der 
beiden Gleichungen 

Bx^ — hy^=^'^l, Bx^ — hy^'^ — l 
Genüge zu leisten, 

1) Ist ( ^) = -|- 1, so kann die Gleichung Bx^ — Ziy^ == — ! 
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nicht stattfinden 1 f 11t v. l / I iler von 

Bx^ -\- 1 oder von +-ß ii 1* hmUtennlibn ( , j = 1 

oder f^) = — 1 nt n d V ao Setzung Na hl die eino 



der beiden Gleicl n us 11 sen t in T 1 e nd e twendig 

stattfinden. An d e e e U nnt m n be d Cs B T iler von 

ü>;/^+lodervon,-f& st Mtlnl tu i (^) = 1 1 (1) = "^- 
2) Ist (-r- 1 = — 1 , SO beweist man analog, dafs die Uleichung 
Bx^ — hy^ = + 1 unmöglich ist. Mithin findet notwendig die andere 
Gleichung Bx^ — hy^ .= — 1 statt. Folglich ist B Teiler von by'' — 1 
oder von s^ — h, und dies giubt; f-gj = -[- 1, Also: 

HL Ist (f ) = + 1 , so ergiobt sich (^) = — l- 

iV. Ist (^) -- — 1 , so ergiebt sich (|) = + 1- 

Man ersieht hieraus, ikrs (-t 1 und (^j immer von entgegengesetztem 
Zeichen sind. 

169. 
Beweis der Fälle V und VI. 
[st (jl ^ -)- 1, so behaupte ich, dafs daraus auch ( - ) ^ -|- 1 
folge. Ist nämlich ß eine Primzahl von der Form An 4- S, welche 
in der Formel a? ~|- a aufgeht, so mufs I- j ^ — 1, und somit nach 
Fall 1 I—) = — 1 sein. Betrachten wir die nicht erfüllbare Glei- 
chung «^ + ay^ ^ Aß^, so zeigt No. 27, dafs diese Gleichling statt- 
finden würde, wenn man zwei ganze Zahlen l und jt von der Be- 
schaffenheit finden könnte, dafs —rs— und ^-— ganze Zahlen 

würden. Die erste Bedingung ist von seihst erfüllt; denn 'damit 
X^ -\- a durch A teilbar sei, mufs (— i^) = 1 «"^er ( t) = 1 ^^"h 
und dies ist nach Voraussetzung der Fall; und damit X^ -^ a durch 
ß teilbar sei, mufs (-0-) = 1 oder f -1 = — 1 sein, was ebenfalls 
stattfindet. 

Diu zweite Bedingung würde erfordern, dafs ( I = -{" 1 "^^-^ 
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J_4) (1) ==. ^ ] Bei. Nun ist aber schon (-|) = - 1 ; mithin müfete 
(_j = — 1 sein, Diese zweite Bedingung kaim nicht orfüllt werden, 
da die gegebene Gleichung unmöglich ist. Demnach ist ( — ) = + 1 
und daher: 

V. "ist (l^) = + 1, m ergiebt nieh (^) = + 1. 

Ist jetzt f-j-j = — 1, so kann nicht {—) = -|- 1 sein, denn aus 
dieser würde sich für den soeben bewiesenen Fall f-"-l = + 1. er- 
geben, was der Voraussetzung zuwider ist. Man hat daher (--I = — 1 
und somit: 

VI. Ist [2) = — 1- ^" ergiebt sich (-^j ^ -■■ 1 . 

Wir haben oben in No. 48 bewiesen, dal's, wenn a und A zwei 
Primzahlen von der Form 4k -j- 1 sind, ee immer möglich ist, einer 
der beiden Gleichungen J.ai^ — dj/^ = + 1, s? — Aay^ ^ — 1 zu 
genügen. Die erste erfordert, dafs man 1 — 1 = -|- 1 "nd (-j-1 = -[- 1 
habe. Wenn demnach (— j = — 1 und ( ^j = — 1 ist, Bedingungen, 
von denen die eine eine Folge der andern ist, wie wir soeben be- 
wiesen haben, so ist die zweite Gleichung die einzig mögliche, und 
dieselbe findet notwendigerweise statt. Daraus folgt der Satz: 

Sind a und A zwei Primzahlen von der Form 4«+l, 
und ist I- 1 ^ ~ 1 oder (t)= — 1, so ist die Gleichung 
x^ — Aay"^ = — l immer möglich. 

170. 
Beweis der PäUe VII «Bd. VUI. 
Ist (yj = + 1, so behaupte ich, dafs daraus ( ' I ^ + l folgt. 
Ist nämlich wieder ^ eine Primzahl von der Form An -\- 3, welche 
in der Formel a;^ -j- « aufgeht, so dafs (0} = ~~ !> ^^'^ mithin 
{-) ^ — 1 ist, so ist es, wie wir bereits in No. 49 gesehen haben, 
immer möglich, einer der drei folgenden Gleichungen 
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+ 1 = «a:^ — bßf 

+ 1 =^ ba;^ - aßy^ 

±{ = ßx^- abf, 
vorausgesetzt, dafs maai das Zeichen der linken Seite passend wählt, 
Genüge zu leisten. 

Da nun (l-) = + 1, (-J-) = - 1 und somit (-J-) = - 1 an- 
genommen worden ist, so ergielit sieh, dafs von diesen drei Glei- 
chungen, welche eigentlich sechs darstellen, vier nicht stattfinden 
können, nämlich: 

1) die Gleichung -|- 1 = ßx^ — aby^, welche ( 1 = -|- 1 voraussetzt; 

2) die Gieichung — 1 = ßx^ — ahif, welche ( --j ^ + 1 voraussetzt; 

3) die Gleichung — 1 = a£^ — hßy^^ welche (yj = — 1 voraussetzt ; 

4) die Gleichung + 1 = «a;^ — bßy', weiche (-|] = + 1 vorausaetÄt. 
Es bleiben daher nur noch die beiden Gleichungen übrig: 

+ 1 = hx* — (ißy^ 

— t = ir} — aßy^, 
von doQcn eine notwendig statttiiiden niufs. Nun erfordern alle beide, 
dafa (— j = 4-1 sei, da vermöge der ersten a ein Teiler von li'x^ — h 
oder von z^ — h und vermöge der zweiten a ein Teiler von &^3:'^-|-& 
oder von 2^ + ö ist. Folglich: 

Vll. Ist (I) = + 1, so ergiebt sich daraus (^-) == + 1. 
Ist zweitens (—1 ^= — 1, so behaupte ich, dafs daraus l-r 1 = ^ 1 
folgt. Denn hätte man f -1 = -j" 1? so wurde daraus, entgegen 
unsrer Voraussetzung, nach dem eben bewiesenen Falle /— | = + 1 
folgen. Demnach erhält man schliefslich das Resultat: 

Vni. Ist f— I = — 1, so ergiebt sich daraus (- j = — 1. 

ni. 

Man bemerke, dafs die vier ersten Fälle auf eine vollkommene 
Weise, welche nichts zu wünschen übrig läfst, bewiesen sind. Die 
vier andern Falle setzen voraus, dafs, wenn eine Zahl a von der 
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Form 4n -\- 1 gegeben ist, es immer möglich ist, eine Prim'/.alil ß 
von der Form in + 3 zu findön, welche in der Formel x^ -{- a üut'- 
geht, und dafs somit (-3-j = — 1 sei. 

Die Existenz dieser HiilfsgrÖfse kam man unmittelbar beweisen, 
wenn a von der Form 8w -f" 5 ist. Denn setzt man «= 1, so ist 
die Zahl ar' -^ a, welche in 1 + a übergeht, von der Form 8w + 6; 
dieselbe ist daher teilbar durch eine Zahl von der Form 4)« -j" ^i 
und daher auch durch eine Primzahl von eben dieser Form. Diese 
Primzahl kann dann für ß genommen werden. 

Ist a von der Form 8« -j- 1, so beachte man, dafs diese Form, 
in Bezug auf die Vielfachen von 3 betrachtet, sich in zwei andere 
spaltet, nämlich in 24« -|- 1 und 24« + 17. Hinsichtlieh dieser 
letzteren braucht man nur x = l zu setzen, und da x^ -\- a, welches 
in 24n + 18 übergeht, durch 3 teilbar ist, so kann man |3 = 3 
nehmen. Alsdann ist die Bedingung ( - I = — 1 für jede PriiiiKahl 
a von der Form 24» + 17 erfüllt. 

Es ist daher nur noch zu beweisen, dafs mau für jede Prim- 
zahl « von der Form 24h -j-1, die Einheit ausgenommen, immer 
eine Primzahl ß von der Form in + 3 finden kann, welche ein 
Teiler von s^-{-a ist, oder welche der Bedingung I -^ I = — 1 genügt 
Zunächst beweist man leieht durch eine einfache Substitution, 
dafs jede in einer der sechs Formen 

a = 168« + 17, 41, 73, 89, 97, 145 
enthaltene Primzahl von der Form 24)» -{- 1 die Eigenschaft besitzt, 
dafs, wenn man entsprechend für s die Werte 

^ == 2, 1, 2, 3, 1, 3 
nimmt, die Formel ^'^ -{- a durch 7 teilbar ist, so dafs der Wert ß = l 
für alle in diesen Formeln enthaltenen Primzahlen der Bedingung 
( j) == ~ 1 genügt. 

Ebenso beweist man, daTs jede Primzahl von der Form 24m -\- 1, 
welche in einer der zehn Formen 

a = 264iK+ 17, 41, 65, 73, 145, 161, 193, 217, 233, 241 
enthalten ist, die Eigenschaft besitzt, dafs, wenn man entsprechend 
für z die Werte 

3 = 4, ö, 1, 2, 3, 2, 4, 5, 3, 1 
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setzt, die Formel ^ -\- a durch 11 teilbar ist. Hetzt man also /5 = 1 1, 

so genügt man fiir alle Primzahlen « der Bedingung \-gj = — 1. 

Primzahlen von der Form 24m -|- 1 giebt es bis zur Grenze lOOi) 
im Ganzen 15, nUmlieh: 

73, 97, 19?), 241, 313, 337, 409, 433, 457, 577, 601, 673, 
769, 937, 1009. 
Von diesen fünfzehn Zahlen genügen zehn der Bedingung K j = — 1, 
nämlich: 

fl = 73, 97, 241, 313, 409, 433, 577, 001, 769, 937, 

die andern fünf der Bedingung (-:) = — 1, nämlich: 

a= 193, 337, 457, 673, 1009. 
Unsere Annahme ist daher bis zur Grenze a = 1009 als riehtig be- 
stätigt; dieselbe ist auch richtig für eine unendliche Anzahl von 
Primzahlen, welche in den vorhergehenden Formeln enthalten sind; 
indessen ist es von Wichtigkeit zu zeigen, dafs sie allgemein für 
jede Primzahl a von der Form 8« + 1 aufser der Einheit richtig ist. 
Wenn die Primzahl a von der Form 8« + 1 ist, so weifs man, 
dafs es immer mögbch ist, der Gleichung a = 2p ~ g^ zu genügen, 
und dafs somit 2/'*/^ -f- 'igyz -\- fz^ ein quadratischer Teiler der 
Formel t* -f- au^ ist. 

Wenn f eine Prinizahr ß von der Form 4« + 3 zum Teiler hat 
(was immer der Fall ist, wenn f von dieser Form ist), so wird offen- 
bar diese Zahl in ^^ + «, welches dadurch, dafs man = g setzt, in 
2f^ übergeht, aufgehen, und es wird somit ß der Bedingung genügen. 
Überhaupt mufs es, was auch / sein möge, unter den Zahlen, 
welche durch '2fy^-\-2gys-\-fs^ dargestellt werden, und deren es 
unendlich viele gieht, eine oder mehrere geben, die sich durch eine 
Primzahl von der Form 4w + 3 teilen lassen 

Wenn nämlich alle durch 2/y^ -|- 2qys -\- f s' dargestellten 
Zahlen nur Primteiier von der Form 4»' -\- 1 hesafsen, so würde das 
Produkt aller, da jeder Teiler alsdann von dei Poim jf" + (f wäre, 
selbst wenn man den Faktor 2 noch hmzunahme, von derselben 
Form sein. Mitbin müfste maji, welches auch die lelativpriraen 
Zahlen y und z sein mögen, stets dei Gleichung 
(' + ,.» = 2f,f + 2,j,j! + ß' 
genügen können. Die allgemeinste Art, dieser Gleichung Genüge zu 
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leisten, bestellt darin, dafe man unbestimmte Zahlen Ä, B, M, N an- 
nimmt, und daraus die Werte bildet: 

t== Ay -i- Bs, u = My -}- Ns. 
Alsdann raiirste man die identische Gleichung haben: 

{Ay + B£f + (My + mf = 2ff + ^gyü + f^\ 
und hieraus würden sieh die drei Gleichungen ergeben: 
A^ -\-M^ = 2f 
AB + MJV = y 
B^-\-N^ =f, 
Multipüciert man die erste mit der dritten, und subtrahiert man von 
em Produkte das Quadrat der zweiten, so erhält man: 
(AN~BMf = 2p - (7^ = a. 
Es mü.fste demnach a ein Quadrat sein. Dies ist aber nicht der 
Fall, da a eine Primzahl und der Fall a — ^ 1 ausgenommen ist. 

Somit können nicht alle Primteiler der Formel 2fy^ -\- 2gyz -\- f^ 
von der Form 4« -}" 1 sein; es giebt daher einen oder mehrere von 
der Form 4m --|- 3. Ist /3 dieser Teiler oder einer von diesen Teilern, 
so kann man 

(iP - 2ff + 2(,!/« + /■»■ 
oder: 

setzen. Mithin ist ^ ein Teiler von s? -f- a. 

Da übrigens der allgemeine Satz, welchen wir mit dem Namen 
„Beeiproeitätsgesetz zwischen zwei Primzahlen" belegt haben, der 
bemerkenswerteste und fruchtbarste Satz der Zahlentheorie ist, so 
werden wir später noch einen zweiten Beweis desselben geben, der 
sich auf andere Prinzipien gi-undet. 

172. 

Es ist hier der Ort, um einige ziemhch wichtige Sätne an- 
zuführen, von denen mehrere nur mit Hülfe des soeben bewiesenen 
ReciprocifÄtsgesetzes bewiesen werden können. 

Jede Primzahl von der Form An -\- \ geht entweder 
gleichzeitig in den beiden Formeln f' -\- c%^, f- — cu^ oder in 
keiner von beiden auf. 

Igt a die betreffende Primzahl, und bat man i — t = + l, so 
wird die Zahl a in den beiden Formeln t^ -|- cw^, t^ — CM^, in denen e 
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eine beliebige Zahl ist, aufgehen. Ist dagegen ("") = ~" Ij ^<* S^^* 
sie weder in der einen noch in der andern anf, wie sich unmittelbar 
aus No. 134 und 13:") ergiebt^ 

173. 
Jede Primzahl von der Form in + 3, welche in f + «t^ 
aufgeht, kann nicht in t^ -~ cu^ aufgehen und umgekehrt. 

Denn ist diese Primzahl gleich b, so ist die Bedingung dafür, 
dafa b in (^ + cu^ aufgehe: (-j-^) = 1 oder (-|-] = — 1, und die 
Bedingung, dafs sie in t^ — cm^ aufgehe, ist (-7-I == -|- l. Diese 
beiden Bedingungen schliefsen sieh aber gegenseitig aus. 

Zusatz. Jede Primzahl h von der Form 4m -f- 3 ist not- 
wendig ein Teiler einer der beiden Formeln t^~\-cu^y f — cu^\ 
denn es ist immer entweder \-r-) = -f- 1 oder K-j = — 1, Bei 
diesem und dem vorhergehenden Satze sieht man von dem Falle ah, 
wo fc ein Teuer von c ist. Alsdann brauchte man nämlich nicht mehr 
zu fragen, ob b in f^ -]- cm^ oder in f--c%'^ aufgehe. 

174. 

"Wenn die Primzahl c in den beiden Formeln f — ait^ und 
(* — bu^ aufgeht, so geht sie auch in der Formel t^ — abti^ auf. 

Denn da nach Voraussetzung ( -j = 1 und ( --j = 1 ist, so 
folgt daraus l— ■) = 1, und somit ist c ein Teiler von t^ — abv^. 

Dasselbe Resultat würde für eine gröfsere Anzahl von Faktoren 
stattfinden. 

175. 

Wenn die Primzahl c weder in der Formel i^ ■ — au~ noch 
in der Formel t^ — bu^ aufgeht, so geht sie notwendig in der 
Formel t^ — abu^ auf. 

Denn da nach Voraussetzung (—] ^ — 1 und (— j == — 1 ist, 

so folgt daraus (-1 = -f- 1, und somit ist c ein Teiler von t^ — abti'^. 

176. 
Sind CS und A zwei Primzahlen, beide von der Form 4)s-f- 1, 
so wird, wenn a in der Formel /-^ + Au^ aufgellt, umgekehrt A. 
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in der Formel f -^ aw' aufgehen. Geht aber a nicht in der 
Formel f -\~ Au' auf, ao wird aucli umgekehrt J. nicht in 
der Formel f + au^ aufgehen. 

Im ersten Falle ist nämlich /~-l = l, d. h. („1 = 1, also 

umgekehrt (-"-] = 1. Folglich ist A ein Teiler von f -\- au^. 

Im zweiten Falle ist ( - J == ~ 1 ; daraus folgt ehenfalls (^-jj = — 1 ; 
mithin ist A kein Teiler von i^ -|- atiK 

177. 
Ist a eine Primzahl von der Form 4n -\- 1, und sind A 
und B zwei beliebige Primzahlen, welche entweder alle 
beide Teiler oder alle beide Nicht-Teiler der Formel f - an' 
sind, so ist a ein Teiler der t'ormel f^ — ABii^. 

1) Sind nämlich A und B Teiler der Formel f — aii^, so hat 
man ( ~] = 1, (-" j = 1 und daher umgekehrt ( 1 = 1, (— 1 = 1- 
Mithiu (^) = 1. Folglich ist a ein Teiler von t^ — ABu\ 

2) Sind A und B keine Teiler der Formel f — au^, so ist 
Q) = ._l, (*) = _! und daher umgekehrt (^) = - 1, (|) = — 1. 
Mithin ebenfalls (^~) = 1. Folglich ist n ein Teiler von l^ — ABn^. 

178. 

Ist a eine Primzahl von der Form 4m + 1 und fc eine 
solche von der Form 4» -|- 3, welche nicht ein Teiler von 
f + au^ ist, so wird im Gegenteil a ein Teiler von (^ -J" '"'^ 
sein. 

Denn da nach Voraussetzung {-j-j = — 1 oder KJ = + 1 i^ti 
so folgt daraus ( — 1 = 1. Folglich ist a ein Teiler von i'* + hw'. 

Hat man allgemein mehrere Primzahlen h, b', b", alle von der 
Form 4n -}- 3, von denen keine in x^ -j^ a aufgeht, so ist a ein 
Teiler der Formel f + bb'b"u^. 

179. 
Jede Primzahl c von der Form 8w -f J oder 8w + 7 geht 
entweder gleichzeitig in den beiden Formeln ^^ -j- m.m" und 
f^ -^ 2au^ oder in keiner von. beiden auf. 
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Denn der Wert von ( - J ist derselbe, wie der von ( 1, da 

tnan stets, wann die Zahl c von einer der erwähnten Formen ist, 
nach No. 150 (~) = 1 hat. 

180. 

Jede Primzahl c von der Form 8ra + 3 oder 8n -\- b gelit 
stets in einer, aber auch nur in einer der beiden Formeln 
f + an^, e -f 2aM* auf. 

Denn bei den erwähnten Formen hat mau (-1 = ^1; mithin 
sind die beiden Gioften I — ) und ( " ) von entgegengesetztem 
Zeichen. Es muls (Jemnaub die eine diesei (Irörsou + 1, die andere 
— 1 sein, üaiau«^ folgt, dafs e in dti einen von den beiden in Rede 
stehenden h'ormeln aufgeht, nicht aber m der andern. 

Man beachte, dals in diesem Satze, ebenso wie im vorhergehen 
den, a irgend eine positive oder negativi Zahl ist. 

181. 

Wir halten nns nicht länger damit auf, diese Art von Sätzen 
noch weiter zu vermehren; doch, glauben wir, werden die Mathe- 
matiker mit Vergnügen die Anwendung unseres Reciprocitäts- 
gesetzes auf den Beweis zweier allgemeinen Sätze sehen, zu 
denen Euler auf dem Wege der Induktion in seinen Opuscula 
analytica Bd. 1 gelangt ist, und die die Grundlage einer 
wichtigen Theorie bilden. Der erste ist ungefähr in folgende 
Worte gefafst (s. das angeführte Werk S. 276): 

Wenn man die aufeinanderfolgenden Quadratzahlen 
1, 4, 9 16, . . . sämtlich durch eine und dieselbe Primzahl 
von der Form 4w + 1 dividiert, so werden die bei der Divi- 
sion sich ergebenden Reste nicht nur alle Zahlen, welche 
in den Formeln n — q^ — q und <f -\- q — n enthalten sind, 
sondern auch alle Primfaktoren, aus denen diese Zahlen 
zusammengesetzt sind, umfassen. 

Zunächst sieht man leicht, dafs man, && c ^ An -\- 1 ist, der 
Gleichung 

^' + w - g^ — g ^ g 

dadurch genügen kann, dafs man 2a; = 2(^ + 1 +c setzt. Da ferner c 
von der Form 4^+1 'st, so ist, falls die Gleichung ■ — — = e 
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DoglicTi ist, die Gleiclmiig ^ e ebenfalls möglich. Mitliin 

fanü in der Tliat jede Zahl, welche entweder in der Formel n — ^ — q_ 
)der in der Formel g^ + g ■ — "n, enthalten ist, oder die um ein Viel- 
faches von c -verminderte Zahl dieser Art als der Best angesehen 
werden, welcher bei der Division einer Quadratzahl durch c übrig- 
öleiht. Dieser erste Teil des Satzes bietet, wie Euler selbst gezeigt 
liat, keine Schwierigire iten. Wir gehen zu dem zweiten Teile, welcher 
iie Anwendung des Reciproeitätsgesetzes erfordert, über. 

Ist a eine Primzahl, welche in n — g^ — g oder in g^ + 3 — ** 
aufgeht, so kann man 5^ + g — n= + a.il setzen. Multipliciert man 
also mit 4 und setzt dann für 4» seinen Wert c — - 1, so hat man: 

(2g + ly — i; = 4-_4«A 
Hieraus ergiebt sich, wenn die Vielfachen von « weggelassen werden, 
c = (2(7 -|- 1)^ Mithin ist c ^ oder nach unsrer Bezeichnung 
\^ = (2g+ J.)"""^ = 1. Aus f— 1 = 1 folgt aber nach dem Red- 
proeitätage setze (—1 = 1. Demnach ist c ein Teiler der Formel 
1^ — u. Somit mufs sich « nnter den Resten, welche bei der Divi- 
sion der Quadratzahlen durch die Primzahl c übrig bleiben, vor- 
finden. Dies ist der Satz von Euler. 

182. 

Der zweite allgemeine Satz (s. das angelohrte Werk S. 281) 
ist der folgende: 

Wenn man die Quadratzahlen 1, 4, 9, lö, . . . durch die 
Primzahl 4w ^ 1 dividiert, so werden die bei der Division 
sich ergebenden Reste nicht nur alle durch die Formel 
« -j- 2^ -|- g dargestellten Zahlen, sondern auch alle Prim- 
faktoren, ans denen diese Zahlen zusammengesetzt sind, 
enthalten. 

Um dem ersten Teile zu genügen, mufs man eine Zahl x von 
der Beschaffenheit finden, dafs a;^ — (n -|- g^ -J' i) durch die Primzahl 
c = 4n — 1 teilbar ist. Dies erreicht man aber unmittelbar, wenn 
man 2« = 2g -|- 1 + c setzt. Mithin ist die Zahl n -\- ^ -^ q_ oder 
diese um ein Vielfaches von c verminderte Zahl stets der Rest, 
welchen die Quadratzahl y? bei der Division durch e äbrigliifst. 

Ist ferner « eine Primzahl, welche in « + g* + g aufgeht und 
setzt man i* H- S^ + g = «-^-, so leitet man daraus, ebeuso wie oben, 



y Google 



242 Zweiter Hauptteil. 

die Gleichung (2g -j- 1)' -|- c =: iaA ab. Läfsfc man also die Viel- 
fachen von « weg, so hat man c= — (2q -\- 1.)^, also ( j = 1. 

Hiernach sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

1) Ist ß von der Form im + 1, so ist die Gleichung ( — -'^1 = 1 
dieselbe wie I - -j = 1; daraus folgt nach dem Keciproeitiitsge setze 
i--\ == 1. Mithin ist c ein Teiler von x^ — «. 

2) Ist « von der Form 4m — 1, so giebt die Gleichung 1 1 = 1 

die folgende (-) = ^ 1. Daraus folgt nach dem Reciprocitäts- 

geaetze (—1 = 1. Mithin ist auch hier c ein Teiler von x^ — k. 

Demnach ist in alleu Fällen die Primzahl a, oder diese Zahl 
vermindert um ein Vielfaches von c der Rest, welchen eine Quadrat- 
zahl bei der Division durch c übrigläfst; es mufs sieh daher jene 
Zahl unter den Resten, welche die verschiedenen Glieder der Reihe 
1, 4j 9, 16, . . , bei der Division durch c ergeben, vorfinden. 



Anwendung des vorigen Satzes, um zu erkennen, ob eine Primzahl c 

in der Formel x^ -\- a aufgellt. Fälle, in denen man die Zahl x 

a priori bestimmen kann. 

183. 
Wenn e eine etwas grofse Zahl ist und man wissen will, ob c 
ein Teiler von x^ -\- a sei, so kann die Erhebung der Zahl a auf die 
Potenz — - — sehr langvrierig sein, selbst wenn man die Rechnung 
soviel wie möglich abkürzt und darauf achtet, dafs die Vielfachen 
von c, so oft sie sich darbieten, weggelassen werden. Ein Ver- 
fahren, welches der vorhergehende Satz an die Hand giebt, und 
weiches sehr schnell au dem gesuchten Werte von (-1 
führt, ist folgendes: 

1) Ist a gröfser als c, so setze man an Stelle von a den Rest 
der Division von a durch c. Mithin liann man immer annehmen, 
dafs a kleiner als c sei. In der That sieht man sofort, dafs 

{mc -\- r) ^ bei der Division durch c denselben Rest liifst wie « ^ . 

2) Wenn die so reducierte Zahl a eine PrimKahl ist, :^o 
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verwandelt sich der Ausdruck (— ) unserm Satze zufolge entweder in (— ) 
oder in — ( — 1 , und zwar Isarm dieser letztere Fall nur eintreten, 
wenn a und c alle beide von der Form 4w -j- 3 sind. Da aber c> a 
ist, so kann man an Stelle von c den Kest der Division von c dureli a 
setzen. Ist dieser liest c, so hat man also ( -] = ( — 1. Somit ist 
die Untersuchung des Wertes von f — 1 zuröckgeföhrt auf dieje]iige 
des Ausdruckes (— ), welcher aus kleineren Zahlen besteht. Die 
fernere Erraittlnng des Wertes geschieht daher teils nach dem, was 
wir bereits erwähnt haben, teils nach dem, was wir noch hinzufügen 
werden. 

3) Ist a keine Primzahl, so zerlege man dieselbe in ihre 
Primfaktoren ci, ß, y, ..., unter denen auch 2 entlialten sein kann. 
Dann ist (-^) gleich dem Produkte (-^) (-^) (-^) ■ ■ • Von den Fak- 
toren a, ß, y, . . . lasse man diejenigen weg, welche Qua,drate sind, 
da allgemein (- - j = ( — I (— ) = + 1 ist. Ferner beachte man, dafs 
nach No. 150 f — j = -}- 1, sobald c die Form 8w -{■- 1, und ( j = — 1 
ist, sobald c die Form 8m + 3 besitzt. 

Mit Hülfe dieser Vorschriften und Umkehrungen, wie sie durch 
den Satz des vorhergehenden Paragraphen gegeben sind, findet man 
baJd den Wert des gegebeneu Ausdrucks (--]- Die Rechnung, die 
derjenigen ziemlich ähnlich ist, mittelst welcher msiu den grÖfsten 
gemeinschaftlichen Teiler zweier Zahlen sucht, ist nahezu ebenso leicht 
und einfach wie diese. 

184. 
Beispiel 1. 

Um den Wert des Ausdnicks (tttt^) ^^i erhalten, bemerken wir, 
dafs diese beiden Zahlen Primzahlen sind. Unserm Satze zufolge 
erhalten wir also: 

/ üül_ \ __ / 101.1 \ 
l loiäV ~ l coi V ■ 

Die Division von 1013 durch 601 giebt 412 als R*st, und da 412 
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das Produkt aus 4 und 103 ist, so kann man den quadratischen 
Faktor 4 weglassen. Dies giebt: 



/ mi_\ ^ /■_103_\ 
V io'ia/ Isoi/ ' 



Da aber 103 ebenfalls eine Primzahl ist, so hat man nach unserm 



und wenn man 601 dmch 103 dividiert und nur den Rest beibehält: 



11013/ 



Demnacli ist 1013 kein Teiler von x^ + 601. 

Um dieselbe Ermittlung des Wertes auf dem gewöhnlichen Wege 
auszuführen, liätte man 601. auf die Potenz 506 erheben müssen, 
indem man die Vielfachen von 1013, so oft sie vorkommen, weg- 
läfst. Die Zahl 506 ist aber im dyadischen Zahlsystem*) ausge- 
drückt 111111010 d. h. in andern Worten 506 ist die Summe 
der Potenzen von. 2, deren Exponenten 8, 7, 6, 5, 4, 3, 1 sind. 
Um die Potenzen von 601, welche diese Potenzen von 2 zu Expo- 
nenten haben, zu bilden, mufs man acht Multiplikationen oder Er- 
hebungen zum Quadrat ausführen; darauf bedarf es, um die verschie- 
denen Potenzen von 601, deren Exponenten 2^ 2\ 2% 2^, 2*, 2\ 2'- 
sind, mit einiwider zu multiplicieren, noch weiterer sechs Multiplika 
tionen, so dafs man, um zum schlief suchen Resultat zu kommen, 
vierzehn Multiplikationen und ebenso viele Divisionen durch 1013 
nötig hat. Im Übrigen sind behufs besserer Vergleichung der beiden 
Methoden die Einzelheiten der Rechnung folgende vrobei nur die 
Reste der Divi lonen 1 i h 1013 hingest blieben nl 



*) Ell seh kurze? Verfalireii e dp et'ÄT, grols ilil in jal h n 7a 
System luazu In clceu t folgendes Ist z B 1 « Zald 11183446 negöben von de 
m Beisj el 3 d e Rede ae n wud so d v d e e maa d ese Zahl d rch b4 1 ps 
gebt den teet 21 nl den Q ot enten 174741 d eeer du h 64 gete It gebt 
den Rest 21 nd len Q otienten 2730 enll ol g ebt =»730 du ch 64 get ilt 1 n 
Heat 4" nl le Quoienten i" Kna IrücU a h aler 1 m dy 1 s lieu Zahl 
System dut b lul 1 und 42 durch luifHO a th n w d d e gegebene Za 1 

du h 101 im 1010 101 1 1 ge ck 

V ne k e "\ p t 
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jrh ergeh enden Safc/.e 





(601)» —573 




(601)' —(673)"— 117 




(601)" —(117)'— 620 




(601)'« =(520)"-- 71 




(601)'" — (71)» — — 24 




(601)" — (24)" — - 437 




(601)'" - (437)' _ 525 




(601)'" - (526)" - 89 


(601)" 


'— 89 X 526= 127 


(601)" 


'— 137 X - 437 — + 216 


(601)" 


'=4-216x— 24— — 119 


(601)'» 


' - - 119 X -^ 71 — 346 


(601)» 


' — 345 X 52Ü - 99 


(60I)»»' 


'= 99 X 673 - — 1. 


Demuacli ist iu der Tliatr 



165. 
Beispiel 2. 
Man soll den Wert von (-nöä ) finden. 
Dazu zerlege mau 402 in seine drei Faktoren 2 . 



erhält man: 




\ 92y / V 9-29 / V ^29 1 
Nmi ist aber: 


\929/- 


(*-)-! 




(i) = m -{!)-" 


1 


\ 929 / \ 67 / \ 67 / 


-0 = ~^- 


Das Produkt dieser drei Eösoltate ist + 


\\ mithin ist: 


l 929 / ^ ■^■ 




Es ist demnach 929 ein Teiler von ^ -\-_ 


402m^ odc!; von x^ ± 402. 
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Wir nehmen noch eine sehr grofse Primzahl z.B. 22 366 891 
und Untersachen, ob diese Zahl ein Teiler von x^ + 1459 ist. 

Dazu mufs man den Wert von I -— -j wissea. Da luiii 1.459 

gleichfalls eine Primzahl von der Form 4« + 3 ist, so ist dieser 
Wert: 

\ 1450 / "^ VU59/ ~ l 431 / \i%ll ~ ' 

(weil 196 eine Quadratzahl ist). Demnach ist der gesuchte Wert 
gleich — 1. Es ist daher 22 360 891 ein Teiler von x^ + 1459. 

Dies hatte man auf dem gewöhnlichen Wege nur durch Aus- 
führung von 34 Multiplikationen und ebenso vieler, wegen des Divi- 
sors 22366 891 sehr mühsamer Divisionen finden, können. 

187. 
Nachdem man nun die Gewifsheit erlangt hat, dafs die Primzahl 
c ein Teiler von x^ -{- a ist, hat man noch den Wert von x zu 
bestimmen, welcher die Division ausführbar macht. Dies 
kann in einigen allgemeinen Fällen, die wir anfuhren wollen, 
a priori geschehen. 

1) Ist c = 4(i-|-3, so ist die Bedingung der Möglichkeit der 
Division, dafs {—af"+^ — 1 durchc teilbar sei. Mitliiu istn^''+^+(i 
durch c teilbar. Nimmt mau also x = cC+i oder gleich. dem ßeste, 
welchen «"+' bei der Division durch c läfst, so ist man sicher, dai's 
— — ; — eine ganze Zahl ist. Dieser erste sehr allgemeine Fall 
umfafst bereits die Hälfte aller möglichen Fälle. Es bleibt 
daher nur noch der Fall c = in -]- \, welcher die beiden Formen 
ün + 1 '■ii"i 8" + 5 einschliefst, zu nutersuchen übrig. 

2) Ist c = 8n + 5, so erfordert die Bedingung der Möglichkeit, 
dafs fli*"+^ — 1 durch c teilbar sei. Diese Grofse ist aber das Pro- 
dukt der beiden Faktoi'en ffl^"+' + 1 und «*"+! — 1; somit mufs einer 
dieser Faktoren durch c teilbar sein. Ist der Faktor (1^"+^ + 1 durch 
c teilbar, so setze man x == «"+', wodurch —^ — = e wird. Ist 
aber der andere Faktor durch c teilbar, so setze man ebenso ■S)'=«""^"^-, 
dann ist — -= e. In diesem letzteren .[«'alle hat man also imr 
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1; 7, Aüwtndiiiig des voi-lioi-geb enden Sataüs. 247 

noeb der Gleichung = e zu genügen. Nun kaan man, <ia c 

von der Form im -\- 1 ist, immer c ^ /'^ -j" 3^ setzen. Sucht man 
sodann die unbestimmten p und q, welche der Gleichung 

& = fp-\-gq 
genügen, so folgt daraus: 

x^fq — gp. 
Denn hieraus ergiebt sich: 

x' + SI^=. {f + f) (p» + f). 
Demnach ist x^ ~\- &'', und folglich x^ -\- a teilbar durch c. 

3) Der letzte zu betrachtende Fall ist c = 8w + 1. Als- 
dann aber kann man der Gleichung — — — = e nicht immer auf eine 
direkte Weise und ohne Probieren Genüge leisten. Ist n ^ aß, wo 
ß eine ungerade Zahl und k eine Potenz von 2 ist, so kann es, da 
die Bedingung der Möglichlieit erfordert, dafs a^"l^ — 1 durch c teil- 
bar sei, vorkommen, dafs sich (W* + 1 durch c teilen läfst, und als- 
dann findet man, da ß ungerade ist, den Wert von x gerade so, wie 
man ihn im Falle c = 8ji + 5 gefunden hatte. 

Ist a'' + 1 nicht durch c teilbar, so findet man keine 
Lösung a priori. Man mnfs demnach, wenn man die Gleichung 

— = e autlösen will, die verschiedenen Glieder der Reibe c — a, 

2c — a, de — a, 4c — a, . . . berechnen, bis man eines findet, das 
ein vollkommenes Quadrat ist und den. Wert von x' giebt. Übrigens 
enthält diese Reihe notwendig das gesuchte Quadrat, und zwar mufs 
dieses kleiner als -^-e^ sein, so dafs die An/.ahl der zu berechnenden 
Glieder — c nicht übersteigen kann. 

Ist z. B. die Gleichung 



64i 
gegeben, deren Möglichkeit durch die Bedingung ( ..4, ) = 1 bereits 
festgestellt ist, so mufs man die verschiedenen Glieder der arith- 
metischen Progression, deren allgemeines Glied 641 r, — '229 ist, 
bilden. Diese Progression ist: 

412, 1053, 1694, 2335, . . . 
Indessen mufs man dieselbe bis zum 94*™ Gliede fortsetzen, ehe man 
das Quadrat 60025, dessen Wurzel x ^ 245 ist, findet. Allerdings 
kann man viele Glieder unbeachtet lassen, wenn man vorhersieht, 
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daJs die Endziffer derselben keine von denen ist, die den Quadrat- 
zahlen eigen*) sind. Jedoch bleibt die Arbeit auf diesem Wege immer 
noch ziemlich langwierig, wenn die gesuchte Zahl x nicht viel kleiner 
als -^c ist, 

188. 
Um diese BeatimmuBg weniger mühsam zu machen, 
kann man sich auf Eigenschaften der Teiler stützen, die 
wir spater beweisen werden. Diesen Eigenschaften zufolge ist 
jeder Teiler der Foiiuel f -\- a\^ selbst von der Form "^ + a^, oder 
er nimmt wenigstens diese Form an, wenn man ihn mit einer 

Zahl j), die kleiner als "^y— ist, maltipliciert. Nimmt man au, 
dala man j3c = /*' + a(f gefunden habe, so bestimme mau % ans der 
Gleichung : 

Dann wird der Wert von x derart sein, dafs a;^ + ^ durch c teilbar ist. 
So erkemit man in dem vorigen Beispiel bald, dafs die Zahl 641 
nicht von der Form f^ -\- 229(?^ ist; sie wird es aber, nachdem man 
sie mit 14 multipliciert hat; denn es ist: 

641 X 14 = 8974 = 57^ + 239 . 51 
Setzt mau ako 57 ^ 5a; -]- 641«/ so findet man % = — 245 Dieses 
"V nnvrVh n bd 

wmi w h DTngnmh 

h Im4+a duM k 

m P d 1 mf + h 

D + + 
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g 8. Methoä,;, um x so ku lieatinimen , daCö x^ + a n. a. w. 249 

§ 8. 

Metliode, um x so zii bestimitien, dal's x^ -]- a durch eine beliebige 
zusammengesetzte Zabl JV" teilbar sei. 

189. 

Ist c eine Primzahl iiiil! a irgend eine durch c nicht teilbare 

Zalilj und will maji den Wert von x wissen, für welchen ay' -\- a durch 

c"' teilbar ist, so suche man zunächst nach dem Vorhergehenden 

den Wert von &, für welchen S-^ -\- a durch c teilbar ist, nnd setze 



Diiuii ist ebenso: 

und diis Produkt beider <jieichungeu giebt: 

Demnach ist p'' -\- aq^ durch C" teilbar. In diesem Resultat sind q 
nnd c prim zu einander. Mau kann daher 

p ^qx-j- G"y 
setzen, und os wird x^ -\- a durch c"' teilbar sein, was verlangt wurde. 
"Wir haben aocbeu vorausgesetzt, dal's q nicht durch c teilbar ist. 
Denn wäre dies der Fall, so würde p zufolge der Gleichung 

deren linke Seite durch t"' teilbar ist, ebenfalls durch c teilbar sein. 
Es ist aber: 

p_^«. p--^--.tf"' ^«H i.aTsTi """^ '^ ' 

und da -d^' -\- a durch c teilbar ist, so kann mau — fl-^ + Ac für (t 
setzen, wodurch p von der Foi'm wird: 

„ _ ,., (i + "*=J) + 2(i:q) (^^5»rJä + ...) + ii,, 

oder; 

Nun ist aber .S- nicht durch c teilbar, demnach kann auch nicht j) 
und somit auch nicht q durch c teUbar sein. 

Ist die Zahl a durch e teilbar, so ist die Gröfse x^ -\- a eben- 
falls durch c teilbar, wenn man cü = oder gleich einem Vielfachen 
von c setzt. Es ist jedoch häufig unmöglich, dafs x^ -\- a durch c* 
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250 Zweiter Uau^Jitcil. 

oder durch eine höhere Potenz von c teilbar sei. Ist z. B, a durch c, 
aber nicht durch (? teilbar, so ist offenbar :^ -\- Oi niemals durch & 
teilbar. 

190. 
Es ist nun leicht, den Wert von x, falls dies überhaupt mög- 
lich ist, zu finden, für welchen s^ •\- a durch irgond eine zti- 
sammenge setzte Zahl JV" teilbar ist. 

1) Sind .^ und a relative Primzahlen, so zerlege man S 
in seine ungeraden Primfaktoren a'-ßf'y* . . . und suche nach der vor- 
stehenden Methode die Zahlen Ä, B, C, . . ., für welche die Gröfsen 

A^a U' + a C + a 

«^ ' ß." ' / ' 

ganze Zableu werden. Sodann hat man den unbestimmten Gleichungen 

x^Ä-\-ahj=^±B + ßf'S == + C + f'ti = ■ ■ • 
zu genügen, und man sieht leicht, dafs, wenn x'^ -{- a durch jeden 
der Faktoren «■', (3", y'', . . . teilbar ist, es auch durch ihr Produkt 
a^ß/'y" , , , teilbar ist. 

2) Sind die Zahlen N und a nicht prim zu einander, so 
sei i/f^ta ihr gröfster gemeinschaftlicher Teiler, wobei i/^^ das grÖfste 
in f^m aufgehende Quadrat ist, und somit ra nur noch einfache Fak- 
toren besitzen kann. Alsdann hat man zu setzen: 

J^=ip^i)}N', a ^ ijt^ioa', X = ipGix . 

Dadurch gebt die aufzulösende Gleichung —■if^-^^'i über in: 

In dieser niüaseu ro uud JV' zu einander prim sein; denn wenn sie 
einen gemeinschaftlichen Teiler w hätten, so mfifste auch a durch st 
teilbar sein (da sonst die aufzulöaende Gleichung unmöglich wäre). 
Mithin würde', eni^egen unserer Annahme, ra^^ nicht der gröfste ge- 
meinsame Teiler von a und N sein. 

Da (o und JV' prim zu einander sind, so kann man zwei ganze 
Zahlen f und g von der Beschaffenheit finden, dafs /'co — t/l^' = 1 isl. 
Multipliciert man also die Gleichung ■"-^'— = ^ mit /' und setzt 
gN' -|- 1 an die Stolle von fa, so gebt diese Gleielumg über in: 

Mithin ist die Aufgabe auf den vorigen Kall zurückgeführt, in 
welchem N und o au einander prim sind. 
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191. 
Wenn die Zahl N aufser den in den vorhergehenden beiden Fillloii 
betrachteten ungeraden Faktoren c:^, ß'', f , ... noch den Faktor 2'" 
enthält, so mufs man öie für jeden ungeraden Faktor gefundenen 
Werte mit demjenigen verbinden, welcher aua der Gleiehimg 

2'" ' 

mit der wir uns sogleich beschäftigen werden, hervorgeht. 

Ist a durch 4 oder durch eine höhere Potenz von 2 z. B. durch 2^' 
oder 2*'+^ teilbar, so mufs man x ^ 2'ai' setzen. Dadurch wird die 
Aufgabe unmittelbar auf den Fall zurückgeführt, wo « ungerade oder 
das Doppelte einer ungeraden Zahl ist. 

Ist « das Doppelte einer ungeraden Zahl, so ist ersichtlich, dafs 
die Gleichung a;^ + ct =^ 2"'j/ nur in dem einen Falle m = 1 auf- 
lösbar ist, so dafs wir von diesem Falle absehen können. 

Ist demnach a ungerade und m > 1, so mufs x nngerade sein, 
und da alsdann 3? von der Form 8w + 1 ist, so erhält man je nach 
den verschiedenen Formen von « = + '^ ^'^^ entsprechenden Formen 
von a:^ + c wie folgt: 

c =^ 8n + 1 1 a;^ + c = 8n -{- 2 , '^ — c = 8» 
c = 8«. + 3, a;^ + c== SnH-4, a:^ — c = 8« + 6 
c = 8ra + ö, x^ -^ c = %n -\- %, ^ — c = 8« + 4 
c = 8»»+7, x^-\-c = %n , a;^ — c = 8)i + 2. 

Scheidet man demnach die Fälle aus, welche nicht gestatten, 
dafs a;^ + c durch eine höhere Potenz von 2 als die erste teilbar ist, 
so sind die übrigbleibenden Fälle die folgenden vier: 
c = 8» + 1 , a^^ — c = 8k 
c = 8m + 3 , a;^ + c = 8w + 4 
c = 8n + 5 , a:' — c = 8» + 4 
c = 8k+7 , a;^-fc = 8t(. 
Der zweite und dritte Fall sind nur für den einen Wert m = 2 auf- 
lösbar, und zwar' ist dann die Lösung einfach a; === 1. 

Die beiden andern Fälle, in denen a =; — \ -\^%tt ist, sind für 
beliebige Werte des Exponenten m auflösbar, und kann man zur 
Lösung leicht durch aufeinanderfolgende Substitutionen gelangen. Ist 
z, B. die zum vierten Falle gehurige Gleichitng 
a:*+ 15 

gegeben, und setzt man x^\, so bat mau x^ -\- !5 =^ 2', Ist also; 
s _ 1 + 'i'x, 
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252 Zweiter llaupUeü, 

SO ergiebt sich durch Sabetitution die Gleichung: 

1 + a:' + 2^a;'^ = 2hj. 
Dieymlha zeigt, divTs 1 -f- ^' durch 4 teilbiir aüin muls. Setzi man alao 

a^' = - 1 4- 4:x\ 
so erhält man: 

16 " ~ '^" 
l'olgHch: a:" = 7, a;' = 27, a; = 217. 

Sobald man eine specielle Lösung x = & kennt, so erhält man 
daraus die allgemeine Lösung 3;^2"'~^a;' +■9', welche der gegebenen 
Gleichung x^ -^ a= 2'^y genügt, weil m > 1 ist. Dieser Wert mufs 
sodann mit denjenigen verbunden werden, welche ausdrücken, dafs 
a;^ + a durch die verschiedenen ungeraden Fabtoren von N teilbai" ist. 

Wir haben jetzt zu untersuchen, wieviele Lösungen die Glei- 
chung ™~- = e haben kann. Jedoch beschränken wir uns 
hierbei auf die FällOj wo JYeino iingerado Zahl oder das Dop- 
pelte einer ungeraden Zahl ist. 



Ist N ungerade und prini zu a, so ist die A]izahl der 
Lösungen der Gleichung 

x ' + tt _ ,, 
iY 
gleich 2'~^, wo i die Anzahl der verschiedenen in N auf- 
gehenden Primfaktoreu ist. 

Ist zuerst N=a^, wo « eine Priuizahl ist, so behaupte ich, 
dafs es nur eine Weise giebt, der Gleichung — jT- = e zu genügen. 
Denn gäbe es zwei Lösungen, welche durch x und af bezeichnet seien, 
BO müfate x^ — x'" durch a^ teilbar sein, und da keiner der Faktoren 
X -\- x', X — x' durch «^ teilbar ist, weil x und x' als ungleich und 
kleiner als -^a} vorausgesetzt sind, so müssen diese Faktoren x-\-x', 
X — x' alle beide durch a teilbar sein. Mithin würde auch ihre 
Summe 2x durch o; teilbar sein. Ist aber x durch « teilbar, so 
müfste der Gleichung — -r— = c zufolge auch a durch a teilbar 
sein. Da nun a und N prim zu einander sind, so kann die Gleichung 
— 1 - = e Hör eine Lösung haben, die kleiner als -^a'- ist. 

Ist zweitens N'^a^ß" und sind A \m& B die Werte von x, 
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welche den Gleicliungen r — = e, — — - — = e genügen, und kom- 



binierb man femer nach No, 13 die beiden Werte x = A -\- a'-y und 
y = ^B -^ ßi^s mit einander, so ist klar, dafs man wegen des clop- 
pelteE Zeichens + zwei Werte von a; von der Form 

cc = /f + a'-ß"x' = K-\-Nx' 
erhält, von denen jeder dadurch, dafs man für x' den passenden Wert 
nimmt, Ideiner gemacht werden kann als -5^ JV". Mithin hat im Falle 
zweier ungleichen Faktoren « und ß die gegebene Gleichung zwei 
Lösungen. 

Giebt es einen dritten Faktor y", so mufs man den gefun- 
denen Wert X = K -\- ci.^ ß^' x mit einer dritten Formel x = ■^C-\-y''s 
kombinieren, und es ist klar, dafs man vier Lösungen von der Form 
K' + ^ß^y'x oder "K! + Jfa:" erhält, welche kleiner gemacht werden 
können als -5-JV. 

Überhaupt verdoppelt jeder neue Faktor die Anzahl der durch 
die vorhergehenden Faktoren erhaltenen Lösungen. Demnach erhält 
man 2'""^ Lösungen, wenn i die Anzahl der Faktoren «', /5", /, ..., 
aus denen Jf zusammengesetzt ist, bezeichnet. 

Bemerkung. Ist 'N das Doppelte einer ungeraden Zahl, so hat 
die Gleichung - — S — - = e ebenfalls 2'~^ Lösungen. Denn ist ■& ein 
Wert von x, för welchen x^ -\- a durch ---^ teilbar ist, so wird 
^ -^^ a für diesen Wert oder wenigstens für den Wert ■- jV — dui^ch 
Jf teilbar sein. 

193. 

Ist JV eine ungerade Zahl oder das Doppelte einer sol- 
chen und haben die beiden Zahlen JV' und a einen gemein- 
schaftlichen Teiler (a, welcher durch keine Quadrataahl teil- 
bar ist, so besitzt die Gleichung 

stets 2'~' Lösungen, wenn i die Anzahl der ungeraden und 
ungleichen I'rimfaktoren ist, welche in ff aber nicht in a 
aufgehen. 

Ist nämlich: 

JV"= oiV"', a = cj«', X = a>x , 
so gellt die gegebene Gleichung über in: 
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Da nun m und N' Iteineii gemeinsamen Tf?üer ha.beu, so kann inau 

fa,-!lS'-l 
setzen. Dies ergiebV. die reducierte Gleieliimgi 

Nun besitzt diese, da JV' und fa' prim zu einander sind, soviel Lo- 
sungen, als in 2'~' Einbeiteu enthalten sind, wobei i die Anzahl der 
ungeraden und ungleichen in N' aufgehenden Primi aliitoren he?.eiclinet, 
und setzt man allgemein: 

x' = & -{- N'x'\ 
so erhält man: 

X == a» + cai^'x" = ra* + Nx". 

Demnach giebt es eben so viele Werte von x, die kleiner als - JV sind, 
als es Werte von x giebt, die kleiner als —N' sind; mithin ist 
die Anzahl dieser Werte gleich 2"-^. 

194. 
Wenn die Zahl N, welche ungerade oder das Doppelte 
einer ungeraden Zahl ist, mit a einen beliebigen gemein- 
schaftlichen Teiler hat, und dieser Teiler durch aip^ dar- 
gestellt wird, so dafs ^= ip^taN' ist, wo o durch kein Qua- 
drat mehr teilbar sein soll, so besitzt die Gleichung 

ebenso viele Lösungen, als »/f . 2'~^ Einheiten besitzt, wobei 
i die Anzahl der ungeraden und ungleichen, in N' auf- 
gehenden Primfaktoren bezeichnet. 
In diesem Falle ist nämlich: 

a =' i^'^md, X = tlfiox', 
und die aufzulösende Gleichung geht über in: 



Dieselbe ergiebt, wii' wir in der vorigen Nummer gesehen haben, 

2'"' Werte von x', welche kleiner als ■- N' sind. Ist daher allgemein: 

X ='&■ + N'x", 
so erhält man: 

X = il,a)& -\- ipaN'x". 

Da es nun a.usreicht, wenn die Werte von x kleiner oder nicht gröfser 
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§ 9, Auflööving dev Gleichungeu (-] = 1, (^] = — 1. är;") 

als öJV"^ -tji'^taN' siud, so kann man offenbar x" die aufeinander- 
folgenden Werte 0, + 1, + 2, . . . bis + "^ (* — 1) geben. Die An- 
zahl dieser Werte ist augenscheinlich gleich ^. Demnach liefert 
jeder Wert von x , welcher Heiner als - ■-^' ^^*! ''^ Werte von x, 
welche kleiner sind als ■--^- Mithin ist die ÄUKiihl aller Werte von 
X gleich ip . 2''^^ 

Bemerkung. Diese Formel ist auch für den Fall i = richtig, 
d. h. wenn die Zahl N oder wenigstens die Hälfte derselben ein 
Teiler von a ist. Alsdann redueiert sie sich auf -^fi ^^^^ mnis 
jedoch den in -~ip enthaltenen Bruch als gana rechnen, so dafs, wenn 
ip = 2h -]- 1 ist, man 7i -|- 1 für „ i^i zu nehmen hat. 

§ 9. 
Auflösung der symbolischen Gleichungen y) = l, (-^) = — 1, In 
denen c eine Primzahl ist, 
195. 
Es sei c irgend eine Primzahl, und es sei die Aufgabe ge- 
stellt, alle Werte vün X au finden, welche der Gleichung 

genügen. 

Wie leicht zu sehen, kann man x = y'^ setzen, wo y irgend 
eine durch c nicht teilbare Zahl ist. Demnach werden die verschie- 
denen Werte von x sein: 

1 4 9 16 bis {-"—-)' einaehliefslich. 

D ese We-te können samtl 1 mtei herabgedrückt werden, wenn 
man lav n die n ihnen enthalte en Vielfachen von c subtrahiert, 
n 1 1 \n 1 1 t e man el i -- - . Sie kann nicht grofser 
e n la d rE"^j.o e t vo nu — ist; sie kann aber auch nicht 
1 le e sc n la venu d e 1 e len adrate m% n^, von denen jedes 

kle ne al ( — ) t den Ibe Re t oder denselben Wert von x 

er 1 — 1 I t 11 n müfste. Dies kann jedoch 
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256 Zweitem Haiipttäil. 

aicht der Fall sein, da m -{- n und m — n alle beide kleiner als c 
sind. Wir kenneD also die - - Lösungen der Gleieliuag (~1 = 1, 
wenn diese Lösungen zwischen und e liegen. Da es sich jedoch 
nur um iingeradzahlige Losungen handelt, so wird man von den 
Werten von X die ungeraden Zahlen beibehalten und zu den geraden 
Zahlen c addieren, was ebenfalls — r — ungeradzahlige, zwischen 1 

und 2c ^1 enthaltene Lösungen ergieht. 

Um nnmittoibar zu diesen Lösungen zn gelangen, bilde 
man mit Hülfe der Differenzen die Reihe der ungeraden Quadrate, wie 
im Folgenden: 

Differenzen; 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56 
Quadrate; 1, 9, 25, 49, 81, 121, 169, 225, ... , 
und ziehe sowohl bei den Differenzen wie bei den Quadraten die Viel- 
fachen von Sc ab, so oft sie vorkommen, so wird die Eeihe der Qua- 
drate oder vielmehr die Reihe ihrer Reste, bis zu — - — Gliedern 
fortgesetzt, alle Lösungen der Gleichung I — j ^ 1 enthalten, welche 
ungerade, positiv und kleiner als 2c sind. Darauf kann man diese 
Losungen um irgend ein Vielfaches von 2c vermehren; dies giebt 
X == 2cs -|- ^, wo h — - — verschiedene Werte hat. 

Wenn man auf diese Weise alle Lösungen der Gleichung ( ' ) = 1 
kennt, so findet man auch, indem man diese ausscheidet, sämtliche 
Lösungen der Gleichung ( — \ = — 1. Denn diejenigen Zahlen, welche 
kleiner als 2c und nicht unter den Lösungen der Gleichung f '^j = 1 
enthalten sind, genügen notwendig der Gleichung (—1 = — 1. Die 
Anzahl dieser letzteren ist ebenfalls -— „ — ; denn da die Anzaiil der 
GHeder der Progression 1, 3, 5, 7, ... 2c — 1 gleich e ist, so bleiben, 
wenn man das Glied c, welches weder der einen noch der andern 
von diesen Gleichungen genügt, ausschliefst, c ^ 1 Glieder übrig, von 
denen die eine Hälfte der Gleichung ( — j = 1, die andere Hälfte der 
Gleichung (— j = — 1 genügt. Es braucht wohl nicht erst hinzu- 
gefügt zu werden, dafs man die Lösungen dieser letzteren Gleiclning 
ebenfalls nm irgend ein Vielfaches von 2 c vermeliren kann. 
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g 9. Anütiaung dev Gleichangeu ( ) ^= 'i (4) '— — ' ^- 2ül7 

19G. 
Beispiel 1. 

Ist <; = 41 , so bilde man mit Hülfe der Differenzen die Reihe 
der ungeraden Quadrate, und 7,iehe sowohl von den Differenzen wie 
Yon den Quadraten die Vielfachen von 82, so oft solche vorkommen, 
ab. Die Rechnung ist folgende: 

Differenzen: 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 12, 

Quadrate: 1, 9, 25, 49, 81, 121 = 39, Sl = 5, 61, 125 = 43, 
Differenzen: 80, 88 = 6, 14, 22, 30, 38, 46, 

Quadrate: 115 = 33, 113 = 31, 37, 51, 73, 1.03 = 21, 59, 
Differenzen: 54, 62, 70, 78, 86 = 4 

Quadrate: 105 = 23, 77, 139 = 57, 127 = 45, 123 = 41 = c. 
Die zwanzig ersten Glieder geben, nach ihrer Gröfse geordnet, die 
folgende Formel, welche alle Lösungen der Gleichung (-r-r) '^ ^ 
enthält : 

I 1, 5, 9, 21, 23, 25, 31, 33, 37, 39, 
x = 82ß^ \81, 77, 73, 61, 59, 57, 51, 49, 45, 43. 
Man beachte, dafs die zwanzig Zahlwerte, welche hinter 82s stehen, 
und die eigentlich die Losungen der gegebenen Gleichung sind, derart 
sind, dafa jeder Wert von h zusammen mit seinem Komple- 
ment 2c ~~h vorkommt, so dala beide zusammen beständig 2c er- 
geben. Dies ist allgemein immer dann der Fall, wenn die 
Zahl c von der Form im -\- 1 ist; denn ist ö^™— 1 durch c teil- 
bar, so ist offenbar (2c — bf'" — 1 ebenfalls durch c teilbar. Mithin 
kommt alsdann die Lösung oder Wurzel h stets mit der Wurzel 
2c — b zusammen vor. Dies würde aber nicht stattfinden, 
wenn c von der Form 4m -|- 3 wäre; vielmehr sieht man, dals, 
wenn b der Gleichung (—) = 1 genügt, sein Komplement 2c — b der 
Gleichung ( '''^ ) = - ■ 1 Genüge leistet. 

197. 



Ist c = 59, 2c = 118, so verfahre man folgendermafsen: 
Differenzen: 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72, 
Quadrate: 1, 9, 25, 49, 81, 121 --3, 51, 107, 171 =53, 



17 
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258 Zweiter Kauptteil, 

Diffcrenzeir. 80, 88, 96, 104, 112, 120~2, 10, 

Quadrate: 125 — 7, 87, 176—57, 153—35, 139—21, 133 — 16, 17, 
Differenzen: 18, 26, 34, 42, 50, 58, 66, 74, 82, 
Qnadrate; 27, 45, 71, 106, 147—29, 79, 137 — 19, 86, 169 — 41, 
Differenzen: 90, 98, 106, 114 

Qnadrale: 123 — 6, 95, 193 = 75, 181 — 63. 

Ordnet man wieder diese 29 Resultate nach der Gröfse, so erhält 
man die folgende Formel, welche sämtliche Lösungen der Gleichung 
(/^-) = 1 enthält: 

X = 118^ -I- 1, 3, 5, 7, 9; 15, 17, 19, 21, 25; 27, 29, 35, 41, 45 ; 
49, 51, 53, 57, 63; 71, 75, 79, 81, 85; 87, 95, 105, 107. 

Mithin sind die Losungen der Gleichung V^) = — 1 die folgenden: 

a; = 118s + 11, 13, 23, 31, 33; 37, 39, 43, 47, 55; 61, 65, 67, 69, 
73; 77, 83, 89, 91, 93; 97, 99, 101, 103, 109; 111, 
113, 115, 117. 



§ 10 
Ermitthmg der linearün Formen, welche den Teilern der Formel 
L^ + cit^ zukommen 
Wir werden zunächst den Fall uutemuchcn, wo c eine Prim- 
zahl ist, Für diesen ergeben sich zwei Hauptsatze; 

198. 

Satz. Ist c eine Primzahl 4m + 1 "^^^^ ■^ **!" beliebiger 
ungerader Teiler der Formel x? -\- c oder f -|- cu^, so ist 
(^) = 1, wenn A von der Form 4» + 1, und (~ ) = — 1, 
wenn A von der Form 4)i + 3 ist. 

Denn ist a eine Primzahl von der Form in -\- \ und jJ eine 
Primzahl von der Form 4n + 3, welche beide Teiler von x' -\- c 
sind, HO hat mau nach No. Iii4: 



{£)-' und (;)--i. 
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S 10. Lineare Formen der Teiler von t" + cm-. 259 

Hieraus folgt uadi dem Eeciprocitatsgesetz : 

Nun ist aber die Zahl A, falls sie von der Form 4-n -{- 1 ist, das 
Produkt einer beliebigen Anzahl von Faktoren a und einer geraden 
Anzahl von Faktoren ß; mithin ist in diesem Falle (—1 ^ -J- 1. 

Ist dagegen die Zahl A von der Form 4w 4" ^j ^<' entsteht sie durch 
Multiplikation einer beliebigen Anzahl von Faktoren a mit einer un- 
geraden Anzahl von Faktoren ß; mithin ist in diesem zweiten Falle 

Zusatz. Bezeichnet man also mit h eine der — - — ungeraden 
Zahlen, welche kleiner als 2c sind und der Gleichung ( — ) = 1 ge- 
nügen, so hat man A = 2cz -\- 6. Von den Zahlen b kann man die- 
jenigen, welche von der Form 4w-}-l sind, beibehalten und zu denen, 
welche von der Form in -\- 3 sind, 2c addieren. Dadurch erhält 
man - - - - Zahlen von der Form An -j- 1, welche kleiner sind als 4c. 
Ist a eine dieser Zahlen, so ist A = 4cs -f- «. Dies giebt — - — 
lineare Formen für die Teiler der ITormel t^ -\- cti^f welche von 
der Form 4w + 1 sind. 

Wenn man in gleicher Weise alle Lösungen der Gleichung 
{ — 1 = — 1 auf die Form in + 3 bringt, was dadurch geschieht, 
dafs man die Zahlen von der Form 4n + 3 beibehält und zu denen 
von der Form 4w -J- l Sc addiert, so erhält man — - — Zahlen von 
der Form 4m + 3, die kleiner sind als 4c. Ist o irgend eine dieser 
Zahlen, so ist der Ansdruck 4c2 4" a die allgemeine Form für die 
Teiler 4n + 3 der Formel ;^ -f cu\ 

8o sind z. B. die Teiler An -j- i. der Formel f -]- Alu'' in der 
Formel enthalten: 
^=164g + l, 5, 9, 21, 25; 33, 37, 45, 49, 57; 61, 73, 77, 81, 

105; 113, 121, 125, 133, 141, 
und die Teiler 4« -|- 3 derselben Formel sind enthalten in: 
A = 164« + 3, 7, 11, 15, 19; 27, 35, 47, 55, 63; 07, 71, 75, 79, 

95; 99, 111, 135, 147, 151. 
Durch Ausscheidung dieser ergeben sich die verschiedenen Formen, 
welche nicht in f + ilw' aufgehen und entweder von der Form 
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2Ö0 Zweitui' Uauptteil, 

4w 4- 1 oder von der Form 4k + 3 aind. überhaupt erkennt man 
leicht, dafa es stets ebensoviele Formen ffir die Nichtteiler 
wie für die Teiler giebt, und zwar ist ihre Anzahl gleich 
— 2 — sowohl bei der Form 4n -\- 1 wie bei der Form 4w + 3. 

Bemerkung. Jede in den linearen Formen der Teiler 
von f -\- cu^ enthaltene Primzahl ist notwendig ein Teiler 
von f -{- cu^. Denn ist A diese Primzahl, so hat man, falls sie von 
der Form 4w + 1 ist, (— ) = 1, mithin (--j-j ^ 1, folglich A ein 
Teiler von t^ -\- c«^. Ist aber A von der B'orm 4m + 3, so hat man 
( — I = — Ij mithin f-j-1 = — 1, folglich A ein Teiler von t^-\-cti^. 

Auf dieser Bemerkung beruht eine grofse Anzahl von 
Eigenschaften der Primzahlen. Denn da man für ein gegebenes 
c a priori alle linearen Formen 4c2 + ö, welche die Teiler der Formel 
t^ -\- cu^ annehmen können, bestimmen kann, und da man anderer- 
seits auch alle quadratischen Formen py'^ -{- 2qys -\- rz^, welche eben 
diesen Teilern zukommen, zu bestimmen imstande ist, so folgt daraus, 
dafs jede in einer der linearen Formen 

4cs + h 
enthaltene Primzahl von einer der quadratischen Formen 

•py^ + '^ays + rs^ 

sein muCs. Es ist dies ein äufserst fruchtbarer Satz, dessen 
nähere Entwicklung für die verschiedenen Werte der Primzahl c eine 
Menge interessanter Sätze über die Primzahlen liefert. 

Ist A eine zusammengesetzte Zahl, so genügt es nicht, dafa die- 
selbe in den Formen 4cs -|- i, welche den Teilern von t^ -\- cm* zu- 
kommen, enthalten sei; denn trotz dieser Bedingung könnte es vor- 
kommen, dafs A kein Teiler dieser Formel ist. Ist z, B. c ^ 41, so 
enthält die Form 164ä + 57 die Zahl 221 = 13.17, welche kein 
Teiler von t^ -\- 41m^ ist, da weder 13 noch 17 in (^ -|- 41 m^ aufgeht. 

199. 

Satz, ist c eine Primzahl von der Form 4b -|- 3 und A 
irgend ein ungerader Teiler der Formel (^ -j- nir, so hat man 
stets (^) = 1. 

Denn ist « eine Primzahl von der Form in -\- 1 und ß eiiie 
Primzahl von der Form 4m 4* 3, welche beide Teiler von f -\- eu" 
sind, so hat man: 
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§ 10. J.inearu l'ortiiüii der Ttjilor vou P + cw-- ^(51 

oder: 

(-:)-! ""•' ('p)--i- 

Folglieh uingekelirt : 

(«)_1 ™,I (f.)_L 
Mithin giebt jeder Teiler A, welcher daw Produkt von mehreren 
Primzahlen k und |3 ist, ( — ] = 1. 

Zusatz. Jeder ungerade Teiler der Formel f -{- cu^ läj'st 
sich darstellen ia der Fürni '2c2 -\- a, wo a eine der — - — 
ungeraden Zahlen ist, welche kleiner als 2c sind und der 
Gleichung ( — 1 = 1 genügen. 

So kann n. B., wenn c = 59 ist, jeder ungerade Teiler der Fornioi 
f -\- 59«.^ dargestellt werden durch die Formel: 

^= n8s+ 1, 3, 5, 7, 9; 15, 17, 19, 2!, 25; 27, 29, 35, 41, 45; 
49, 51, 53, 57, 63; 71, 75, 79, 81, 85; 87, 95, 105, 107. 

Ebenso wie im vorhergehenden Falle beweist man ferner, daCs jede 
in der linearen Form 2c2 + a enthaltene Primzahl notwendig 
ein Teiler von t^ -\- cu^ ist. 

Bemerkung. Man würde, was die Teiler der Formel t'' — cu^ 
anlangt, ebenso die folgenden Sätze finden: 

1) Ist c eine Primzahl von der Form in •{- 1 und Ä ein 
beliebiger ungerader Teiler der Formel (^ — Cti^, so hat man 
(^A^=.l. Mithin ist A immer von der Form 2cz + a, wo a 
eine der — r — Lösungen der Gleichung (—1 = 1 ist. um- 
gekehrt ist jede in den Formen 2cs~f-a enthaltene PriniKahl 
ein Teiler der Formel fi — ciiK 

2) Ist c eine Primzahl vou der Form 4« + 3 und A ein 
beliebiger ungerader Teiler der Formel t'^ — cu', so ist 
(^) = 1, falls A von der Form 4m -f 1, dagegen (-^-) = - 1, 
falls A von der Form 4k + 3 i^^- l^araus ergeben sich leicht 
die linearen Formen, welche dem Teiler A zukommen. Um- 
gekehrt ist jede in diesen Formen enthaltene Primzahl ein 
Teiler der Formel t^ ~ cu\ 
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200. 

Wir betrachten jetzt die Teiler der Formel f ~\- 2cu^, in 
wulcher c eine PrinjKahl ist. 

Ist zunächst 'c ^ in -\- \ und sind a, a', a", a" Prim- 
zahlen resp. von den Formen Sn+1, 8m + 3, 8w + 5, 8ra + 7, 
■welche sämtlich Teiler von t^ -\- 2cit^ sind, so hat man in diesen 
verschiedenen Fällen (No. 134): 



Zugleich aber ist (No. 150): 



. 1, 



- 1. 



ö-"'. (i-) = i- 



Folglich umgekehrt: 



(?) = 



■ 1, 



der beiden Formen 



Es sei jetzt Ä irgend eine Zahl vc 
8n +1, Sn -\- 3, und B eine Zahl von einer der beiden Formen 
8w + 5, 8n + 7. Alsdann entsteht A notwendig durch Multiplikation 
einer beliebigen Anzahl von Faktorep a, a mit einer geraden An- 
zahl von Faktoren a", a"', so dafs stets ( -) = ^ ist. Ebenso ent- 
steht die Zahl B durch Multiplikation einer beliebigen Anzahl von 
Faktoren a, a mit einer ungeraden Anzahl von Faktoren a", a", so 
dafa (— ] ^ — 1 ist. 

Ist zweitens c = 4ft -f- 3 und sind stets a, «',.-■ Primzahlen 
von den Formen 8«+ 1, 8w + 3,..., welche sämtlich Teiler von 
fi 4" 2fli(* sind, so erhält man, wie oben: 



-1, & 



. 1, 



= — 1, 



Demnach umgekehrt: 

Sind nun Ä und B zwei zusammengesetzte Zahlen, erstere von 
der Form 8w + 1 oder Sn + 7, letztere von der Form 8« -|- 3 oder 
8« + 5, so ist leicht zu sehen, dafs die Zahl A dm-eh Multiplikation 
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einer beliebigen Äiizuhl von Faktoren a, d" mit einer geraden Aü- 
zabl von Paktoven ä, a" entsteht, und demnacb stets (—1 = 1 ist. 
Was die Zabl B angeht, so kann dieselbe als Produkt aus einer 
Zahl A und einem der Faktoren d, d' betrachtet werden; es ist 

daher ( — j = ^ 1. 

Wir können daher folgende beiden Sätze aufstellen: 

I. Ist A ein beliebiger Teiler der Formel i'^ -\- 2cu^ von 
der Form 8n + 1 oder 874 + 3 und B ein Teiler derselben 
Formel von der Form 8« + 5 oder 8» + 7, so erhält man, 
wenn c eine Primzahl von der Form in ~\- 1 ist, stets 

II. Ist A ein Teiler der Formel f -\- 2cu^ von der Form 
8m + 1 oder 8» + 7 und B ein Teiler derselben Formel von 
der Form 8w + 3 oder 8« + 5, so erhält man, wenn c eine 
Primzahl von der Form in + 3 ist, stets [—) = 1 und 

(f)--i- 

201. 

Man ersieht hieraus, dafsmau a priori alle linearen Formen 
Scs> + ö, welchü den Teilern A wie den Teilern .B der Formel 
fi -f- 2cM^ zukommen, bestimmen kann, 

Ist z. B. c = 29, so sind die Lösungen der Gleichung ( - 1 = 1: 

Ä = 58^ + 1, ö, 7, 9, 13; 23, 25, 33, 35, 45; 49, 51, 53, 57. 
Bringt man diese Lösungen mit den Formen 8w -|- 1, 8w + 3 in 
Übereinstimmung, so erhält man alle Formen der Teiler der Formel 
t" -\- 58m^ von der Form 8)» + 1 und 8^^ -f~ 3, nämlich: 

A = 232^ + 1, 9, 25, 33, 35; 49, 51, 57, 59, 65; 67, 81, 83, 91, 
107; 115, 121, 123, 129, 139; 161, 169, 179, 
187, 209; 219, 225, 227. 

Ebenso findet man für dieselbe Formel sämtliche Teiler von der 
Form Sn -\- 5 und Sn + 7, nämlich: 

B = 232s + 15, 21, 31, 37, 39; 47, 55, 61, 69, 77; 79, 85, 95, 
101, 119; 127, 133, 135, 143, 157; 159, 189, 191, 
205, 213; 215, 221, 229. 
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264 Zweiter Hau[.itlc:il. 

Ist feraei- c = IL, so besitzt die Llieicbuiig y^A --■= 1 die 
LÖMuiigen: 

y: = :J22 + 1, 3, 5, Ö, Ib. 

Bringt man jede Lösimg auf die Formea 8m -j- 1 uud 8Ji + 7, so 
erhält man für die Formel fi + 22«^ alle Formen dor Teiler yoh 
der Form 8w + 1 und 8w + "?? nämlich; 

^=88s+ 1, 9, 15, ^3, 25; 31, 47, 49, 71, 81. 
Ebenso besitzt die Grleichung (^"^ j = — 1 die Lösungen: 

X =--= 22s + 7, 13, 17, 19, 21. 
Bringt man dieselben auf die Formen 8m + 3, 8n -\- 5, so erhält 
man für die Formel f -\- 22«^ sämtliche Formen der Teiler von der 
Form Sn + 3 und 8m -f- 5| nämlich: 

ij= 883 4-13, 19, 21, 29, 35; 43, 51, fil, 83, 85. 

202. 
Nachdem wir so die vcrschiedenon linearen Formen Sex -\- ''- 
welche den Teilern der Formel t" -\- 2 cm'' zukommen, bestimmt haben, 
können wir beweisen, dafs jede in diesen Formen enthaltene 
Primzahl notwendig ein Teiler von t^-^2c%t^ ist. Denn ist 
z. E. A Ton der Form 8n -j- 3 und t von der Form 4w + I, so 
hat man (No. 200); (— ) = 1, und daher (^] = 1. Femer ist wegen 
der Form der Zahl Ä: [-A = — 1, also (--j— ) = 1 ; mithin ist A 
eia Teiler von t'^ -j- 2cu^. Die andern Fälle werden in derselben 
Weise bewiesen. 

Bemerkung. Es ist wesentlich zu bemerken, dafs, mag die Zahl 
C beschaffen sein, wie sie will, ob Primzah! oder nicht, ob positiv 
oder negativ, die linearen Teiler der Formel t^ -j- cw' dieselben siod, 
mögen nun diese Teiler als Primzahlen vorausgesetzt werden, oder 
mögen sie beliebige zusammengeaetzte Zahlen sein. 

Betrachtet man nämlich unter den Teilern der Formel fi + cu^ 
nur diejenigen, welche prim zu c sind (und es ist unnötig, andere 
zvi betrachten, weil man weifs, dafs jeder Teiler von c in der B'ormel 
(S ^ ß^a aufgeht), und stellt man durch 2cs -{-h einen der betreifen- 
den linearen Teiler dar, so wird b prim au c sein, so dafs die Formel 
2cs -\-i notwendig Primzahlen und sogar in unendlicher Anzahl ent- 
hält (siehe weiter unten Hauptteil IV). Demnach ist die Form 
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g 1(1. Lineare Formen der Teiler von t' + cti^ 265 

2cs -j- ^ uniiit allen möglichen Formen der Primnalilen, welche Teiler 
der Forme! t''' -j- cu^ sind, enthalten. Man braucht daher nur alle 
linearen Formen der Primzahlen au snchen; dieselben werden absolut 
alle möglichen Formen sowohl der einfachen wie der zusammen- 
gesetzten Teiler enthalten. 

Diese Bemerkung kürzt die Rechnungen, welche erforder- 
lich sind, um die linearen Formen der Teiler der Formel fi ■{- ci^, 
wo c eine zusammengesetzte Zahl ist, a priori zu bestimmen, aufser- 
ordentlieh ab. Wir werden diese Methode auf einige allgemeine 
Fäile anwenden; sodann werden wir eine andere Methode angeben, 
die zwar weniger direkt ist, aber bedeutend schneller zum Ziele führt. 

2oa. 

Aufgabe. Ist c = aß, wo a und ß irgend welche Prim- 
zahlen aufser 2 sind, so verlangt man zu wissen, welche 
Form die Primzahl A besitzen müsse, damit Ä in der 
Formel f -\- aßu^ aufgehe. 

Allgemein mufs I j j = 1 sein. Um aber dieser Gleichung zu 
genügen, unterscheiden wir zwei Fälle, je nachdem A von der 
Form 4w + 1 oder von der Form 4m + 3 ist. 

1) Ist A eine Primzahl von der Form 4)( -|- 1, so ist die 
aufzulösende Gleichung: 

Derselben kann man nur iiul' zwei Arten genügen, niimlich einmal, 
indem man setzt: 

© = ^. (!) = '> 

das andre Mal, indem man setzt: 

In dem ersten Falle hat man nach dem Iteciprocitätsgesetz; 

Ist die erste Gleichung nach dem oben entwickelten Verfahren gelöst, 
und sind die Lösungen sämtlich auf die Form 4m -|- 1 gebracht, so 
hat man — -■— Werte von A von der Form 4k^ -f" '^'- Fbenso liefert 
die zweite Gleichung Werte von A von der Form 4(9s -j- ß'. 
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266 Zwüiter Ikiipttuil. 

Bringt miiii also Jude der Formeln iccä 4" t^' i" Überuinaiiiiumüig 
mit jeder der Formeln ißs + ß', so erhält mau iui Ijanzeii - - ■ — -■— 
Formeln von folgender Art: A = Aaß^ -j- y. 

Im zweiten Falle erhält man analog die Gieichnngen: 

Werden dieselben znerst jede für sich gelöst, nnd kombiniert man 
darnach ihre LÖsnngen mit einander, so ergeben sich ebenso 
— - — ■ ■ - — Formeln von der Form Ä = Aaßa -{- y. 

2) Ist A eine Primzahl von der Form An + 'd, m ist die 
Bedingung zu erfüllen: 

Man kann derselben mir auf Kwei Arten genügen; entweder indem 
man setzt; 

oder indem man setzt: 

Die zweite Art giebt dem Recijjrocitiitsgesetz zufolge (No. 160): 

Da diese Gleichungen stets mit einer der beiden Gleidumgon 

(t)- + '. (^)-~>. 

in denen c eine PrhozaH ist, übereinstimmen, so kann man leicht 
den Wert von A erhalten, welcher jeder von diesen Gleichungen 
genügt. Sodann giebt die Kombination der Wei'te — ^ — ■ ~ ; 
Lösungen, weiche sämtlich von der Form 4ßj3s -{- a sind. 
Die erste Art, der Aufgabe zu genügen, giebt: 

Hieraus zieht man ähnhche Folgernngon. Es giebt daher im Ganzen 
vier allgemeine Formeln 4«/5s + n, von denen jede ""^ ■ ^^ 
Werte für a enthält. 
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Sebzt man c = aßy voraus, wo a, ß, y drei ungleiche Prim- 
zalileu aufser 2 sind, so verfährt man, um die l^'ol'm der ver- 
schiedenen Primzahlen, welche Teiler der 6'ormel t^ -\- ai^ sind, au 
finden, in ähnlicher Weise. 

Ist A eine dieser Zahlen, so mnfs man allgemein haben; 



(=.*) = 1. 



Nehmen wir zunächst an, dafo A von dei 
diese Gleichung; 



md dieser kann man nur auf folgende viei 


: Arten Geniige leisten: 


1) ö-'. (l) = i. 


(i)-i^ 


^) fe) = i. (1) = -'. 


(i) = -i; 


ä) ©-"1. «) = i. 


(^ — u 


■^) (l)-'-i. (l) = -i 


• (i-) = i- 


Im ersten Falle erhält man nach dem Reciprocitätsgesetz: 


(^)='. (^')-i. 


(f) = '- 


Nun sind die Werte, welche diesen Gleichungen genügen, von dci 


b'orm : 




A=4a,^a', A = 4ß, + ß', 


Ä - iys + /, 



wobei ß' — ^ — Werte kleiner als 4«, ^ — - - Werte kleiner als 4(3 
und 7' ^ — Werte kleiner als Ay besitzt. Bringt man demnach die 
drei Werte 4ßS + "^'i 4|3s -f /3', 4y^ + / in allen möglichen Kom- 
binationen mit einander in üb er ein Stimmung, so erhält man eine 

neue Formel A ^^= ictßys -\- a, in welcher a — ^ ^ — ■ „ " 

Werte besitzt. 

Eine ähnliche Formel giebt es in jedem der andern Fälle, die 
man, wenn Ä von der Form in -j- l ist, zu betrachten hat. Ferner 
giebt es vier analoge Formeln, welche die Werte von A in dem 
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Falle darstellen, weiiu A. von der Form 4« -f i5 ist. Man erhält 
daher im Ganzen acht Formeln, von denen jede ^ — ""ä" ' ~ «'" 
verschiedene Formen unter sich begreift. 

Es ist nicht schwer za sehen, dafa, wenn c einen vierten Kaktin- 
d enthielte, die Anzahl der Formeln doppelt so grofs und die Anzahl 
der in jeder derselben enthaltenen Formen —r — ^— ■ --^ — ~2~ 
sein würde. Man kann daher folgenden allgemeinen Schlul's 
machen: 

Bezeichnet man mit m die Anzahl der Primfaktoi'on 
K, ß, y,.--, aus denen die Zahl c besteht, so sind die un- 
geraden Teiler der Formel t^ + cu" dargestellt durch 2'" 
Formeln j1 = 4es + a, in deren juder a eine Anzahl von 
Werten besitzt, so daTs die An- 



y-l ff-i 



zahl aller in diesen Formeln enthaltenen linearen Formen 
gleich (« - 1) ((i - 1) fr - 1) (« - 1) . . . ist 

Es kann der Fall eintreten, dafa die Formen 4n -\- 1, in -{- 'i 
in einer und derselben Forme], welche alsdann 2cs -{- a an Stelle 
der soeben gefundeneu ic^ -\- a sein würde, vereinigt sipd; alsdann 
aber würde es nur halb so viel Formeln geben, was auf dasselbe 
hinauskäme. 

205. 

Ist c = 2d, wo d eine ungerade Zahl und gleich dem Produkte 
der m Primzahlen cc, ß, y,-.- ist, so mufs man, was den Teiler A 
betrifft, die vier Formen 8^+1, 8*i -j- 3, 8ra + 5, 8« + 7 be- 
trachten, deren jede einen bestimmten Wei-t für \-j\ liefert, so dafs 
man je nach den einzelnen Fällen nur noch einer der beiden Glei- 
chungen 

(!) = >. (4) = -i 

zu genügen hat. 

Wird diese Gleichimg wieder in derselben Weise behandelt, so 
liefert sie 9™"^ Werte von Ä, jeden von der Form %dz + «, wo « 
eine Anzahl von - ■ "' ■ '^ ■ ■ ■ - --- ■ ■ ■ Werten besitzt. Da dasselbe 
für jede der vier Formen 8» + 1, 8m + 3, , . . gilt, so erhält man 
also im Ganzen 2"'+^ Formeln A = %dz -{- a, oder ^ = 4c2-|- a, 
in deren jeder a eine Anzahl von — ;:■-., ■ „ ■ ■ ■ W^erten 
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besitzt, und es ist demnach die Ciesimtzihl der liiifaiPd rorinen 
gleich 2(o - 1) ((i - 1) (7 - 1) 

Wenn die Zahl c einen quadritisuhen Faktor enthielte, so Lnimte 
man sie durch diesen Faktor dividierea, da die Foimel t^ 4- r^°u^ 
nicht aligemeiner ist als f -\- cu^ und keine anderen zu e piimen 
Teiler besitzt. Man kann demnach immer voraussetzen, ddfs c das 
Produkt von mehreren ungleichen rimizahlen, 2 nicht ausgenommen, 
ist, so dafs die beiden soeben untersuchten allgememen Falle absolut 
alle möglichen Fälle einschliefsen Und ob'ichon wii bisher nur den 
Fall eines positiven c betrachtet haben, so wuide man endlich auch 
die Formel i^ — cu^ auf dieselbe \\ eise behandeln können und whrde, 
was die Anzahl der Formen 4cz -f- a anlangt, welche den Teilern 
dieser Formel zukommen, dieselben ßfsnltate «halten In allen 
diesen Füllen aber kann man die^e veischiedenen Imeaien 
Formen, auf eine einfaehiere Weise, die zugleich zu neuen 
Eigenschaften führt, finden. 



206. 
Wir haben bereits gesehen (No. 140), dafs die verschiedenen 
Teiler einer solchen Formel wie t^ ± cti^ stets auf die Form ge- 
bracht werden können: 

in welcher pr -^ Q^ = f- ist, und bei welcher man annehmen kann, 
daCs 2q nicht gröfser als p und r ist. Mit Hülfe dieser Be- 
dingungen kann man leicht a priori alle Formen der 
Teiler bestimmen, welche einer gegebenen Zahl e ent- 
sprechen. Die Formen 

pf + Hy^ + rz', 
in denen die Unbestimmten in der zweiten Potenz vorkommen, 
werden wir fernerhin quadratische Formen nennen, um sie von 
den linearen Formen icx -\- a, mit denen wir uns in diesem nnd 
im vorigen Paragraphen beschäftigt haben, zu unterscheiden. 

j^ehmen wir also an, dafs man für eine gegebene Zahl c zu- 
nächst alle quadratischen Formen, welche den Teilero der gegebenen 
Formel t^ + cm'* zukommen, bestimmt habe, so hat man nur noch 
diese quadratischen Formen in lineare Formen zu entwickeln. iVIan 
erhält auf diese Weise alle linearen Formen, welche den Teilern 
dieser Formel zukommen, und erlaugt überdies den Vorteil, dafs 
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man den Zusammenhang kennen lernt, in welchem die 
quadratischen und die linearen Formen zu einander stehen. 
Es reducievt sich demnach alles darauf zuzusehen, was aus der 
Formel pt/^ -\- 2qyz + rs^ wird, wenn man darin an Stelle von y 
und ^ irgendwelche bestimmte Zahlen setzt und die Resultate auf 
die Form icx -\- a bringt, wobei man die Vielfachen von 4c weg- 
lassen und nur das Resultat beibehalten kann, welches positiv und 
Heiner als ic ist. 

Nun braucht man bei dieser Substitution y und s nicht gröfser 
als 2c zu nehmen; denn setzt man 2c-\-y und 2c -{■ s an Stelle 
von y und g, so geht die Formel pp^ -\- 2qyz + rz^- über in: 

r{2c + yf + 22(2» + y) (2» + 2) + r(2t + if, 
und iliese (iröfse verwandelt sich, in: 

py^ + 2qys + rs^ + 4cJll', 
wo AcM ein Vielfaches von 4c ist. Demnach geben diese Werte 
2c -\- y, 2ö + s dieselbe lineare Form 4cx -]- a, welche y und s ge- 
geben hatten. 

Ferner mufa man es vermeiden, y und Werte zu geben, für 
welche py^ -\- 2qy0 -j- rä^ gerade wird; denn wir betrachten hier 
nur die ungeraden und zu c primen Teiler. 

Um diese Bedingung um so sicherer zu erfüllen, ist es gut, den 
quadratischen Teiler j^jj^ -|- 2Qyz -\- r^ so vorzubereiten, dafs ** ge- 
rade ist. Denn da alsdann f ungerade ist, so gebe man y irgend- 
welche ungeraden Werte und z nach Belieben gerade oder ungerade 
Werte. Ist v nicht bereits in dem Teiler eine gerade Zahl, so braucht 
man nur 1/ + 2 an die Stelle von y zu setzen; dann wird das letzte 
Glied in der transformierten Form gerade sein. In gewissen Fällen 
werden wir uns auch veranlafst sehen, den quadratischen Teilern die 
Form p)^ -}- qys -\- r^, in welcher die drei Koefficienten ungerade 
sind, zu geben. Alsdann mufs man der Reihe nach s = 2w, y ^ 2m, 
s-\-y = 2iA setzen; dies liefert drei Formeln, welche die verlangte 
Bedingung erfüllen, jedoch wird inan sehen, dafs die Entwicklung 
einer dieser Formeln genügt. 

207. 
Wir betrachten also die Formel: 

A. =^py^ -\- 2qys + 2ms!^, 
in welcher ^_ 

2mp + 2^ = c 
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ist, und iii welcher überdies y und p ungerade Zahlen sein müssen. 
Nimmt man q und c prim zu einander an, so werden auch p und c 
prim /u einander sein. Setzt man hierauf y = l, su behaupten 
wir, dafs die Formel 

p -)- 2g!;' + 2mi(i^, 
in welcher nur noch die eine unbestimmte j^ vorkommt, alle 
linearen Formen Acx ^- a enthält, welche in der gegebenen 
Formel py^ -f- ^^ys + 2ms^ enthalten sind. 

Dazu muls man beweisen, dafs man, wie beschaffen auch y und 
sein mögen, immer eine unbestimmte Zahl ^ der Art finden kann, 
dafs 

4c 

eine ganze Zahl ist. Da nämlich p und 4c relative Primzühlon sind, 
so wird die verstrebende GrÖfse eine ganze Zahl sein, wenn das 
Produkt derselben mit p eine solche ist, d. h. wenn man hat: 
J P + 9^)' — l.py + i^f ± K^'' — g') ^ ^ 

Ist nun zunächst iji ^ s -j- 2A, so hat man nur der Bedingung zu 
genügen : 

1^ + 'il + Isi)^ — ..(i'_2'_täi)L = Q 

und dies kann man erreichen, indem man eine neue unbestimmte 
Zahl 9 der Art annimmt, dafs 

p + qz + 2qX =py '\-qB-\- 2c& 

ist. Diese Gleichung ist aber immer auflösbar, da sie auf die Form 

ql — c&=p''^^ 

gebracht werden kann, wobei c und q prim zu einander sind imd 
überdies die rechte Seite eine ganze Zahl ist. 

Um daher samtliche linearen Formen der Formel 

zu bestimmen, reicht es hin, diejenigen der einfacheren Formel 

A=p-\- 2qi> + 2mt^ 
zu suchen, und dies geschieht, indem man tp der Reihe nach die 
Werte 0, 1, 2, 3, ... bis 2c — 1 oder, falls 3 = 0, nur bis c — 1 
beilegt. Die Werte von Ä kann man leicht mit Hülfe ihrer Diffe- 
renzen berechnen, indem man die Vielfachen von 4c, so oft sie vor- 
kommen, wegläfst. Alsdann verwerfe man von diesen Resultaten 
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diejenigen, welche mit a.ndern identiscli sind, und die, welclie mit c 
einen gemeinschaftlichen Teiler haben. 



208. 

Sind q und c nicht prim zu einander, so kann man immer die 
Formel py'^ + 2g*/5 + 2mB* leicht in eine andre ähnliche umformen, 
in welcher q prim zu c ist, so dafs man das soeben angegebene 
Verfahren als absolut allgemein betrachten mufs. Indessen wollen 
wir noch ein paar Worte über den besonderen Fall, wo die 
gegebene Formel 

y^ + CS* oder a,i/ + 6/ 
ist, hinzufügen. 

Ist J. = j/^ + cs^ so mufs man zwei Fälle unterscheiden, je 
nachdem c gerade oder ungerade ist. 

1) Ist e ungerade, so nehme man zunächst y ungerade und s 
gerade an; dies rednciert den Wert von A, wenn ma.n die Vielfachen 
von 4c beiseite läfst, auf das einzige Glied y^. Daraus folgt 
j1 = 1, 9, 25, . . . Sodann nehme man y gerade und s ungerade an. 
Dies giebt A = 4m^ 4: c, und auf diese Weise bilde man die ßeihe: 
4 + c, 16 + c, 36 + c, . . ., indem man stets darauf achtet, dafs die 
Vielfachen von 4e weggelassen werden. Die aus diesen Annahmen 
sich ergebenden Resultate bilden sämtliche lineare Formen von A. 

2) Ist G gerade, so mufs y notwendig ungerade sein, während 
js beliebig ist. Ist z gerade, so hat man einfach A^y^ = 1, 9, 25, . . , 
und ist z ungerade, so wird ^ = »/^ + c, so dafs man die Reihe 
bilden mufs: 1 + c, 9 + c, 25 + c, . , . Beide Systeme zusammen 
geben sämtliche Formen des Teilers A. 

Ist die Zahl c = ah, so findet man unter den Teilern von 
^ i *^''^ notwendigerweise ay^ + hs^. Um die linearen Formen 
dieses Teilers zu erhalten, gebe man y die aufeinanderfolgenden 
Werte 1, 2, 3,,.. bis 6—1, und z die Werte 1, 2, 3, . . . tt — 1. 
Es ist nicht nötig weiter zu gehen, weil sich, wenn man h -\- y oder 
h—y für y setzt, die beiden Resultate um ein Vielfaches von 4»& 
oder 4c unterscheiden und daher als nicht verschieden zu betrachten 
sind. Ebenso ist es, wenn man ß 4- s oder « ^ ^ iiir ^ setzt. Man 
mufs daher jeden der Werte von ay* mit jedem der Werte von 
+ hz^ kombiniereu. Schon die einzige Bedingung, dafs die Summe 
eine ungerade Zahl sein soll, schliefst eine Menge Kombinationen 
aus. Sodann mufs man diejenigen Resultate unterdrücken, welche 
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identisch mit andern sind, oder welche mit c einen gemeinschaft- 
lichen Teiler haben. 

Diesen allgemeinen Vorschriften fügen wir nur noch eine Be- 
merknng hinzu, In dem Falle c = 4« + ^ müssen die linearen 
Teiler der Formel t^ + cu^ einfach durch 2cx -{- et anstatt durch 
4c« + a dargestellt werden, weil alsdann eine und dieselbe quadra- 
tische Form die Teiler von der Form in + 1 und die von der Form 
4w + 3 enthält. Im übrigen ist die llechnung dieselbe, mit dem 
einzigen Unterschiede, dafs man, anstatt die Vielfachen von 4c zu 
unterdrücken, diejenigen von 2c wegzulassen hat, wodurch die Rech- 
nung noch weit kürzer wird. 

ao9. 



Es sei die Aufgabe gestellt, alle, sowohl quadratischen wie 
linearen, Teiler der Formel t^ -\- 41w^ zu ünden. 

Man suche zunächst die quadratischen Teiler mit Hülfe der 
Formel : 

pr — ä^ = 41, 

in welcher man 2 < 1/ ;;- < 4 und '2q<.p und <r aiinclimen mufs. 
Die Rechnung ist folgende: 

1) Ist 3 ^ 0, so ist jiJ" = 41, also: p^ 1, r ^ 4\ 

I p ==. 15 ^ r = 14 

, 2) Ist 5= 1, so ist i3»' = 42, also: |p= 7, r= 6 

3) Ist 3=2, so ist jjr = 45 = 5.9 also: ji = Ö, r = 9 

4) Ist 3 == 3, so ist pr = 50. Jedoch kann man 50 nicht in 
zwei Faktoren zerlegen, welche beide gröfser als 6 oder von denen 
der kleinere gleich 6 wäre. Mithin ist die Rechnung zu Ende, und 
es giebt also nur fünf mögliche Formen für die quadratischen Teiler 
der gegebenen Formel. Von diesen fünf Formen beziehen sich drei 
auf die Teiler von der Form 4n -f- 1, nämlich; 

y^ + 41 s^ 

5s/^ + Ayz-i- 9sl 
Die beiden andern l»eaiehen sich auf die Teihir von der Form 4n-{-3 
und sind: 
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3y' + iyi + Uf 

Wir aucken nun die lineareu Formen, welche diesen quadra- 
tiBchen Formen entsprechen. 

Wir nehmoH von den Teilern von der Form 4m + 1 die Form: 
A^bf + iy^ + 9^^ 
und setzen, da der Koefficient des letzton Gliedes ungerade ist, «/ — s 
an Stelle von j/; sodann ändern wjr das Zeichen von S und erhalten: 

A = bf -{-Qys-^- 10/. 
Nach dieser Vorbereitung können wir einfach die Formel betrachten: 

A = b-\- e-i/' + lO^^ 
Die Itesultate, welche diese Formel liefert, wenn darin nach und 
nach i/; = 0, 1, 2, 3,... gesetzt wird und die Yielfachen von 
4c = 164 weggelassen werden, sind folgende: 

Differenzen: 16, 36, 56, 76, 96, 116, 1S6, 156, 

A= 5, 21, 57, 113, 189==25, 121, 237 = 73, 209 = 45, 
Differenzen: 176 = 12, 32, 52, 72, 92 

A= 201 = 37, 49, 81, 133, 205 = 41, 133. 
Beim Resultate 41 ^= c angelangt, sieht man, dafs die vorher- 
gehenden 133, 81, ... in umgekehrter Reihenfolge wiederkehren 
müssen, so daTs man also wieder zu dem Grliede 5 gelangt. Man 
mafs aber auch noch wiesen, ob nicht etwa über das Glied 5 hinaus 
neue Glieder auftreten, die nicht in den bereits gefundenen enthalten 
sind. Zu dem Zwecke mufs man die Reihe rückwärts fortsetzen, 
wie folgt: 
Differenzen: -16,4, 24,44,64, 84, 104, 124^ 144, 164=0. 

A = 21, 5, 9, 33, 77, 141, 225=61, 165=1, 125, 269=105. 

Wegen der Differenz gehen wir nicht mehr weiter, da wir jetzt 
sicher sind, dafs die vorhergehenden Glieder wiederkehren und kein 
neues Glied mehr auftritt. Nimmt man also die gefundenen Resul- 
tate zusammen und schliefst 41 = c aus, so erhält man die folgenden 
20, dem gegebenen Teiler by^ + Ays + 9^^ oder 5j/^ + Qyz + 10/ 
entsprechenden Formen, nämlich: 

A = 1643; + 1, 5, 9, 21, 25; 33, 37, 45, 49, 57; 61, 73, 

77, 81, 105; 113, 121, 125, 133, 141. 
Nehmen wir jetzt die quadratische Formel 
A~tj' + 412-, 
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und setzen wir zunächst s als gerade Zahl voraus, so brauchen wir 
nur den Wert von y^ zu entwickeln. Daraus ergeben sich dieselben 
20 Formen, die wir soeben gefunden haben. Ist sodann y gerade 
und ä ungerade, so hat man den Wert A = 4u^ + 41 zu entwickeln. 
Auch hieraus folgen stets dieselben Formen. Schliefslich giebt auch 
die dritte quadratische Form A = 21y^ -\- 2yz + 2s^ für die Teiler 
Tou der Form 4» -|- 1 dieselben Formen, und in der That schliefsen 
die gefundenen Formen alle diejenigen ein, welche wir a priori für die 
Teiler der Formel t^ -\- cu^ von der Form 4n -|- 1 gefunden haben. 
Die Entwicklung der verschiedenen Formeln kann also keine andern 
als die 20 schon in Nr. 198 gefundenen Formen liefern. Man sieht 
aber auch, dafs jede besondere Formel sie alle liefert, und 
diese Eigenschaft werden wir sogleich allgemein beweisen. 

210. 
Ist c eine Primzahl von der Form 4^+1, so werden 
die verschiedenen quadratischen Teiler der Formel f-^cii^, 
welche die Form 4w-[-l haben, sämtlich dieselben linearen 
Formen 4cä + « liefern, wo a — - — Werte hat, die positiv 
und kleiner als 4c sind, und diese Werte werden nichts 
anderes sein, als die auf die Form 4w + 1 gebrachten Lö- 
sungen der Gleichung ( — 1 ^ 1. Ebenso liefern alle quadra- 
tischen Teiler derselben Formel, welche von der Form 
4w + 3 sind, dieselben linearen Formen 4c? + ffl, wobei a — - — 
Werte besitzt, welches die auf die Form 4h -^- 3 gebrachten 
Lösungen der Gleichung ( — 1 = — 1 sind. 

Ist nämlich py^ -\- 2qyg + 2jws^ = A ein Teiler der Formel 
fi -|- cu^ von der Form in -\- 1, und somit p von der Form in -{- 'i, 
so mufs man beweisen, dafs die linearen Formen, welche aus dieser 
Formel sicli ergeben, mit denen übereinstimmen, die man aus dem 
ebenfalls zur Form 4w -)- 1 gehörenden Teiler y^ + os'' erhalten würde. 
Ändern wir die unbestimmten Zahlen y und ? dieser letzteren Formel, 
um sie nicht mit den andern zu vermengen, in (p und if- um, so ist 
die Aufgabe, zu zeigen, dafs man immer, welches auch y und sein 
mögen, ip und ip derart bestimmen kaim, dafs die Gröfse 
rp" + ci/.' - (j>;/° + 2g_ys + 2ms^ 
ic 
eine ganze Zahl ist. Da nun p und 4c prim zu einander sind, so 
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wird diese Gröfse eine ganze Zahl sein, wenn das Produkt <]erselben 
mit p eine solche ist, oder wenn man hat; 

vf'- — {y y + i ^y + •i{p'^'' — n'') _ 

4c 

Nun ist aber p von der Form 4« -|- 1; mithin wird, wofern man 
ij) ^ S oder nur ■^ — « gerade annimmt, pil>^ — S" durch 4 teilbar 
sein, so dafs man nur noch der Gleichung 

yy' - (py + q^Y ^ ^, 

zu genügen hat. Die Zahl p ist aber (No. 198) als Teiler An -\- 1 
der Formel t^ -j- cu^ von der Besehaft'enheit, dafs (—1 = 1 ist; folg- 
lich ist c Teiler von x^ —p, und somit l'äfst sieh eine Zahl a von 
der Art finden, dafs a^ — p durch c teilbar ist. Nimmt man ferner 

a ungerade, so ist ——; eine ganze Zahl, und es geht daher die 

«u befriedigende Gleichung über in: 

4c 
Diese Gleichui^ ist immer auflösbar, da man, weil a und 2r, v.n 
einander prim sind, stets zwei unbestimmte Zahlen {p und & von 
der Beschaffenheit finden kann, dafs 

«V — (ot + 2^) = 2c* 
ist. Mithin giebt es keine in dem quadratischen 1ei\%rp'y^-^2qyz + 2m/ 
enthaltene lineare Form, welche nicht ebenfalls in dem Teiler y^ -\- c^ 
enthalten wäre. Den umgekehrten Satz wfirde man durch eine ähn- 
liche Schlufsfolge beweisen können. Nun schliefst aber die Form 
^ -j- CS* alle mögliehen linearen Formen ein, da sie sich, wenn man 
S ais gerade Zahl annimmt, auf y^ reduciert und diese sie sämtlich 
(No. 195) enthält; mithin sind alle diese Formen auch in dem quadra- 
tischen Teiler p'^ -\- 2qys -\- 2m0^ enthalten. 

Dasselbe kann man von zwei quadratischen Teilern von der 
Form 4« + 3, welche durch 

py^ -\- 2qyz -\- 2ms* und p'j/'* + 2q'yd + 2m'/* 
dargestellt sind, beweisen. Daraus folgt, dafs, im Falle c eine Prim- 
zahl von der Form 4k -J- 1 ist, alle quadratischen Teiler von der 
Form 4w + 1 dieselben linearen Formen geben, und es reicht somit 
hin, den ersten quadratischen Teiler j/* -f- es* oder einfach j/* zu 
eutwickeln. In eben demselben Falle würden alle quadratischen 
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Teiler von der Form 4ra -j- 3 ebenfalls dieaelbeu lineiuron Formen 
geben, so dafe man nur einen von diesen Teilern zu entwickeln braucht. 

211. 

Ist jetzt c eine Primzahl von der Form 4n + 3, so be- 
haupte ich, dafs jeder quadratische Teilti py^ -{- '2qy^ -{-rs'' 
der Formel t^ + cu^ dieselben linearen Formen enthält, 
welche der Teiler y^ -\- cs^ giebt, wobei diese linearen For- 
men durch die Formel 2ex -\- a dargestellt werden. 

Dazu hat man zu beweisen, dafs man, wie beschaffen auch y 
und s sein mögen, stets q) und ip derart bestimmen kann, dafs die 
Gröfse 

2c 
eine ganze Zahl ist. Da nun p und 2c prim zu einander sind, so 
wird man, wenn man diese üröfse mit p multipliciert, die Gleichung 
aufzulösen haben: 

ff y' — ipy + g^)' + (p-^^ — ^' ) ^ 
2c 

Nimmt man zunächst Jii — s gerade an, so ist pil;^ — b^ stets durch 
2 teilliar; es reicht daher aus, die Gleichung 

2c ~^ 

zu befriedigen. Da aber p ein Teiler von t^ -(- cm^ ist, so hat man 
(No. 199) (--) = 1; demnach ist c ein Teiler von f — p, und somit 

kann man o ^ setiien, wodurch die aufzulösende Gleichung 

übergeht in: 

Dieser Gleichung genügt man aber, wenn man die Unbestimmten gj 
und Q' sucht, für welche 

a^ — (py -|- gs) = 2cd- 
ist. Diese Gleichung ist stets auflösbar, weil a und 2 c prim v.u ein- 
ander sind. Mithin sind die in dem quadratischen Teiler 

py^ + '2qys-{' rz^ 
enthaltenen linearen Formen auch in dem Teiler 

y^ + cs^ 
enthalten und, da die umgekehrte Eigenschaft sich in derselben Weise 
zeigen Ulfst, so folgt aus beiden zusammen, dafs irgend ein quadra- 
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tisclier Teiler py^ + 2qyz + rz^ absolut alle linearen Formen unter 
sieh begreift, welelie den Teilern der Formel t^ ^ cu^ zukommen, Ist 
demnach c eine Primzahl von der Form 4w + 3, so gehören die- 
selben linearen Formen zur Gesamtheit der quadratischen Teiler und 
zu jedem von ihnen im besonderen. 

Man wird sehen, dafs es sich nicht ebenso verhält, wenn 
c eine zusammengeBetzte Zahl ist; alsdann sind die linearen 
Formen in mehrere Gruppen geschieden, welche persehie- 
denen Systemen von quadratischen Teilern entsprechen. 
Die Existenz dieser Gruppen ist übrigens eine Folge dessen, was wir 
a priori über die lineare Form der Teiler bewiesen haben. 

212. 
Beispiel 2. 

Man verlangt die linearen Teiler der Formel l^ — 39 m^ nebst 
den entsprechenden quadratischen Teilern zu wissen. 

Dazu suche man zuerst mit Hülfe der Formel j)r -\- (f = 39, 

in der man g alle Werte, die kleiner als I/-7- oder < 'ä sind, geben 
kann, alle quadratischen Teiler. Diese Teiler sind: 
y^ — 39s^ 39/— s' 

?>f— 13s^ 13/--3Äf' 

19i*^ + 2yz — 2s^ 2y^ — 2yii — \%e^ 

5y^ -\- 4ys — 7«^ 7^^ — iye — 5s^ 

Verfolgt man aber die Methode, vermittelst welcher diese Teiler auf 
die geringstmögliche Anzahl reduciert werden, so findet man, dal's 
nur die folgenden vier übrig bleiben: 

19y^ + 2ys — 2s' 2y^ — 2ys — 19/. 

Es handelt sich also darum, die linearen Formen zu finden, welche 
diesen quadratischen Formen entsprechen. 

1) Der Teiler y^ — 39s^ reduciert sich, wenn man s gerade an- 
nimmt und die Vielfachen von 4 . 39 = 1Ö6 stets weglafst, auf das 
einzige Glied y^, dessen aufeinanderfolgende Werte sind: 

Differenzen: 8, 16, 24, 32, 40, 48,. 56, 64, 72, 80, 88, 96, 
y^ = 1, 9, 25, 49, 81, 121, 13, 69, 133, 49, 129, 61, 
Differenzen: 104, 112, 120, 128, 136, 144, 152, 4, 12 

y^ = 1, 105, 61, 25, 153, 133, 121, 117, 121, u. s. w. 
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Unterdrückt man in dieser Reihe die durch 3 und durch 13 teilbaren 
Glieder, so bleiben nur sechs verschiedene Glieder übrig, nämlich 
1, 2.5, 49, 61, 121, 133, so dafs der quadratische Teiler »/^ — 390^ 
die linearen Formen umfafst: 

156ai+ 1, 25, 49, 61, 121, 133. 
Man braucht nur das Vorzeichen der bestimmten Zahlen zu ändern, 
oder die Ergänzung derselben zu 156 zu nehmen, dann erhält man die 
linearen Formen, welche dem Teiler 39y^ — 3^ entsprechen. Diese 
Formen sind daher: 

166a: + 23, 35, 95, 107, 131, 155. 
2) Gehen wir jetzt zu einer der beiden andern Formen, etwa 
zu Wy^ 4" 2»/s — 2^^ über, so brauchen wir nur die Formel 

19 + 2^ — 2ip^ 
zu entwickeln. Daraus ergeben sich folgende Resultate: 
Differenzen: 0, — 4, —8, 
Reihe: 19, 19, 15, 
Differenzen: -36, -40 
Reihe: 31,-5=151, 

Differenzen: — 68 , - 

Reihe: —57 = 99, 

Scheidet man die wiederholt vorkommenden und die durch 3 oder 13 
teilbaren Glieder aus, so bleiben nur noch sechs Zahlen übrig, 
woraus folgt, dafs die quadratische Form 19y^ + 2j/s — 2^^ die sechs 
linearen Formen umfafst; 

156»; +7, 19, 31, 67, 115, 151. 
Die Ergänzung dieser Zahlen zu 156 giebt die linearen Formen, 
welche der andern quadratischen Form 2p^ — 2ye — 19s* entsprechen 
Dieselben sind: 

150a: + 5, 41, 89, 125, 137, 149. 
Wir erhalten also bei diesem Beispiel vier Gruppen von linearen 
Teilern, von denen jede aus sechs Formen besteht und jede einem 
quadratischen Teiler derselben Formel entspricht. Dies stimmt überein 
mit der oben gegebenen Theorie, nach welcher sich, wenn die Zahl c 
das Produkt von zwei Primzahlen « und ß ist, das vollständige 
System der linearen Teiler in 2'' Gruppen, von denen jede ans 
— "^— •-"- — Gliedern besteht, zerlegen niufs. In der That ist in 



12, -16 , -20, -24, -28, 


-32, 


7, —6 — 151, 135, 115, Bl, 


63, 


-44, -48, -52, -66 -60, 


-64, 


, 111, 67, 19, -33—123, 67, 


7, 


72, - 76 , - 80, 




31,-41 — 115, 39, — 41, u. 


a. w 
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unserm Falle k ^ 3, ß = l'd , also — ;- ■ „ = 6j "'i<l jede 
Gruype bestellt aus sechs Gliedern. 



Die Formel f + lOÖM^ besitzt 6y^ + "^l^^ ^ils einen ihrer Teiler. 
Man -wünscht die linearen Formen zu wissen, welche diesem quadra- 
tischen Teiler entsprechen. 

Nehmen wir zunächst y ungerade und s gerade, so giebt das Glied 
by^, wenn man es allein entwickelt und die Vielfachen von 4c oder 
von 420 wegläfst, eine Reihe, welche sich auf die sieben Glieder 5, 
45, 125, 185, 245, 285, 405 redueierfc. Das andere Glied 21 ^^ in 
welchem 3 gerade sein soll, gieht nur die beiden Glieder 84 und 336. 
Man muCs demnach 84 und B36 zu den sieben vorhergehenden Glie- 
dern addieren. Dies liefert die vierzehn Glieder; 

89, 129, 209, 269, 329, 369, 69 
341, 381, 41, 101, 161, 201, 321. 
Scheidet man hiervon diejenigen aus, weiche mit 105 einen gemein- 
schaftlichen Teiler haben, so bleiben nur die seclis Glieder übrig: 
41, 89, 101, 209,' 269, 341. 
Man würde genau dieselben sechs Glieder finden, wenn maJi in 
dem Teiler 5«/^ -|- 21^^ s ungerade und y gerade annähme. Es giebt 
daher nur sechs lineare, dem Teiler by'^ -\-2l0^ entsprechende Formen, 
nämlich: 

420^ + 41, 89, 101, 209, 269, 341. 

214. 
Beispiel 4 
Dieselbe toimel t^ -f- 105» b(,sitÄt den quad] iUsthen Iciler 
13j/^ + 10j/3 -j- 10-^^ Da d.bei m diesem Teiler ^ = 5 und 5 ein 
Teiler von 105 ist so daif man dem quadiatischen Teiler nn,ht die 
Form 13-J- 10if'+ lOtf' geben da das Resultat unvollständig weiden 
würde. Man muf*! demnach durch eine Substitution (No 208) es so 
einrichten, dafs das mittlere Glied der Formel mit 105 kernen ge 
meinschaftlichen Faktor mehi hat Man findet aber hild, dafs ^cnn 
man y -\- 2s für y setzt die tiinsfoimuite Formel 

13y^ + 62j/^ + 82^'^ 
entstellt, welche die verlangte Bedingung erfüllt, Miin hat dalier jetzt 
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nocli die Formel 13 -j- 62i/' + S2-il>'' zu eiitwicltelii. Die lieclin 
ist folgendn: 

DifferenKen: 144, 308, 52, 216, 380, 124, 288, 32, 196, 3öÜ 
ßeihe: 13, 157, 45, 97, 313, 273, 397, 265, 297, 73. 

Es ist überflüssig, weiter zu gehen, weil die Bechnung sechs ver- 
schiedene Glieder liefert. Demnach sind die linearen Formen, welche 
dem quadratischen Teiler 13i/^ + 10^5 + lOä* entsprechen: 
4203; + 13, 73, 97, 157, 313, 397. 
liH Übrigen ist das vollständige System der quadratischen Teiler 
von f + 105m^ nebst den entsprechenden linearen Formen: 





Entaprechendu lineare Teiler; 




y' + 106s> 


420I+ 1, 


109, 


121, 


169, 


289, 


361 


53,' + 2s,s + 2a' 


420» + 63, 


113, 


137, 


197, 


233, 


317 


bf + 21s' 


420« + 41, 


89, 


101, 


209, 


269, 


341 


13ti' + 10j,a + lOe' 


4201 + 13, 


73, 


97, 


lo7. 


313, 


397 


Sj' + 36z' 


4201 + 47, 


83, 


143, 


167, 


227, 


383 


Wf + eye + 6s' 


420» + 19, 


31, 


139, 


199, 


271, 


391 


7»' + 16s' 


420i + 43, 


67, 


127, 


163, 


247, 


403 


llj/'+14js+14s' 


420s + 11, 


71, 


179, 


191, 


239, 


369. 



Es giebt daher im Ganzen acht Gruppen von linearen Teilern, 
von denen jede aus sechs Gliedern besteht. Und in der That mufs 
man, da 105 das Produkt der drei Faktoren 3, 5, 7 ist, der oben 
gegebenen Theorie zufolge 2^ Gruppen erhalten, deren jede aus 

— g — ö — ■ — 5 — = 6 Gliedern besteht. Wir sehen ferner bei 

dieser Entwicklung, dal's jede Gruppe einem und nur einem quadra- 
tischen Teiler entapricht. 

S 11- 
Erkläniiis der TaMn III, lY, V, VI lind YII. 
216. 
Tafel in. 
Die Tafel III cijtliält alle quadratischen Teiler der For- 
mel t^ — crt', sowie die entsijrechenderr linearen Teiler. Sic 
ist bereclrrrct für alle Zahlen von c ■=■ 2 bis c = 7Ö mit Aus- 



y Google 



282 Zweiter Hauptteil. 

nähme <3erer, welche Quadratzahlen oder durch eiriu Qua- 
(Irafczahl teilbar sind. Die letzteren sind ausgeschlossen, weil die 
Teiler der Formel i^ — cS-^u', wenn sie prim au cd'^ genommen wer- 
den, dieselben sind, wie diejenigen der Formel t^ — cu^. 

Die quadratischen Teiler, welche allgemein durch die Formel 
J9j/^ + 2gj/5 — Ts'^, wo pr -J- gä = c ist, dargestellt werden, sind nach 
der Methode des § 13 Hauptteil I auf die geringstmögliche Anzahl 
reduciert. 

Neben jedem quadratischen Teiler pif + 2gi/S — rs^ mufs der 
zu ihm inverse riß -^ 2g^ys ^ ps^ vorlconimeu. Indessen sind diese 
beiden Formen zuweilen mit einander identisch, und zwar tritt dies 
ein, wenn man der Gleichung m^ — cn^ = — 1 genügen kann (No. 93). 
In diesem Falle ist in die Tafel nur die eine der beiden Formen, 
welche identisch sein sollen, aufgenommen. 

Neben jedem quadratischen Teiler stehen die aus ihm sich er- 
gebenden, nach der Methode des vorhergehenden Paragraphen be- 
rechneten linearen Teiler. Diese Teiler sind prim zu c vorausgesetzt 
und ferner sind nur die ungeraden Teiler in Betracht gezogen, ob- 
wohl die Formeln py^ -\- 2qys — rs^ auch gerade Zahlen einschliefsen. 
Bei dieser Tafel bemerkt man durchgehends, dafs sich die linearen 
Teiler in mehrere Gruppen zerlegen, deren Anzahl ebenso wie die 
Menge der in einer jeden von ihnen enthaltenen Glieder mit dem 
allgemeinen Gesetze (No. 205) im Einklang steht. Indessen kommt 
es bisweilen vor, dafs zwei von diesen Gruppen zusammengefafst sind 
und daher einer und derselben quadratischen Form entsprechen. Ist 
z. B, c = 66 ^ 2 ■ 3 ■ 11, so sagt der allgemeine Satz, dafs es 2^ oder 
8 Gruppen mit je — - — - ■■■-■■ ■ = 5 Gliedern gebe. In der Tafel 
findet man aber nur vier Gruppen mit je 10 Gliedern, und zwar des- 
halb, weil zwei Gruppen zu einer einzigen zusammengefafst sind, 
Übrigens ist die Gesamtzahl der linearen Formen in beiden Fällen 40, 
wie es der Theorie zufolge sein mufs. 

216. 
Tafel IV. 
Die Tafel IV enthält sowohl die quadratischen wie die 
linearen Teiler der Formel t^ -\- au^ für jede Zahl a von der 
Form 4m -f- 1, welche nicht Qnadratzahl oder durch eine Qua- 
dratzahl teilbar ist, und zwar für alle Zahlen von 1 bis 105. 
Die erste Formel t* + M^, welche nur einen einzigen quadra- 
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tischen Teiler ^^ + e^ besitzt, hat aneh nur den einzigen linearen 
Teiler ix -{- 1. Alle andern Formeln f + 5< fi + 13< u. s. w. 
besitzen gleichzeitig Teiler von der Form in + 1 and solche von 
der Form in -\- 3. Es ist ferner zu bemerken, 1) dafs die quadra- 
tischen Teiler, welche die Zahlen von der Form 4n + 1 enthalten, 
immer verschieden sind von denen, welche die Zahlen von der Form 
4}i + 3 enthalten; 2) dafs es stets ebensoviele lineare Formen für 
die Teiler von der Form 4« + 1 giebt, als es deren für die Teiler 
von der Form 4w + 3 giebt. Dasselbe ist nicht immer der Fall bei 
den quadratischen Teilern. Z.B. sieht man, dafs die Formel t^-\-41u^ 
drei quadratische Teiler von der Form 4w + 1 und nur zwei von der 
Form 4w + 3 besitzt. Ebenso besitzt die Formel f -\- 65i(^ vier 
Teiler der ersten und nur zwei der zweiten Art. 

217. 
In dieser Tafel ist mit der allgemeinen Form der quadratischen 
Teiler py^ + 2y2/s + ^^^ ßi^^ leichte Änderung vorgenommen; sie 
besteht darin, dafs q beständig ungerade vorausgesetzt ist Da als- 
dann q" -\- a oder pr eine gerade Zahl ist, so kann man 2m für r 
setzen, wodurch die Form der quadratischen Teiler übergeht in 

pif -\- 2qys + 2ms^, 
wobei die Zahlen p und m stets ungerade sind. 

Diese Form bietet den Vorteil, dafs sie unmittelbar eine andere 
2pf + 2qyB + ms^ 
liefert. Diese beiden Formen werden wir wegen des Zusammenhanges, 
in welchem sie mit einander stehen, von nun an konjugierte Formen 
oder konjugierte Teiler nennen. 

Wir haben behauptet, dafs die Zaiüen p und m stets ungerade 
sind; da nämlich g^ von der Form 8k + 1 und a von der Form 
An -\~ 1 ist, so ist offenbar q^ -\- a oder 2pm von der Form in -\- 2; 
mithin ist pm notwendig ungerade. Jedoch mufs man zwei Fälle 
unterscheiden, je nachdem a von der Form 8n + 1 oder Sn -\- 5 ist. 
1) Ist a von der Form 8^-1-1) so ist 2^ + « von der Form 
8n + 2 und pm von der Form 4» + 1. Dies kann aber nur statt- 
finden, sobald die Zahlen p und m alle beide von der Form 4m -|- 1 
oder alle beide von der Form 4m + 3 sind. Alsdann gehören somit 
die konjugierten Formen 

Py^ + 2gys + 2ms^ und 2py^ + ^qy^ + nis^ 
alle beide zu den Teilern von der Form 4k + 1 oder alle beide zu 
den Teilern von der Form in -{- 3, 
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2) Ist a von der Form 8n + 5, so ist pm von der l'orm 4)s + "^j 
Bü (lafs von den beiden Zahlen j) und m die eine von der l'ocm 
4)1 -f" 1, die andere von der Form 4n + 3 ist. Alsdann gehört somit 
von den beiden konjugierten Fonnen die eine zu den Teilern von 
der Form 4« + 1, die andere zu den Teilern von der Form 4h -|- 3. 
Demnach sieht man, dafs, wenn a irgend eine Zahl von der Form 
8h + 5 ist, die Formel ^-\-at^ stets ebenso viele quadratische Teiler 
von der Form 4m -|- 1 wie quadratische Teiler von der Form 4w + 3 
besitzt. 

218. 
Sind die quadratischen Teiler der Formel ^ + a%^ nach der all- 
gemeinen Methode gefunden, so ist es immer leicht, sie auf die Form 
ßj/^ + 2g^^ -{- 2»wa^ zu bringen, in weicher q^ ungerade ist; denn 
man hat nur diejenigen, in denen g gerade ist, zu transformieren, 
indem man nur y — s für s setzt. 

Man kann aber auch direkt alle quadratischen Teiler einer ge- 
gebenen Formel t^ + ai^ in der Form pj/^ -l" 2g*/« + 2ms^ finden. 
Dazu bpachte man, dafs, wenn man g ungerade sein läfst, man immer 
bewirken kann, dafs 5 weder f noch in übersteigt. Denn setzt man, 
falls 5'>j> ist, y — 2ßS an die Stelle von j/, oder, falls 2>m ist, 
z — ßi/ an die Stelle von 2, so kann man leicht die Zahl k derart 
bestimmen, dafs in der ti-ansformierten Formel g < p oder g < J» ist. 
Mithin kann vermittelst einer oder mehrerer solcher Substitutionen 
jede Formel jij/^ + Sg«/^ + 2»t2^, in welcher 2ßm — <f = a ist, auf 
eine ähnliche Formel zurückgeführt werden, in welcher g weder p 
noch m übersteigt, so dafs 2^)«« ~~ 'f '> 'f und somit q <iya ist. 

Um daher alle quadratischen Formen pjf*'' 4" 2gj/? + 2™2*, welche 
den Teilern der Formel ^ -\- ai^ zukommen, zu erhalten, mufs man 
q der Reihe nach die ungeraden Werte 1, 3, 5, ... bis l/a geben. 
Jeder Wert von q liefert einen für pm ^ ^~ä — '• Läfst sich dieser 
Wert in zwei Faktoren ^ und m, die nicht kleiner als q sind, ver- 
legen, so ergehen sieh daraus die beiden konjugierten Teiler: 
pj/^ + 2g?/3 + 2jk3^ und "ify^ + ^gys + m/. 
Diese Methode liefert ebenso wie die allgemeine Methode alle 
möglichen Formen der quadratischen Teiler; sie führt jedoch weit 
schneller zum Ziele, da man nur die Werte von g-, welche ungerade 
und kleiner als yä sind, zu versuchen hat, während man bei der 
allgemeinen Methode den Versuch mit allen, geraden wie ungeraden, 
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Werten von q hin zll 1/ -a anstellen lunfs. Es ist aber: 

W''<V¥- 

Dieser neuen Methode entsprechend wird der quadratische Teiler 
if + as' dargestellt durch die Formel 

und der zu ihm konjugierte ist: 

Der gröCseren Gleichmäfsigkeit wegen ist in der Tafel die Form 
j/^ + 2j/s + (ffl + 1)'^^ belassen worden mit Ausnahme des ersten 
Feldes, wo man die Einfachheit des Teilers y^ + 3^ nicht dadurch 
stören wollte, daCs man y^ -\- 2y0 -\- 2z^ an seine Stelle setzt. 

In allen Falten sind die linearen Formen aus den qoadratisclien 
Formen mittelst der Methoden des vorigen Paragraphen abgeleitet 
worden. Die Anzahl der Gruppen and ebenso die Anzahl der in jeder 
von ihnen enthaltenen Glieder ist stets in Übereinstimmung mit dem 
allgemeinen Gesetze. 

219. 

Tafel V. 

Die Tafel Y enthält sowohl die quadratischen wie die 

linearen Teiler der Formel (^ + au^, wo a eine Zahl von der 

Form 4ii -(- 3 ist, die weder Quadratzahl noch durch eine 

Quadratzahl teilbar ist. 

Die quadratischen Teiler haben ihre gewöhnliche Form behalten, 
sobald a = 8m -j- "^ '^^% sie sind jedoch etwas abgeändert worden in 
dem Falle, wo a = 8w + 3 ist. Dies wollen wir jetzt erläutern. 

Ist a von der Form 8k + 3, und bezeichnet man mit F einen 
beliebigen ungeraden Teiler der Formel t^ -\- au% ao kann man immer 
t und tt als ungerade voraussetzen. Da alsdann t^ -^ an^ von der 
Form 8» -{- -i ist, so wnd dei Quotient, welchen man erhält,, wenn 
man t^ -\- au^ duich P dividiert, notwendig von derselben Form 
8w + 4 oder ip sein, wo p eine uugeiade Zahl ist. Man hat daher: 
t^-^au^ = 4:Fp 
In dieser lirleichung «iiid die Zahlen m und 2p prim zu einander; 
denn hätten sie einen gemeinschaftlichen Teiler, so würden auch t 
und u einen hokhen haben, was gegen die Voraussetzung ist. Mithin 
kann man u^ s und t = 2xiy + qs setzen, wodurch man erhält: 
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Diese Gleichung kann aber nur dann bestehen, wenn - -- — eine 
ganze Zahl ist. Setzt man also g^ --|- o; = ipr, so ergiebt sich : 

P =^ pf ^ qpz -\- rsK 
In dieser Eorrael sind die i3rei Koefficienten p, q, r ungerade; denn 
zunächst ist, da t ungerade und t = 2py + qe ist, offenbar auch g 
ungerade. Da femer q^ von der Form 8w -|- 1 und a von der Form 

8k 4" 3 ist, so ist q^ ~\- a von der Form 8n -|- 4, und somit — j— 
oder p*" ingerade. Folglich sind p und r selbst ungerade. 

Man erkennt hieraus, clafs jeder ungerade Teiler der Formel 
t^ ~\- au' stets auf die Form py^ + qyg -\- rs^, in welcher p, q, r 
ungerade Zahlen und 4^r — ^ = a ist, gebracht werden kann. Ich 
behaupte femer, dafs man in dieser Formel den mittleren Koefficienten 
q kleiner oder wenigstens nicht gröfser als jeden der äufeeren p, r 
voraussetzen darf. Denn wäre z, B. q'>p, so setze man y — as an 
die Stelle von y\ da hierdurch der mittlere Koefficient in q — 2ap 
übergeht, so kann man mit Hülfe der unbestimmten Zahl « diesen 
Koefficienten kleiner oder wenigstens nicht gröfser als p machen. 

Da somit j) und r gröfser oder wenigstens nicht kleiner als q 
sind, so ist offenbar: 

Apr — 9^ > 39", 
und daher: 

Will man also alle quadratischen Formen wissen, welche den un- 
geraden Teilern der Formel f + aii^ zukommen, so hat man q der 

ßeihe nach die ungeraden Werte 1, 3, 5 bis 1/ -5- beizulegen. Jeder 
Wert von q giebt einen Wert für pr = 7" " j ^^f^t sich dieser 
M'"ert in zwei Faktoren zerlegen, die nicht kleiner sind als g, so ent- 
steht aus diesen eine der gesuchten quadratischen Formen. 

220. 
Ist K. B. ffi = 91 und setzt man 9 = 1, so wird: 
= 23 = 1 • 23. 



ä + « 



Hieraus entsteht der Teiler y^ ■\- ys -{- 23s^. 
Setzt man g; ^ 3, so wird; ' 



1+1 



= 25 = 5 ■ 5. 



Hieraus entsteht ein zweiter Teiler 5)/^ -\- Zys -j~ 5sl 
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Da 1/-- üie Grenze von q ist, so konnte man noch 9 = 5 setzen, 
wodurch sich ^ 'T-- = 29 ergebun würde. Da aber cliese Zahl eine 
Primzahl ist, ao entsteht daraus kein neuer Teiler. Demnach sind 
(Jie beiden gefundenen Formeln die einzigen quadratischen Teiler von 
f + 91 u\ 

Ist noch a = 163, so kann man, da 1/-^- < 9 die Grenze von q 
ist, der Reihe nach g = 1, 3, 5, 7 setzen, wodurch sich pr = 41, 
43, 47, 53 ergiebt. Da aber diese Zahlen Primzahlen sind, so folgt 
daraus, dafa die Formel f + 163w^ nur den einen quadratischen 
Teiler J/^ + 2/2 -j- 41«^ haben kann. 



221. 
Die Formel py^ -{- qys + rz% deren Koefficienten ungerade sind, 
stellt Jni Allgemeinen drei quadratische Teiler von der gewöhnlichen 
Form, in welcher der mittlere Koefficient gerade ist, dar. Denn bei 
-Anwendung dieser Formel mufs man die Zahlen y und s entweder 
alle beide ungerade oder die eine gerade, die andere ungerade an- 
nehmen. Man kann somit nur die drei Annahmen 



machen, und diese geben die drei Formen: 
p/ + 2qyu + irti^ 

ipu^ + 2qzu + rg^ 

4pu^ + (^2 — 4p) UB -\- (p ^ q -\- r) s' 
Diese drei Formen reducieren sich auf zwei, wenn zwei der Zahlen 
P} 1i *■ gleich sind. Sie reducieren sich auf eine einzige, wenn 
die Zahlen p, q, r unter einander gleich sind. Dieser Fall kann 
aber nur eintreten, wenn sie gleich der Einheit sind, oder wenn 
t^ 4" 3"^ di^ gegebene Formel ist, denn alsdann reduciert sieh der 
Teiler y^ -j- yn -^ z^, wie wir bereits (No. 143) gefunden haben, auf 
die eine Form y^ -|- 3s^. In jedem andern Falle sind die soeben ent- 
wickelten Formeln, oder wenigstens zwei von ihnen, wesentlich von 
einander verschieden. Es folgt daraus, dafs sich die Anzahl der qua- 
dratischen Teiler bedeutend vermindert, wenn man dieselben durch 
die ungerade Koefficienten besitzende Formel py^ -f- qyz -\- rs^ dar- 
stellt. Übrigens kann man, wie wir soeben gesehen haben, aus diesen 
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Teilern mit ungeraden Koefficienteii leicht die quadvatisdien Teuer 
von der gewöhnlichen Form ableiten, wodurcli man eine beinahe 
dreifache Än/.ahl erhält, 

222, 
Es ist ntttalicli zn bemerken, ä&ia die in der Tafel V enthaltenen 
quadratischen Teiler sowohl für den Fall et = 8b + 3 ala für den 
Fall ffl = 8m + 7 stets auf die Form 

pf + 4^3/s + Jta^ 
gebracht werden können, welche sich von der allgemeinen Form 

pf + 2g?/^ + rB^ 
nur dadurch unterscheidet, dafs in ihr g gerade ist. Hat man näm- 
lich nach der allgemeinen Methode alle quadratischen Teiler 

pf + 2qys + J-s* 
der Formel f^ -\- au^ gefunden, so sind nur noch diejenigen, in welchen 
q ungerade ist, zu transformieren. Da nun alsdann die eine der 
Zahlen p und r gerade, die andere ungerade sein mufs, so braucht 
man nur, wenn p die ungerade Zahl ist, y — für y zu setzen. Da- 
durch geht der mittlere Koefficient 2g in 2^ — 2j) über; er wird 
daher von der verlangten Form 490. 

Weil- nun jetzt alle quadratischen Teiler auf die Form 

py^ -\- 4cpyz + Jts^ 
gebracht sind, und da ferner pa = 4.ip^ -\- a ist, so folgt daraus, 
dafs p% von der Form 4»i -j- 3 und somit von den beiden Eoefficienten 
p und n der eine von der Form 4w + 1, der andere von der Form 
4w -|- 3 ist. Man erkennt hieraus, dafs jede quadratische Form 

py^ + Affys + %z^ 
zu gleicher Zeit sowohl Teiler von der Form 4« -|- 1 als auch solche 
von der Form 4ra -|- 3 enthält. Es ist jedoch leicht, diese beiden 
Formen von einander au trennen, wie es in den Tafeln III und IV 
der Fall ist. Denn ist p von der Form 4» + Ij ^^^ setzt man 
s ^ 2u, so stellt die Formel py"^ -\- 8(pyu -{- iau^ offenbar nur Teiler 
von der Form in -1- 1 dar; setzt man dagegen y ^ 2m, so stellt die 
Formel ipu^ + 8^S7* + 7ts^ nur Teiler von der Form 4w + 3 dar. 

223. 
Was die linearen Formen angeht, welche den quadratischen Tei- 
lern entsprechen, so lassen sich dieselben ebenso in zwei Arten, die 
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einen Yon der Form in -{- 1, die andern von der Furm in + 3 
teilen. Es genügt, dies an einem Beispiel zu entwickeln. 
Aus der Tafel sieht man, dafs die Formel 

nur den einen qn ad rati sehen Teiler mit ungeraden Koet'ficienten 

'/ + ys + 32' 
besitzt. Dieser Teiler sehliefst zwei andere von gewöhnlicher Form 
ein, nämlich i 

y' + 11^' 

Von diesen beiden Teilern, welche man nach der allgemeinen Methode 
unmittelbar gefunden haben ■würde, besitzt der eine den mittleren 
Koefflcienten 0, welcher zur Form i(p gehört. Um den andern auf 
dieselbe Form zu bringen, mufs man y — 2 an die Stelle von 2 setzen, 
wodurch man die transformierte Formel 

3j/ä + iys + 5/ 
erhält. Somit ergeben sich zwei quadratische Teiler von der Form 
4m + 1' nämiieh: 

y^ -\- 44 s^ 
by-" + Syß + 12/, 
nud zwei qdiidiatische Teiler von der Form An -\- 3, nämlich: 
11?/' + 4/ 
3!/^ + 8ys + 20.SI 
Was die entsprechenden linearen Formen angeht, so leitet man die- 
selben, leicht aus den in den Tafeln gegebenen, nämlich aus 

22x+ 1, 3, 5, 9, 15 
ab, Um daher diejenigen von der Form in -{- 1 zu erhalten, behalte 
man die bestimmten Zahlen 1, 5, 9, welche von dieser Form sind, 
bei und addiere 22 zu den beiden andern 3 und 15, Dies giebt im 
Ganzen die fünf Formen: 

44fl;+ 1, 5, 9, 25, 37. 
In ähnlicher Weise findet man die Formen in -j- 3, nämlich: 

44« + 3, 15, 23, 27, 31, 
Will man daher in der Tafel die Formen 4ra -|- 1 von den Formen 
4w ~|- 3 trennen, so mufs man an Stelle der in der Tafel befindliehen, 
auf die Teiler von t^ + llit^ bezüglichen Spalte die folgende setzen: 
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Quadratische Teiler: Lineare Teiler: 

11?/ +4s \ 44:^ + 3,15,23,97,31. 

Es ist nicht nötig, darauf hinzuweisen, dafs die in der Tafel befind- 
liche Spalte zwar viel kürzer, aber darum nicht woniger allgemein ist. 

224. 
Um nichts unerwähnt zu lassen, wodurch man die Aufsuchung 
der quadratischen Teiler abkürzen kann, wollen wir schliefslich Jioch 
ein paar Worte über den Fall ß = 8m + 7 hinzufügen. Ist also 
d ^ 8w + 7, und nimmt man q in dem quadratischen Teiler 

py^ + 2si/s + 3-2= 
als ungerade an, so wird dieser Teiler die Form 

P^f + 23ys + 8m«^ 
annehmen, wobei pm = — ^ — -, In dieser Form kann ma.u q 
kleiner als 4m und nicht grÖfser als p voraussetzen; mithin wird 
q < ya sein. Man setze also versuchsweise für q alle ungeraden 
Zahlen 1, 3, 5, . , . bis ya, berechne fttr jeden Wert von q den Wert 
von pm = - — ——— und sehe zu, ob sich dieser Wert in zwei Faktoren 
zterlegen läfet, von denen der eine p ungerade und nicht kleiner als g, 
der andere m gerade oder ungerade, aber grÖfser als y ist. So viel- 
mal diese Bedingung sich erfüllen läfst, so viele quadratische Teiler 
der Formel t^ + ß*s* erhält man. Diese Teiler können sodann entweder 
auf die gewöhnliche Form, in welcher Sgf < j) und < r ist, oder auf die 
früher erwähnte Form, in welcher q gerade ist, gebracht werden. Dieses 
Verfahren führt sehr schnell zum Ziele, da man immer nur mit Zahlen 
pm, die kleiner als -7- sind, zu rechnen hat, wiihiend bei der nll- 
gemeinen Methode pr bis zu — gehen kann. 

225. 

Tafel VI. 

Die Tafel VI enthält sowohl die quadratischen wie die 

linearen Teiler der Formel f -\- 2au^, wo a eine Zahl von dcv 

Form 4« + 1 ist, die weder selbst eine Quadratzahl iioch 

durch eine Quadratzalil teilbar ist. 
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Die quadratischen Teiler sind auf die Form 

in weiclier pm = 2ip^ -\- a 

ist, gebracht. Es ist aber leicht zu sehen, dafs man, ohne diese Form 

zu ändern, 2cp kleiner oder nicht gröfser als p und m voraussetzen 

darf, so dafa pm>4ip^ und <p <y y*^ ^^*- Genügt man also mit 
Eücksicht auf diese Bedingungen der Gleichung pm = 2q)^ + a auf 
alle möglichen Weisen, &o erhalt man dadurch unmittelba.r für die 
Formel t^ + 2««^ sämthche quadratischen Teiler in der Form 
py^ + 4(py0 "{- 2ms'^. Dieses Verfahren ist viel kürzer als die all- 
gemeine Methode, da l/-g-ß kleiner ist als j/^»- 

Jede Form py'^ -\- ^tpyz -\- 2ms^ ergiebt sich mit der zu ihr 
konjugierten Form 2py^ + iq)y!s -\- m^ gleichzeitig aus demselben, 
den verlangten Bedingungen genügenden Werte von j>m. 

Ist die Zahl p von der Form 8« + 1 oder 8n ■\- 3, so enthält der 
quadratische Teiler py^ -\- iq>ys -\- 2»»^^ nur Zahlen derselben Formen 
Sn + 1 oder 8w + 3. Denn da y stets ungerade ist, so wird der 
in Rede stehende Teiler, falls g gerade ist, von der Form p + Sh, 
also von derselben Form wie p sein. Ist aber s ungerade, so wird 
der quadratische Teiler, wenn man die Vielfachen von 8 wegläfst, 
von der Form p -\- Atp -\- 2m. Es sei mm zunächst p = 8n -\- 1; 
dann erhält man (immer mit Weglassung der Vielfachen von 8} wegen 
pm =^ 2g5° -[" ^- 

.» _ 2t' + «, 
und somit: 

p -|- 4^ -j_ 2m = t + 4g; + 4<p^ + 2ft = 1 + 2a = 3. 
Mithin wird der quadratische Teiler von der Form Sn -f- 3. Zweitens 
sei p ==■ Sn -{- 3^ so erhält man: 

3m = 2ip^ -\- a 
6m = 4q)^ + 2a 
und 

jo + 4gi + 2m = 3 + 4g> — iip' — 2« = 3 — 2a = l. 
Mithin ist der Teiler von der Form &n + 1. 

Ebenso beweist man, dafs, wenn p eine der Formen Sn -{- 5, 
8« + 7 besitzt, der quadratische Teiler py^ -}- 4g>ys + 2mz^ nur 
Zahlen von denselben Formen 8« + 5, 8« + 7 enthalten kann. 

Mithin zerfallen alle quadratischen Teiler der Formel t^ + 2au% 
in welcher a von der Eorm in -f- 1 ist, in zwei Arten, von denen 



y Google 



292 Kweitei' Hauptteil. 

die eiue alle Teiler von der Form 8m -|- 1 und 8m + 3, die andere 
alle Teiler von der Form Sn -\- 5 und 8w -(- T enthält. 



Jeder in der Tafel befindliche quadratische Teiler enthält beide 
Formen gleichzeitig; indessen lassen sich dieselben dem vorange- 
gangenen Beweise zufolge leicht von einander trennen. 

Ist die Formel f + 42u^ gegeben, und beti-achteu wir zunächst 
den quadratischen Teiler 

!/> + 42»=, 
welchem die linearen Formen 

168a; + 1, 25, 43, G7, 121, 163 
entsprechen, so gehört dieser quadratische Teiler augenscheinlich zu 
den Formen 8m -{- 1, 8)* + 3. Um diese von einander zu trennen, 
bemerke ich, dafs, wenn 2 gerade ist, oder wenn man 2jS an die Stelle 
von 3 setzt, der Teiler in j/^ + 168a^ übergeht und nur noch die 
Formen 8n + 1 enthält. Setzt man dagegen gleichzeitig y und s 
ungerade voraus, oder setzt man, um diese Bedingung zu beseitigen, 
2y -{- £ an die Stelle von y, so geht der Teiler in iy^ ~{- iys -|- 43s^ 
über und enthält nur noch die Formen Sn + 3. Behandelt man in 
gleicher Weise die drei andern quadratischen Teiler der gegebenen 
Formel f + 4:2«f^, so erhält man die folgenden Resultate: 
Teiler 8)i + 1 



Quadratische 



nj,' + 12s,2 + 12»' 



168»+ 1, 25, 121 
1681+17,41, 89 



Teiler 8k + 3 
43«/' + 4ys + 4s' I 168i +- 43, 67, 163 
3y' + 56»' ] 1683; + 59, 83, 131 

Teiler Sn + ö 
21y' + 8s» 1 168a! + 29, 63, 149 

13»' + 24I/S + 24«> [ 168« + 13, 61, 157 







Teiler 


8« + 7 








79' 


+ 24s' 




1683! 


+ 31 


55, 


103 


239 


+ Sys + 8s' 


168i 


+ 23 


71, 


95 



y Google 
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Wie man sieht, zerl'alleu die linearen Teiler in acht (Sriippeu von je 
drei Gliedern, was mit dem allgeuieiueu Geaetae (No, 205) Überein- 
stimmt. 

227. 
Tafel VII. 

Die Tafel VII enthält die linearen und quadratischen 
Teiler der Formel i^ -f- 2««^, in welcher a eine Zahl von 
der Form 4)» -|- 3 ist, die sich nicht durch eine Quadratzahl 
teilen läfst. 

Die quadratischem Teuer sind, wie in der vorher gehen deu T'atel, 
•^.wi die Form 

y;ehraeht, iu welcher 

m-p = 2y- + " 
ist, so dafs die Bestimmung dieser Formen immer in derselben Weise 
geschieht. 

Ist der Koeffieieiit ji TOii der Form 8h -|- 3 oder 8n -(- 5, so 
enthält der quadratische Teiler py^ -|- Aitpys -{- 2ms^ nur Zahlen 
von der Form 8k -}' ^ o<i6r 8n + 5; und ist der Eoefficieut p vou 
der Form 8b + 1 oder 8w + 7, so enthält der Teiler nur Zahlen 
von eben diesen Formen 8)i + 1 oiiei' 8« + 7. Dies wird ebenso 
bewiesen, wie bei der Erklärung der vorigen Tafel. 

Es ergiebt sich demnach, dafs alle quadratischen Teiler der 
Formel t^ -\- 2au^, in welcher a eine Zahl von der Form 4w + 3 ist, 
iu zwei Arten zerfallen, von denen die eine alle Zahlen von der Form 
8« + 3 oder 8w + ö, die andere alle Zahlen von der Form 8w-J- 1 
oder 8)1 + 7 enthält. Abgesehen aber von diesen ungeraden Zahlen 
enthält offenbar jeder quadratische Teiler py^ -^ ^(pys-{-''2mz^ auch 
gerade Zahlen, da man y gerade und s ungerade nehmen kann, wofern 
sie nur prim zu einander sind. 

Ebenso kann man sowohl die quadratischen wie die linearen 
Teiler in die vier Arten, welche den vier Formen %n -j- 1, 8)'i -j- 3, 
8)t +5, 8n + 7 entsprechen, zerlegen. 

Allgemeine Bemerkung. 
Bei diesen verschiedenen Tafeln ist zu bemerken, dafs jede Gruppe 
von linearen Teilern stets einer und derselben Anzahl von qua- 
dratischen Teilern entspricht, wenn man nämlich jeden quadratischen 
Teiler, welcher von einer der Formen py^-\-rs^, py^ ■\-2qys-\~2qz^, 
pyi -f- 2qyg +_p5^ ist, nur für \ rechnet. Der Grund dieser Ausnahme 
beruht darin, dafs diese Arten von Teilern bei den beiden versehie- 
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deEen Amialimcii über die Werte der Unbe stimmten y und ? die 
gleiche Anzahl iiel'eni, so dafs sie in Wirklichkeit nuv die Hälfte der 
Anzahl der Teiler, welclie in den andern Forineo enthalten sind, in 
sich sehliefaen. 

§ 12- 
Eüie Reiho von Sätzen, welche sicli ans den vorher erwähnten Tafeln 
ergehen. 
228. 
AUgemeiner Sats. Ist 4ciC -j- « eine der lineareu Tornien, 
welche den Teilern von f + cm^ ankommen, so behaupte 
ich, daTs jede in der Form 4ca; + n enthaltene Primzahl 
notwendig ein Teiler der Formel i^ + cm^ und somit von 
einer der zur linearen Form ^cx -{- a gehörigen quadra- 
tischen Formen py* + 2^«/^' + rs^ ist. 

Nimmt man z. B. in der Tafel VII die Formel f + 30«", und 
wähJt man in diesem Beispiel die dem quadratischen Teiler 15j/^ + 2z^ 
entsprechenden linearen Formen, so kann man behaupten, daTs jede 
Primzahl, welche eine von den Formen 

120« + 17, 23, 47, U;^ 
besitzt, ein Tui]er von i^ -[" 30m^ ist, und somit von der Form 

sein ninl's. 

Einem andern, derselben Tafel entnommenen Beispiel zufolge 
kann man behaupten, dafs jede in einer der Formen 

56a; + 3, 5, 13, 19, 27, 45 
enthaltene Primzahl ein Teiler von f -f- 14ji^ ist, und somit von 
der Form 

sein mufs. 

Der Beweis dieses Satzes ist oben für den Fall gegeben worden, 
wo c eine Primzahl oder das Doppelte einer Primzahl ist; derselbe 
kann aber auch ohne Schwierigkeit für jeden Wert von c geführt 
werden, wenn die Primzahl A von der Form ^cx -\- a gleichzeitig 
von der Form 4ra-|-3 ist. Denn alsdann mufs notwendig die Zahl ^ 
in der Formel t^ -]- cv? oder in der Formel f — cu^ aufgehen (No. 173), 
Sucht man aber die linearen Formen der Teiler von 1^ ■ — cv^, so 
stellen sich diese Formen als verschieden von den Formen der Teiler 
von t^ 4" CM^ heraus. Mithin kann die Zahl Ä, wenn sie von einer 
dieser letzteren Formen ist, kein Teiler von f — cu' sein. Demnach 
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ist sie Uütweiidig ein Teilei- von t^ -[" c* '^^'^ daher von einer der 
quadratischen Foiiuen, welche diesen linearen Formen entsprechen. 

Eine gleiche Schlufsfolgerung würde nicht mehr stattfinden, wenn 
A Von der Form 4n -}- 1 wäre; ja sie ist sogar unvollständig für 
den Fall ^ = 4)* + 3, da sie die wirkliehe Eniiittlung der linearen 
Teiler sowohl der Formel t^ -\- cii^ wie der Formel t^ — cu^ vorans- 
setat. Deshalb ist es gut, einen lindern Weg zum ailgemeineu Be- 
weise dieses Satzes einzns eh lagen, 

229. 
Wir beniörken zunächst, dafs die hneare Form icx -\- a, zu 
welcher die Primzahl A gehört, stets als eine von denjenigen betiiichtet 
werden kann, welche einem quadratischen Teiler entsprechen, lat 

P»/ + 22J/2 + ^^^ 
dieser Teiler, so kann man 

inf + 2qys + T^' = Ux + a 
setzen, oder, was dasselbe ist: 

j)jj/^ + 2gi/Ä + rs'^ = Acx + .1. 

Multipliciert man diese Gleichung mit p, so ergiebl, sich: 

ivy + i^f i cs^ = 4:pcx + P-^-, 

und liieraus erkennt man, dafs -^— ^^ ~ *-— - eine ganze Zahl ist. 

Demnach ist umsomehr, wenn %■ ein Primfaktor von c ist, die Glei- 
chung -s^ — = c auflösbar, und daher ist; 

Nun ist aber allgemeni { ~] =--= + 1 "der = ■— 1, ali^o (—] \-A "= i, 
mid somit: 



(4) = 



Wir könnten auch den speeiellen Fall, wo p =■ 1, und deJi, 
wo p gleich einer Quadrafczahl ist, betrachten, da mau in diesen 
Fällen leicht beweisen kann, dal's A ein Teiler der gegebenen Formel 
i^ ■■!- CM^*) ist; indessen ist es besser, den Beweis in seiner ganzen 
Allgemeinheit zu verfolgen. 

230. 

Wir haben oben gesehen, dafs die Teiler von der Form in + 1 

*) Das doppelte Zeichen bedeutet nur, dafs die gegelieae Formel t^-^-cu' 
odüi' {" — cm' sein kann; im Übrigen aber läfst duBBellic! koino Unbestimmt- 
hüit ubiig. Anm. d. Vürf. 



y Google 



296 Zweiter Hauptteil. 

und i3ie von dor Form 4w + 3 durch ihnen eigentümliche CLuadra- 
tische Formen sich voa einander unterscheiden; ja, wenn die ge- 
gebene Formel f -\- 2av^ ist, so zerfallen die Teiler sogar in vier 
Formen 8« -[- 1, 8n + 3, 8n + 5, 8n + '^, iiu^ i^iese sind in ver- 
schiedenen quadratischen Formen enthalten. Man kann daher an- 
nehmen, dafs der der linearen Form 4iCx -4- a oder icx + -^ ^it- 
sprechende quadratische Teiler p'if + Sg^s + '2ins^ nur Zahlen von 
derselben Art wie A enthält, d. h. solche Zahlen, dafs die Differenz 
zwischen diesen Zahlen und Ä durch 4 oder, falls die Formel t^ + ^att" 
oder 2pt» ~ q* = 2a ist, durch 8 teilbar ist. Mithin ist j?, welches 
eine von diesen Zahlen ist, so beschaften, dafs ~ - r — eine ganze 
Zahl, oder, falls c = 2a, dafs ^—^ — eine solche ist. 

Wir nehmen ferner an, dafs der Koefficient p eine Primzahl ist. 
Wäre er es nicht, so hönnte mau eine Primzahl suc\ien, welche in 
der Formel p't/ + 2qyz + 2m3^ enthalten wäre, Ist diese Zahl: 

p'^Pli? + 2q^v + 2mv^, 
und bestimmt man (t" und v" mittelst der Gleichung: 

ftv" — (i!'v === 1, 
so erhält man, wenn man 

,j -^ p2,'-f- p,''^, e = vy-\- v^s 
setzt, als 'Transformation den quadratischen Teiler: 

XjiJ^ + 2qy'z'±:^ 2m's"\ 
in welchem der Koefficient des ersten Gliedes eine Primzahl ist. 
Betrachtet man also diese Vorbereitung als schon ausgeführt, so ist 
es gestattet, j» als Primzahl anzunehmen. 

Nehmen wir jety.t die bereits gefundene Gleichung 



= (i). 



in welcher & irgend einen Primfaktor von c bezeichnet, wieder auf, 
und sind n, a, «", ... die Primteiler von der Form 4n -f- 1 und 
ß, ß', ß", . . . die Primteiler von der Form in + 3, so erhalten wir, 
wenn wir diese Zahlen für & setzen: 

(4) = (i). (4)-(l-). (^) = (*).■■■ 

(T)-(i). (f) = (f)' (f) = (f).- 

Hieraus ergiebt sieh nach dem ßeciprocitätsge setze und weil Ä und 
p entweder alle beide von der Form in -{- 1 oder alle beide von der 
Form 4« + 3 sind: 
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§ IH. Aus diesen Tafeln sieh ergebende Sätzü. 

(x)-(-i). (i)-(i). e)=(f). 



1) Ist demnach t 
aiKahleii a, cc\ «", 



un die Faktoren die 



sind, s 



radc, so ist c gleich dem Produlde aller 
ß', ß" . ■ ■, und man erhält: 

)©'-{i) «)©•■■ 
)(f)-(|)(f)(|-)-- 

■ Ausdrücke einander entspLecheüd gleich 

(■z)-(i-)- 

2) Ist c gerade, so enthält c aufsei' den vorhergehenden Faktoren 
den Faktor 2. Da jedoch f und A in Bezug auf die Vielfachen 
von 8 von derselben Form sind, so hat man ( -j = (—1, und dem- 
nach ebenfalls: 

(-z)-(-;)- 

Da aber p ein Teiler von if + c i^^i ^<* ^^t (— ) = 1^; mithin 
ist auch (^) = 1; folglieh ist die Primzahl A jederzeit Teiler der 
gegebenen Formel C' + ck'^ Sie mnfs somit von eiuer der quadra- 
tischen Formen sein, welche der linearen Form Acx + « entsprechen. 

231. 
Der soeben bewiesene Satz ist unstreitig einer der al^e- 
meinsteu und -wichtigsten Sätze der Zahlentheorie. Der Beweis, 
den wir dafür gegeben haben, setat nur voraus, dafa es eine in dem 
quadratischen Teiler py^ -\- 2qy^ -\- rs^ enthaltene Primzahl giebt. 
Diese Annahme ist aber nicht nur mit grofser Wahrscheinlichkeit 
richtig, man findet sie leicht bei allen iu unsern Tafeln enthaltenen 
quadratischen Formen bestätigt; ja es unterliegt sogai' keinem Zweifel, 
dafs die Formel py^ -J" 2gj/s + r^^ unendlich viele Primzahlen ent- 
hält, aul'ser in dem Falle, wo die drei Zahlen p, q, r einen gemein- 
samen Teiler ■& besitzen. Einen solchen können sie indessen nicht 
haben, da wir angenommen haben, dafs c oder pr — g* keinen qua- 
dratischen Faktor besitze. 

Nichtsdestoweniger könnte man den Beweis vollkommen unab- 
hängig von der Voraussetziiug machen, dafs p eine Primzahl ist. 



y Google 



298 Zweiti?r Hiuipttcil. 

Mail müfste dazu verscltieileiie Fälle imteraiidieii, j« iiai^li iler Auziilil 
der Faktoren, aus denen c zusammengesetzt ist. 

Wir haben bereits den Fall untersucht, wo c eine Fvimzalil oder 
das Doppelte einer Primzahl ist. Nehmen wir also jetzt c = a.ß 
an, wo « und ß zwei beliebige ungerade Primzahlen sind. 2u gleicher 
Zeit sei 

■pf + '^([iJ^ + 2"*^^ 
die quadraiiwclie Form, welche der linearen Fuvin 

4cx 4" «■ oder 4ca; + Ä 
entspricht, so dal's ji inid A entweder alle beide von der Form 
4.U + 1 oder alle beide von der Form 4n -\- .') sind. Alsdann hat 
man der Aimalime nach; 

py^ + 2qys -j- 2m/ = icx -[- Ä, 
und wenn man mit p multipliciert: 

{py + ^^f + '^^^ =■ 4cj;i« + Ap. 
(Wir betrachten hier nur den Fall, wo c positiv ist, da der Fall, 
wo c negativ ist, in ähnlicher Weise behandelt werden kann). 

Da nun c = aß, so hat man in Bezug auf a und ß die (Jlei- 

clunigeii {—) = 1, i-f-) = 1, und diese geben; 

{4)-(i). (f)-(|)- 

Es sei jetzt p = j(Jt'ji"n;"'. . . , wo ir, %", %^'^ . . . Primzaldeii von. 
der Form 4rt + 1 und %', %" , . . . Primzahlen von der Form 4« -|- o 
seien. Hätte p quadratische Faktoren, so köimte man dieselben ganz 
und gar weglassen und nur die ungleichen Faktoren beibehalten. 
Man hat also: 



Die (_iiüiehuii^; ^pm — y^ = c = k^ giebt aber: 

und ebenso für jeden andern Paktor von p. Folglich erhält man: 

c^)- (4). (^.)- (4). (^)-a).- 

Hieraus ergiebt sich nach dem Keciprocitätsgesetze (No. 16ö): 
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("^)-{t)' 



Nur flJR rechts stehenden Gloicliungeu b'ediirtcn einigüu Eiiiiotening. 
Dlis allgemüine Gesetz giebt: 

iiiul d;i — ;; — ungerade iat, so gebt diese Gleichung übwr in: 

Ebenso hat mau: 

Da. nun ( ", J =-^ — (■-, ) ist, su folgt liierans: 

und ebenso die andern auf n", ti'' . . . bezüglichen Gleichungen. 

Miiltiplicierb inan die bcitlen vorstehenden Reihen von Ulei- 
chungeii mit einander, so erhalt man: 

(i) -(-')';";>). 

wobei li die Anzalil der Faktoren ;t', k'",..., welche von der Korra 
4i'( 4" ^ sind, bedeutet. 

Ist zunächst Ä und somit p von der Form in -]- 1 , so miifs 
die Zahl k gerade sein, und demnach ist 

(^)-(i), ... a». (4)..{i). 

ümgehehii folgt hieraus 

(l)-(i)."^»© = + '. 

Somit ist Ä ein Teiler von f -\- aßn'^. 

Ist zv^eitens Ä sowohl wie p von der Form in -j- 'd, ko ist die 
Zahl h ungerade, und es ist: 



(4) = ("i)' (f). 
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HieraiiK erglübt sich Jiadi dem Ueciprocitätay« 

(_ip-(_«-)_(_i)^+'=- 

und dies reduziert sieh auf: 



oder: 
Mithin ist: 



(5)-- 



--^\ 



= 1, 



und daher Ä eböulalla ein Teiler von t^ + aßit^. 

Der Sehlul's, dafs Ä ein Teiler von t^ -I- ctt^ sei, ist also richtig, 
wie beschaffen auch der Koefficieiit j) sein möge, und es nuterliegt 
keinem Zweifel, dal's er ebenfalls gelten würde, wenn c das Produkt 
von mehr als awei PrimEahlen wäre. 

232. 
Man erkennt nunmehr, dafa jeder Teil unsrer Tat'olu melii-ere 
Sätze liefert, welche Beziehungen zwischen den linearen Formen 
der Primzahlen und ihren quadratiaclien Formen ergeben. Die 
bemerkenswertesten von diesen Sätzen, oder diejenigen, welche 
sich auf die einfachsten Formeln beziehen, sind folgende: 

Aus Tafel III. 

1) Jede Primzahl von der Form Sx -j- 1 oder 8x -\- 7 ist von 
der Form f — 2s\ 

2) Jede Primzahl von der Form 12,t -{- 1 ist von der Form 
y-! — 32^j nnd jede Primzahl von der Form 12.^ + it ist von der 
Form 'dy^ — /^. 

3) Jede Pnmzahl von einer der Formen '20x -\- 1, i), 11, 19 ist 
von der Form if — 5«^. 

4) Jede Primzahl von der Form 24a: -|- 1 oder 243; 4" 1-J ist 
von der Form y^ ~ 6s^, und jede Primzahl von der Form 24ä; -|- 5 
oder 24« + 23 ist von der Form Gy^ — s^. 

5) Jede Primzahl von einer der Formen 28»: + ^, ^> 25 ist von 
der Form y* — 7s^, und jede Primzahl von der Form 28a; + 3, 19, 
27 ist von der Form li/ -~ ^. 
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6) Jede Primzahl von einer der Formen 403; + 1, 9, 3), 39 ist 
von der Form j/^ — 10^^, und jede Primzahl von einer der Formen 
40a; + 3, 13, 97, 37 ist von der Foi-ni 2y' — 5s\ 

7) u. s. w. 

Aus Tafel IV. 

1) Jede Primzahl von der Form 4a: + 1 ist von der Form j/^ -j- s^ 

2) Jede Primzahl von der Form 20a; -|- 1 oder 20fl; + 9 ist von 
der Form ^ + 55^, nnd jede Primzahl von der Form 2O3; + 3 oder 
20a^ + 7 ist von der Form 2/ + 2ys + 3ß\ 

3) Jede Primzahl von einer der Formen Ö2x + 1, 9, 17, 25, 
29, 49 ist von der Form p^ -\- 132^, und jede Primzahl von einer der 
Formen 52a; + 7, 11, 15, 19, 31, 47 ist von der Form 2y' + 2ys + 1s\ 

4) u. s. w. 

Ans Tafel V. 

1) Jede Primzahl von der Form Ga; + 1 ist von der Form 
y^ ~h y^ -\- ^^ oder, was auf dasselbe hinauslrommfc, von der Form 
f + 3s^. 

2) Jede Primzahl von einer der Formen Ux + 1, 9, 11 isi{, von 
der Form y^ -\- 1b^. 

5) Jede Primzahl von einer der Formen 22a; -Y 1, 3, 5, 9, 15 
ist von der Form J/^ + «/3 + Zs^. 

4) Jede Primzahl von der Form SOa; -f- 1 oder 30a; -f 19 ist 
von der Ferm y^ -f- 15^^, und jede Primzahl von der Form 30a; -f- 17 
oder 30a; + 23 ist von der Form 3»/^ + 5^^. 

5) u. a. w. 

Ans Tafel VI. 

1) Jede l'rinizahl von der Form 8a; -f" 1 wler 8a; -j- ^ ist von 
der Form y^ -|- 2^^. 

2) Jede Primzahl von einer der Formen 40a; -f- 1, 9, 11, 19 ist 
von der Form y^ -\- lOs^, und jede Primzahl von oinei- der Formen 
40a; + 7, 13, 23, 37 ist von der Form 2y^ -f 5s^ 

3) Jede Primzahl von einer der Formen 1043; -f- 1, 3, 9, 17, 
25, 27, 35, 43, 49, 51, 75, 81 ist von einer der Foraien y"" + 26s= 
nnd Zy^ ■^'iys -\-^^, und jede Priraza,hl von einer der Formen 
104a; + 5, 7, 15, 21, 31, 37, 45, 47, 63, 71, 85, 93 ist von einer 
der Formen 2j/^ + 13s^ und %y^ + 4j/ß -f- 5^^. 

4) u. s. w. 

Aus Tafel VII. 
1) Jede Primzahl von der ]''orm 24a; + 5 oder 24a: -f ^1 ist 
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von der Form 2j/^ + '^^^i "i<l j^de Primzalil von der Form 243;+ i 
oder 24a: + '^ ^^^ ^o" '^^'■' Form y^ + 6^^. 

2) Jede Primaahl von eiuer der Formen 56 a; + 3, 5, 13, 19, 
27, 45 ist von der Form 3«;^ + 2i/.? + 5^^^, und jede Primzahl von 
einer der Formen 56a: +1, 9, 15, 23, 25, 39 ist von einer der 
beiden Formen if + 1^*^^ ^'^^ 2)/^ -\- Is^. 

3) Jede Primzahl von einer der Formen 88a: + 13, 19, 21, 29, 
35, 43, 51, 61, 83, 85 ist von der Form 2y^ + 11^^ und jede Prim- 
zahl von einer der Formen 88a: -|- 1, 9, 15, 23, 25, 31, 47, 49, 71, 
81 ist von der Form y^ -\- 22s^ 

4) Jede Pi-imzahl von einer tlev Formen 120.^■ +11, 29, 59, 101 
ist von der Form by^ + 6ß^. 

Jede Primzahl von eiuer der Formen läOa; -|- 13, 37, 43, 67 ist 
von der Form 10/ + Zs\ 

Jede Primzahl von einer der Formen 120a: + 1, 31, 49, 79 ist 
von der Form / + 30^:^. 

Jede Primzahl von einer der Formen 120,«+ 17, 23, 47, 113 
ist von der Form 2/ + 15^^ 

5) u. s. w. n. s. w. 

Lagrange war der erste, welcher den Weg zur Entdeclumg 
derartiger Sätze bahnte (man sehe die AbhandUmgeu der Berliner 
Akademie vom Jahre 1775). Indessen sind die Methoden, deren sich 
dieser bedeutende Mathematiker bediente, nur in sehr wenigen Fällen 
anf die Primzahlen von der Form 4w + 1 anwendbar. Die in Be- 
zug auf diese sieh darbietende Schwierigkeit kann nur mit Hülfe des 
ßeeiproeitätsgesetzes, welches ich zuerst in den Abhaudlungen der 
Pariser Akademie der Wis sensehaften vom Jahi'e 1785 angegeben 
habe, vollständig beseitigt werden. 

§ 13. 
Andere Sätze, die (juadratisciieji Formen der Zahlen tietrelfeiid, 
233. 
Ist P irgend eine Zahl, welche in der Formel t^ + cu^ auf- 
geht, und als solche in dem quadratischen Teiler py^ + ägj/a + ra* 
enthalten, so kanu mau 

F =^ P(c' -\- 2qa^ -hrfi^ 
setzen. Bestinunt man sodann zwei Zahlen a", ß'^ der Gleichung 
K^ — ßa" = 1 gemäfs, und setzt man ay + «*•« mid ßy + /3^« an 
Stelle von y und s, so geht der quadratisclie Teiler 
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über in die Form 

Pf-i-2Qys + Bs\ 
Ist P' eiu andrer Tfiiler, der in derselben Formel py^ -\- 2qys + rs^ 
oder in der ilic äquivalenten Fif -\- 2Qyg -]- Tt^^ entbalt^n ist, so 
Itann man 

setzen, nnd dies giebt: 

PP'^ (r,w + Qvf + cv\ 
Mithin: 

Sind P und P' zwei Teiler der Formel i^ -|- c«^, welclie 
alle beide in einer und derselben quadratischen Formel 
py^ -\- 2qys :h^^^ enthalten sind, so ist ihr Produkt PP' 
stets von der Form f + cu^- 

Sind umgekehrt die beiden Zahlen P und P' so be- 
schaffen, dafs PP'^ t^ ^eti.^ ist, wo t und u prim zu eiii- 
ünder sind, eo behaupte ich, dafs diese beiden Zahlen ku 
demselben quadratieclien Teiler gehören, 

Da nämlich t und n prim zu einander sind, so müssen es u und 
P ebenfalls sein; man kann also setzen: t^^Py-^-Qv, wo y und Q 
unbestimmte Gröfsen sind. Dies giebt: 

Da in diesem Ausdrucke u und P keinen genieiuschaftlichen Teiler 
haben, so sieht man, dafs ^^ + c durch P teilbar sein mufs. Set/t 
mau also l^^ + c = Plt, so erhält man: 

P'= Py^ + 2 Qyu -f EuK 

Betrachtet man y und m als unbestimmte Gröfsen, so stellt die 
rechte Seite einen der quadratischen Teiler der Formel t^ + cn^ dar, 
mid es ist klar, dafs dieser Teiler zugleich P und P' enthält. Wenn 
also die Vieiden Zahlen P und P' so beschaffen sind, u. s. w. 

234 

Jede Primzahl A, welche in der Formel i^ + ctt^ auf- 
geht, kann nur zu einem einzigen quadratischen Teiler 
dieser Formel gehören. 

Denn wenn die Primzahl Ä zu zwei verschiedenen quadratischen 
Teilern gehörte, so könnte miui diese in zwei andere transformieren, 
in denen A der Koefficicnt des ersten Gliedes wäre (No. 233). Rind 
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Äff + 2B yi + C i' 
A,f + 2B-y« + C'«- 
diese beiden Teiler, so kann man gleichzeitig A > 2ß nnd > 2ß' 
annehmen; denn wenn 25 > A wäre, so raüfste man y — ms für y 
setzen und m derart bestimmen, dafs der Koefficient von ys nicht 
gröfser als A wäre. Nachdem dieses festgestellt ist, hätte man stets: 
B^- AG= B'^ - ^C'= + c; 

mithin wäre - -. eine ganze Zahl, und da A Primzahl ist, so 

miifste A in einem der Faktoren B + 5', B — B anfgehen. Ua 
aber JJ und B' alle beide kleiner als -^ A, oder eins Yon ihnen 
höchstens gleich -^A ist, so sind die Zahlen B -\- B' und B — ^ 
kleiner als A und daher ist weder der eine noch der andere 
Faktor durch A teilbar, wofern man nicht B = B' annimmt. Alsdann 
aber sind die beiden in Rede stehenden quadratischen Teiler identisch; 
folglich kann die Primzahl A, welche in der Formel t^ + cu^ auf- 
geht, nur zu einem einzigen quadratischen Teiler dieser Formel gehören. 
Bemerkung, Dieselbe Schlufsfolgenmg würde gelten, wenn A 
das Doppelte einer Primzahl, und allgemein, wenn A irgend 
eine Potenz einer Primzahl oder das Doppelte dieser 
Potenz wäre. Denn die Gleichung — Y — =^ ^ läfst nur eine einzige 
Lösung zu, wenn A von der erwähnten Form ist, oder allgemeiner, 
wenn A = a"9' oder 2a^'9- ist, wo 9- einen durch a nicht teilbaren 
Teiler von c und k eine Primzahl bedeutet. (Siehe No. 193), Mit- 
hin kann in allen diesen Fällen, welche ziemlich umfassend sind, die 
Zahl A nur in einem einzigen quadratischen Teiler der Formel 
t^ -h cu^ enthalten sein, 

235. 
Ist dagegen ji eine zusammengesetzte Zahl, so kann es 
mehrere quadratische Teiler der Formel t'^ -\-_ cii^ geben, 
weiche die Zahl A enthalten. 

Der quadratische Teiler nämlicli, welcher A enthält, kann dar- 
gestellt werden durch die Formel Ay^ -\- 2Bysi + CV, wo 2B < A 
und B' — ÄC == + c ist. Da nun Ä bekannt ist, so kann man für 
B jede Zahl nehmen, welche der Gleichung —^- == ß g^*iügt, vor- 
ausgesetzt, dafs diese Lösung zwischen und — - A liegt. Wenn 
temer A ungleiche und mit c keine gemeinsamen Primfaktoren hat, 
so besitzt diesf Gleichung, wie wir bereits in No. 193 gesehen haben. 
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2'"^ Lösungen, wobei i die Anzahl dieser Faktoren (aufaer 2) au- 
giebt. Mithin giebt es ebenfalls 2'—^ quadratiaelie Teiler 

Ay' -{- 2Bpg + ÜB' 

oder Formen von quadratischen Teilern, welche A entliaiten. Es 
kann jedoch vorkommen, daXs mehrere dieser Teiler, auf den ein- 
fachsten Ausdruck reduciert, nicht von einander verschieden sind, so 
dafs mit Eückaicht auf die angegebene Grenze die Anzahl der die 
Zahl A enthaltenden quadratischen Teiler zwar nicht gröfser als 
2'~^, wohl aber kleiner als 2'~^ sein kann. Dies ist am so augeß- 
scheinlicher, als die Anzahl der quadratischen Teiler einer und der- 
selben Formel t^ + CM^ zuweilen sehr gering ist und sich manchmal 
auf einen oder zwei reduciert, während die Gröfse 2'~', welche die 
Anzahl der Werte von S darstellt, wenn man eine aus mehreren 
Faktoren zusammengesetzte Zahl Ä nimmt, so grofs werden kann 
als man will. 

Bemerkung. Bis hierher haben wir die Teiler der beiden 
Formeln t' ■-{- cu^ und f — cu^ unterschiedslos betrachtet; von nun 
an werden wir uns in diesem Paragraphen nur mit der 
eisten Formel t' + '^w^ ^^"^ deren quadratischen Teilern 
beschäftigen, 

2.%. 

Jede Primzahl A, welche von der (i'orm y' -\- as'^ ist, 
wo a eine positive Zahl bedeutet, kann nur ein einzigea 
Mal von dieser Form seiu, so dafs man also nicht gleich- 
zeitig A = p-\-ag^ und A = f'^-\-ag'^ haben kann, wo ^ 
verschieden von g ist. 

Nehmen wir an, dafa diese beiden Formen, falls es moglieh wäre, 
gleichzeitig stattfänden, und dafs somit 

r + ag'-f"+ag'% 
oder 

wäre, so müfste f~\-f' durch einen Faktor von a und f—f durch 
einen andern Faktor teilbar sein. Ist also a = mn, wo m und n 
zwei unbestimmte Faktoren sind, so hat man: 

f-\- f't== mh, f — /"'=' nh, 
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Ist 9) der grSfste gemeinschaftliche Teiler von /* iiiiil c/'-j- (/, fio kann 
man setzen: 

Sü tlafs man nur noch der Gleichniig 

^l = {(,■— (j)v 

laiider siml, m 



Hieraus folgt: 



m gmii 
mnfs 


■ig™ 


hat. 


Di. 


mm aber (t imd j' prim 711 


em, 


»dn, IV 
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eine 1 


leue 
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Gröfse darstellt 
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1 
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MitMii 


ist: 
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/'* 


+ »y^ 


Od. 


" ^-\ V 


,n + v'»){,mp- 


+ 



Da nun A eine Primzahl ist, so niufs der eine der beiden Faktoren 
auf der rechten Seite, z. B, m^i? ■\- nv^, gleich 4 oder gleich 2 sein. 
Ist znerst m^^ + nv^ = 2, so kann aiaii weder (t = noch 
V = setzen, weil jede dieser beiden Annahmen die beiden Fomieii 
f^-\-ag^ und f'^ ■]- ag"^ identisch machen würde. Mithin besteht 
die einzige Art, dieser Gleichung zu genügen, darin, dafs man a.Uo 
Zahlen m, n, (i, v gleich der Einheit annimmt. Alsdaim a.ber hättp 

« = 1 , /■ = - (g, + ^) , ff =Y i<P — ^) 

/"= Y {fp — t) , ff' = l ('P + ^)> 
und es würden somit f^ ■}■ ag^ nnd /"" -j- ag'^ gegen unsre Annahme 
nur eine und dieselbe Form -7- (?" "I" ^)^ ^~ 4 t'' — ''')^ darstelieii, 

Ist zweitens m(t^ + "''^ = 4, so giebt es, da mau ebenfalls 
weder ft = noch v = setzen kann, nur zwei Arten, diese Glei- 
chung zu befriedigen, die eine, wenn man m = n = 2, fi = v = X setzt, 
die andere, wenn man m = 1, w = 8, (i =-- v = 1 setzt. Der erste 
Fall ergäbe A = 2qD^ + 2^^; es würde somit A keine Primzahl sein. 

Im zweiten Falle erhält niant 

A^ip'-\-Zi,\ f= \ (g) + 3)/;), y = 1. (90 — )/.). 

Diese letzteren Werte kimnen aber nur statttindcn, wenn <p und lii 
entweder alle beide gerade, oder allo beide ungera.de sind; bei jeder 
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dieser beiden Aniiahmeü würde aber (p^ -\- 3^^ oder A durcb 4 teil- 
bar sein. Mitbin tann die PriniEahl Ä in keinem Falle auf zweierlei 
Weise durcli dieselbe Formel y^ -|- az^ dargestellt werden, 

Bemerkung. Wenn eine Zahl A auf zwei verscbiedene Arten 
durch die Formel y^ -\- as^ dargestellt werden kann, so ist diese 
Zahl notwendig eine zusammengesetzte Zahl, deren beide Faktoren 
sogar nach der vorhergehenden Analyse sich bestimmen lassen. Es 
ist jedoch zu beachten, dafs dieser Satz nicht mehr richtig 
wäre, wenn a eine negative Zahl ist; denn nimmt man an, dafs die 
Gleichung A = y'^ — as^ eine Lösnng besitze, so besitzt dieselbe 
unendlich viele. 

237. 
Wir haben bereits Gelegenheit gehabt zu bemei'ken, dafs das 
Produkt der beiden ähnlichen Formeln x'^ + ay^, p^ -{- aq^ eine eben- 
solche Formel gicbt, welche in den beiden Formen sieh darstellen 
läfst: 

(px — aqyf + a{py + q^xf 
{px + aqyf + a(py — qxf. 
Man kann sich hiervon durch die einfache Entwicklung der beiden 
GrÖfeen überzeugen. Man kann jedoch die Form dieser Produkte 
auch direkt finden, wenn man beachtet, dafs die beiden Faktoren 
x^ -j- fflj/^ und jf -f- aif gleichbedeutend sind mit den vier folgenden : 

^ -\- yV— ^, ^ ~ If V— «, P + 3 V — ■ o-t p- — 1 V— ff- 
Multipliciert man nun die beiden Faktoren a: + j/ "l/— a Lind 
j> -{- g y— O mit einander, so ist das Produkt gleich: 

px — aqy + {py + qx) Y^^i. 
Die beiden andern Faktoren ergeben ebenso als Produkt: 

px — aqif — {py + qx)y— a, 
und das Produkt dieser Produkte ist; 

{px — aqyf + a(py + g3!)l 
Das P.esultat würde dasselbe sein, wenn man das /eichen von q 
änderte; mithin ist eine andere Form des Produkts: 

{px-\'aqyf-]-a{py- qxf. 
Diese Formeln gelten, welches auch das Zeichen von a sein möge. 
Das Folgende setzt aber voraus, dafs a positiv sei. 
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238. 
Wenn die Formel x^ -\- ay^ eine zusammengesetzte Zalil N dar- 
stellt, welche m-mal von der Form x^ -\- ay^ seiu möge, iiut! wenn 
p^ -|- aq^ eine Primzalil A darstellt, so sieht man nach der vorher- 
gehenden Nummer, dafs das Produkt AN 2m Formen, ähnlieh der 
Form x^ -{- ay^, annehmen kann, vorausgesetzt jedoch, dafs N nicht 
teilbar iab durch A. Man wird sogleich sehen, warum wir diese 
Einschränkung machen. 

Wenn die Primzahl A von der Form jf' -|- a^ ist, so ist das 
Quadrat der Zahl A einmal von der Form x^ und einmal von der 
Form x^ + ay^, denn man hat nach den vorstehenden F''ormeln: 

A^ = (ß^ + a^y und A^ = (p* — a>ff -\- a(^pqf 
Wenn demnach die zusammengesetzte Zahl N »«-mal von der Form 
x^ + '^y'^ iis*) ™^^ wenn die Primzahl A ebenfalls die Form p^ -(- aq^ 
besitzt, so wird das Produkt 1>IA^ 3jk Formen von der Art wie 
X^ -^ aY* annehmen können, und unter diesen giebt es 2m Formen, 
in denen X. und Y keinen gemeinschaftlichen Teuer A haben, und 
m Formen, in denen sie einen solchen besitzen. Es wird dabei 
ebenfalls vorausgesetzt, dafs A kein Teiler ist von N. 

Ist die Primzahl A immer von der Form p* -\- a/f, so ist der 
Kubus von A zweimal von eben dieser Form; denn es ist A^ von 
der Form (p — agf -f- a(2pq)^, und multipliciert maii diese Gröfso 
mit (p^ '\- Ulf), so ergeben sich die beiden Formen: 
{f — ^apqy + a{?,fq — aq^ 
(ij"+ apq^'f -{- a{ p^q -\r aqy. 
Wird die letztere durch X^ + aY^ dargestellt, so sieht man, dafs 
X und Y den gemeinschaftlichen Teiler A haben, imd dafs sieh diese 
Form auf {pAY + a[qAy reduciert, also auf dieselbe Form, a.ls ob 
man einfach ^ -\- ag^ mit A^ multipliciert hätte. 

Allgemein, ist A eine Primzahl von der Form p^ -{- nq^, so 
kann man 

A'-T' + ««' 
setzen und erhält zur Bestimmung von P und Q die Gleichung: 

{P + 2 1/=^)" = i* + e l/-"^t, 

in welcher man nach Entwicklung der linken Seite die rationalen 

Teile sowohl wie die irrationalen Teile unter sich gleichzusetzen hat. 

Nun ist aher auch A" =' A^ - A"'~'^, so dafs man, wenn raau 

A'-'-P' + aq^ 
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setzt, eiueu nciieu Wert von A" erhält, welcher lautet: 

lÄpy + a(A<jy. 

Eiiieu ähuliebeu Wert folgert man aus Ä^ • A""''- u. s. w. Mithin 
gieht es ebenso viele verschietJeue Formen X^ -\- aY^ ifir die 
Potenz A", als es in 1 4" -5" Eiubeiten giebt; aber unter diesen 
Foriuen giebt es nur eine einzige, in welcher X und Y prim zu ein- 
ander sind. In allen andern haben X und Y der Reihe nach A, 
A^, Ä\ ... als genieinschaftliehen Teiler. Mithin ist der Wert von A" : 
wenn n = 2, einmal A^ und einmal von der Form X^ + «y^ 
wenn n = 3, zweimal von der Form X^ + aY^ 

wenn w = 4, einmal A* und zweimal von der Form X^ + <^Y^ 
wenn n = ö dreimal von der Form X^ + aY^ 

n. s. w. 
Da jeder Faktor X^ -|- a Y^, wenn man ihn mit einer Zahl von 
derselben Form multiplieiert, zwei Eesultate von eben dieser Form 
hervorbringt, während X^ allein nur eines giebt, so kann man all- 
gemein, sclüiefeen, dafs das Produkt aus einer Formel /'^ + ag^ und 
ji" » + 1 Formen von der Art wie x^ -\- aif annehmen kann, welche 
alle von einander verschieden sind, vorausgesetzt, dafs A uiclit in 
/"■' -|- ag^ aufgeht. 

Wenn demnach jV" = ß" §^ y"" . . , ist, wo a, ß, y . . . Primzahlen 
und sämtlich von der Form p^ -j- aq^ sind, so ist die Zahl N 
ebenso oftmal von der Form a;" -(- (tj/^, als das Produkt 

i(»+l)(»+l)(n"+l)(»'"+l)... 
Einheiton enthält. Diese Zahl ist gleich der halben Anzahl der 
Teiler von JV, oder gleich derjenigen, welche angiebt, auf wie viele 
Arten man die Zahl N in zwei Faktoren zerlegen kann. 

In dem Falle, wo (h -f- 1) («'+ 1) ■ - - ungerade ist, würde das 
Residtat auch noch richtig sein, wenn man nur den übrigbleibejiden 
Bruch Y ^^^ 1 rechnet. 

Ist rt=l, oder ist die in Rede stehende Form x^ ~{- y'^, so 
kommen der Faktor 2 und seine Potenzen gar nicht in Betracht und 
ändern nicht die Anzahl der Formen des Produkts. Denn multipli- 
eiert man x^ 4- y^ mit 2, so erhält man nur ein Produkt von der- 
selben Form, und dieses ist: {x + j/)" + (.j: — yY- 

239. 
Um eine Anwendung der allgemeinen Formel zu «eben, 
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betvacliten wir die drei Zahlen 5, 13, 17, ivelclie allo drei von der 
Form p^ -{- 3" sind. Man fmdet so; 

1) Das Produkt 5-13-17 ist ^- ■ 2 - 2 - 2 odor viermiil vou der 
Form p'^ -j- q'. 

2) Das Produiit 5^ ■ 13 ist - -3-2 oder dreimal von derselben 
Form. 

3) Das Produkt 5^ - 13^ -17 ist --- - 3 ■ 3 - 2 oder neunmal vüü 
dieser Fovm. 

i) Das Produkt 5* ■ 13* ist — - 5 - ö oder dreizelinmal die 
Summe zweier Quadrate. Alle diese Satze sind leicht zu beweisen. 

Das umgekehrte Problem, welches beim ersten Anblick sehr 
schwierig erscheinen könnte, löst sich sehr einfach, wenn man auf 
das bei der direkten Lösung gefundene Resultat achtet. 

Es sei z. B. die Aufgabe gestellt, eine Zahl ku finden, welche 
dreifsigmal von der Form p^ + 2g^ ist. Die einfachsten Zahlen dieser 
Form sind die Primzahlen 3, 17, 19, 41, 43, . . . Bezeichnet mau 
diese durch cc, ß, y,... und die gesuchte Zahl duruh a" ß" j' ., 

so mufs man bewirken, dafs 30 = y (n + 1) (»'+ i) Ui -{- l) . . 
werde. Dazu zerlege man 60 in Faktoren, die Primzahlen sein 
können oder nicht, z, B in 3 ■ 4 ■ 5, und vermindere jeden Faktor 
um eine Einheit. Dadurch erhält man 2, 3, 4 für die Werte you 
n, n, n". Mithin ist a^ ß^ j»* eine der gesuchten Zahlen; es mufs 
also z, B. 3* ■ 17^ ■ 19^ der Aufgabe Genüge leisten. 

Diese Lösung ist von Fermat ohne Beweis in seinen Anmer- 
kungen zum Diophant Seite 128 angegeben worden. 

Der Satz in No. 236, von dem wir soeben verschiedene An- 
wendungen gegeben haben, enthält eine wesentliohe und sehr 
bemertenswerte Eigenschaft der FrimzaMeu; er läi'st sich in- 
dessen noch bedeutend verallgemeinern, wie man aus den folgen- 
den Sätzen erkennen wird. 

240. 
Jede in der Formel mp^ -{- nsi^, wo m und n positiv*) 

*) Die Zahlen m und n müsseii prim zu einander sein, da mf -\- ng^ gleich 
einer PrimKilil ist. Man kann aber ferner noch voraussetiien, dar« m und w 
keinen quadratischen Faktor haben; denn wäre m •= m'a'', so würde oflenbar 
die Formel my' + mz' in m'y^ -f nm" enthaiteu sein. Änm. d, Verf. 
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aiad, eutlialtoiie PrimKabl A läl'st isich nicht aui Kwei ver- 
schiedene Arten durch diese Formel ausclrücben, so dafs 
man, wenn A = mf^ + n<)^ ist, nicht zn gleicher Zeit 
A = H(/"^ -]- tt</'S wo (/' von 3 verschieden ist, haben kann. 
Hätte raan gleichzeitig: 

so würde hieraus folgen: 

(1^11 = g'"'-g" . 

hl (lieser Oleichung mufs jede Seite eine gau/e Zahl sein, da in 
uud « kernen gemeinschaftlichen Teiler haheii. Ut daher u = aß, 
in = yS, so kann man allgemein setzen: 

und dies giebt: 

2g^y3iF-ÖIiQ, 

Amf + ^luj' oder 4A = {ccyM'' -\- ßÖQ^) («djV^ + ßyF'). 

Nun kann aber, da A eine Primzahl ist, diese Gteiehnng nur 
Ijestehen, vcenn einer der Faktoren der rechten Seite gleich 4 oder 
gleich 2 ist. 

Ist erstens ayJlP -\- ßdQ'' = 2, so bemerke ich, dal's keine 
der Zahlen 31, N, F, Q gleich angenommen werden darf, weil 
durch diese Annahme die beiden Formen mf^ + ng^, mf'^ + n/^ 
identisch werden würden. Man kann also der vorigen Gleichung 
nur genügen, wenn man ccßyö ^^ 1 und Jlf ^^ § = 1 setzt. Alsdann 
aber würde die Zahl A von der Form y^ -\- ^ werden, und könnte 
dieselbe mithin nur einmal von dieser Form sein (No. 236). 

Ist zweitens ciyM^ -\- ß6^ = 4:, so kann diese Gleichung 
nur gelten, wenn man «^^5 = 3 und M= § = 1 setzt. Alsdann 
würde die Zahl A von der Form y^ -|- Ss^ sein, und dies käme wie- 
derum auf den bereits in No. 236 untersuchten Fall zurück. 

Mithin kann in allen Fällen die Primzahl A nur auf eine Weise 
durch die Formel mif -\- nz^ dargestellt werden, 

241. 
Das Doppelte einer Primzahl A kaun ebenfalls nicht 
auf KW ei verschiedene Arten durch dieselbe Formel mi^'^-j' ^^^ 
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dargestellt werden, so dafs man, wenn 2A = mf'^ -{- ntf ist, 
nicht zu gleicher Zeit ^A=^ mf'^ -\- ng"^, wo <j' von g ver- 
schieden ist, haben kann. 

Denn "bleibt alles wie beim vorhergehenden Satze, so gekngt 
man ebenso zu der Gleichung; 

Damit aber diese Gleichung bestehen könne, mufs einer der Faktoren 
der rechten Seite gleich 2, gleich 4, oder gleich 8 aein, ohne dafa 
jedoch eine der Zahlen M, N, P, Q gleich wäre. 

Ist erstens ayM^ -\- ßSQ^ ^=2, so kann diese Gleichung nur 
stattfinden, wenn «^y^ ^ 1 und M=Q = 1 ist. Alsdann aber 
würde 2Ä voJi der Form y^ ■^ s^ sein. Hätte man also: 

2A=r- + 'j'-r'+g', 

so erhielte man hieraus: 

Mithin würde die Primzahl A zweimal von der Form y' + s' sein, 
was unmöglich ist (No. 236). 

Ist zweitens ayM} -\- ßSQ^ = 4:, so besteht die einzige Art, 
dieser Gleichung zu genügen (ohne dafs man M oder Q gleich 
setzt oder aßyS durch eine Quadratzahl teilbar annimmt), darin, dafs 
man aßy8 = ^ und M = Q =\. setzt. Alsdann aber hatte man 
2A = f'^-\- dg^f eine Gleichung, welche unmöglich ist, da die linke 
Seite von der Form 4n + 2 ist, während die rechte stets entweder 
ungerade oder ein Vielfaches von 4 ist. 

Ist drittens ayM^ -\" ßdQ^ = S, so ist zunächst leicht zu 
sehen, dafs in diesem Falle ctßyd oder mn keine gerade Zahl sein 
kann; denn setzt man z. B. ay = 2, ^d = 3, so würde man die 
Gleichung 2M^ + ^N^ = 8 erhalten, welcher man nur dadurch ge- 
nügen könnte, dafs man N^O setzt. Die andern geraden Werte 
von mn könnten nur 2 oder 10 sein; man würde aber ebenso er- 
kennen, dafs sie unzulässig sind. 

Es bleiben also nur die ungeraden Werte von mn oder aßyd 
zu untersuchen, wenigstens diejenigen, für welche die Summe der 
beiden Faktoren ay + ßÖ nicht gröCser ist als 8; denn es ist die 
(TTÖfse ayM^ + ß'^Q^ wenigstens gleich dieser Summe, da man 
weder M noch Q gleich setzen darf. 

Da der Fall mn = 1 bereits untersucht ist, so sei mn = 3. 
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Dann erhalt man M^ + 3Q^ = 8, eine Gleichung, deren Unmöglich- 
keit augenscheinlich ist. 

Ist mn = 5, so erhillt man M" -\- 6Q^ = 8, eine Gleichung, die 
ehenfalls unmöglich ist. 

Ist mn = l, so erhält man M'' ■\- "i Q'^ = S. Diese Gleichimg 
ist awar möglich, man erhielte aber dann 2A = f^ + 1(/^, und diese 
Gleichung ist unmöglich, weil die rechte Seite entweder ungerade 
oder ein Vielfaches von 8 ist. 

Wegen des quadratischen Faktors darf man nicht mn = 9 setzen; 
ebenso wenig mn = 11 oder mn == 13, da 1 -|- 11 imd 1 -|- 13 
gröfser sind als 8. 

Ist endlich mn = 15, und ay = 3, ßd = 5, so ist die Gleichung 
5M^ -^ 5Q^ = 8 möglich. Alsdann aber hätte man 2^ = /^ -f- lö^^ 
oder 2A = Zp + 5^^, Gleichungen, welche alle beide unmöglich 
sind, da die rechte Seite entweder ungerade oder ein Vielfaches 
von 8 ist. 

Mithin kann in keinem Falle das Doppelte einer Primzahl auf 
zweierlei Weisen in der Formel my^ + '"■^^ enthalten sein. 



Jede Primzahl F oder das Doppelte einer Primzahl, 
welche in der quadratischen Formel py'^ -f- 2g)/s -|- 2rcif^ ent- 
halten ist, kann nur auf eine Weise durch diese Formel 
ausgedrückt werden, so dafs, wenn man 

hat, nicht zu gleicher Zeit 

F^er + Sqr'j+^'a' 

sein kann, (Man setzt stets voraus, dafs p ungerade und 2p7i — if 
gleich einer positiven Zahl c sei.) 

Wir bemerken zunächst, dafs der Fall, wo P das Doppelte einer 
Primzahl ist, leicht auf den Fall zurückgeführt werden kann, wo P 
eine Primzahl ist. Denn ist: 

2A=pp-\-2qrg' -\-2«g-\ 
. f und f gerade sein. Setzt man also /'= 2h, f = 2/i', 



so erhält man; 

A = 2j)/t^ 4- 2qhg ■{- ng^ 

A = 2ph'^ + 2q}ig' + Jt/^- 
Wenn es also unmöglich ist, dafs eine Primzahl A auf zweierlei 
Weisen in einer und derselben quadratischen Formel enthalten sei, 
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80 ist es gleichfalls unmöglich, dafs daa Doppelte 2Ä derselben, durch 
die quadratische Formel, welche 2Ä euthält, auf zwei Arten aus- 
gedrückt ■werden könne. Umgekehrt, weun der Sat'i für diai Fall 
F = 2Ä bewiesen wäre, so würde er es auch für den Fall P=A 
seiu. Aus diesem Grunde reicht es hin, einen von diesen Fällen zu 
betrachten. 

Es sei also A eine Primzahl, welelie in der Eorrael 
py^ ■{- 2qys -i- 27i:.v% 
die man als einen der quadratischen Teiler der Formel t'^ + ^^^^ ="!■ 
sehen kann, enthalten ist. Setzt man; 

A=iif^+ 2qfy + 2n!/% 
mid substituiert man, nachdem man /"'* und y" der Gleichung 

gemäi's bestimmt hat, fy -\- fz und <j>j -{- (fs an Ötelle von y und 2 
in die Formel py' + 2qysi + 2ots^, so wird diese Formel von der 
Form; 

Af-^2Bv^ + ÜB\ 
wobei AC — i'^ = c ist. 

Wenn demnach die Zahl A auf zwei verschiedene Weisen in der 
gegebenen Formel py^ + 2qyz -\- 2'xi:''- enthalten wäre, so nitilsle 
man der Gleichung 

A'^^Äy' -\- 2Bys-\- 6V 
genügen können, ohne dafs man 5 = setzt. Multipliziert man diese 
Gleichung mit A, so ergiebt sich: 

A^ = {Ay + Bs? + (:&% 
oder: 

A^ ~ (Ap -^ B sf == csK 
Ist c = niii, wo m und n zwei unbestimmte Faktoren sind, so kajui 
man setzen: 

A-i- Ay-\- Bs = mM 
A^ Ay — jDs = njy, 
wodurch die aul'zulösende Gleichung übergeht in: 

Mn = g^. 
Dieser Gleichung genügt man aber allgemein, weun njaa 

Jli"=Af^% N^lv'^, s = X^v 
setzt, wo fi und v prim zu einander sind. Man erhält also: 
A ■{- Ay -\- BXjiv = mlii^ 
A — Ay — B?,^v = 7ilv^, 
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und hieraus folgb: 

Dieses Keaultatj welches gilt, wie bescliafieu aucli A sein möge, 
zeigb, dafa, wenn irgend eine Zahl Ä auf zwei versehiedeue Avten in einer 
und derselben quadrabischen Formel py- + 22j/s -f- 2ät;s^ enthalten 
ist, das Doppelte 2A derselben das Produkt von zwei Faktoren A, ra ist, 
von denen der eine co die Form mif -{- ns^ (wo mn = c) besitzt, 
der andere l kleiner als —^ ist. 

Ist jetzt A eine Primzahl, so kann man, weil man von dein 
Falle c = 1 absehen darf, weder A = J. noch X = 2A setzen; mithin 
mufs, da, l ein Teiler von 2A ist, A gleich I oder gleich 2 sein. 
Man erhält daher 

entweder A = m^^ -|- nv'^ 
oder 2A = mii^-^-nv'. 
Ist erstens A = ^n^ -{• nv^, so ist die Primzahl A in der 
Formel my' -f- «2^ enthalten, und diese ist einer der quadratischen 
Teiler der Formel t^ -\- cii^. Da jedoch eine und dieselbe Primzahl 
nicht zu zwei verschiedenen quadratischen Teilern derselben Formel 
t^ -\- cu^ gehören kann, so folgt daraus, dafs die Formel mif^ -f- ns^ 
mit der gegebenen Formel py^ ~\~ 2qyz -f- 2xs^ zusammenfallen raufs. 
Nun haben wir aber (No. 240) bewiesen, dafe die Primzahl A. nur 
einmal von der Form my^ ~\- ns^ sein kann; mithin kann sie auch 
mir einmal die äquivalente Form py^ -\- 2qys -\- 2nz^ besitzen. 

Ist zweitens 2^1 = mfi^ -\- nv^, so gehört die Zahl 2A zu dem 
quadratischen Teiler my^ + «sl Da jedoch die Zahl A in dem Teiler 
py^ -j- 2qyg -^ 2a^ enthalten ist, so folgt, dafs 2A in dem kon- 
jugierten Teiler 2py^ -\- 2qy0 -\- %^ enthalten ist. Da 2A nicht zu 
zwei verschiedenen quadratischen Teilern gehören kann, so mufs also 
die Formel 2py^ -\- %qys + res^ mit my^ + ns^ identisch sein. Wenn 
es aber zwei Lösungen der Gleichung 

A=^pf -k-2qyä-\-2%z' 
gäbe, so würde es auch zwei Lösungen der Gleichung 

^A = 2^j/^ -|- 2g'j/s -|- ^^, 
und somit auch zwei Lösungen der mit dieser identischen Gleichung 
2 J. •= my^ -\- n^ geben. Dies ist aber unmöglich (No. 241). 

Demnach läfst sich die Primzahl A nicht auf zwei verschiedene 
Arten durch dieselbe Forme! p'\f' + 2qy^ -\- 2ns^ ausdrücken. Also 
„Jede Primzahl P ii. s. w." 
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243. 
Bemei'kuug, Der vürhcrgciieiitle Siitz viui.1 auch lüß Öützc 
der No. 240 Uücl 241 erleiden iu drei Fälleii eine Ausnahme, 
nämlich : 

1) Wenn der quadratische Teiler von der Form 

py' + 2jpi/s + 23ts^ oder einfach py^ -\- rs^ 
ist, was (j = voraussetzt. 

2) Wenn or von der Form 

pij^ + 2qyz + 2'is' 
ist, was r = 2(^ voraussetat. 

3) Wenu er von der Form 

ist, was r =p voraussetzt. 

Denn es ist ersiehtlichj dafs in diesen verschiedeneu Fällen jede 
Art, eine gegebene Zahl P durch einen von diesen Teilern diuv.u- 
s teilen, unmittelbar eine zweite liefei-t, 

1) Genügt man z. B. der Gleichung P = yy^ + »"^^ indem man 
y = m, z = n setzt, so genügt mau ihr ebenfalls, wenn man y = m 
und s = — «setzt, und dies ist, streng genommen, eine verschie- 
dene Lösung. 

2) Wird die Gleichung P = j)i/^ + 2(jj/2 + 2(^3^ dadurch be- 
friedigt, dafs man y ^ m und b = n setat, so kann man ihr auch 
genügen, wenn man y = m und g = — m — n setzt. 

3) Wird die Gleichung P = py^ + 2gj(2 + pÄ^ dadurch befrie- 
digt, dafs man y =• m und s = n setzt, so wird ihr auch genügt, 
wenn man j/ = m und g = m setzt. 

Zur Abkürzung werden wir diejenigen ijaadratischen Teiler, 
welche zu einem dieser drei Fälle gehören, ambige (bifides) 
quadratische Teiler oder einfach ambige Teiler nennen; zugleich 
aber wollen wir festsetzen, dafs die beiden Lösungen, welche 
zusammengehören, und von denen die eine aus der andern in 
derselben Weise entsteht, nur als eine Losung betrachtet werden 
sollen. Alsdann sind die vorhergehenden Sätze vollständig allge- 
mein und sie erleiden keine Ausnahme. 

244. 
Jede Primzahl Ä, welche in der quadratischen Formel 
pj/^-f-gj/s-j-j^a^, deren Koeffieienten ungerade sind, enthalten 
ist, kann darin nur auf eine Weise enthalten sein, mit Aus- 
nahme des selbstverständlichen Falles, wo zwei der l^ahlen 
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p, 9, r einander gleich sind, (Es wird stets vorausgesetzt, dafs 
Apr — 3^ gleich einer poaitivcE Zahl c sei). 

Wir haben bereits in No. 221 gesehen, daft die Formel 
ff + 9^2 + »-s' 
die drei folgenden einschlierst: 

^f + 221/s -H 4r3^ 
4py' + 2gi/2 + r^^ 
(J3 — 9 + »■) ;/' 4- (4i> — 2 9) yz + 4;)3l 
Mithin miifs die Primzahl A zu einer von diesen Formeln gehören. 
Werden dieselben aber auf die gewöhnliche Form gebracht, in welcher 
zwei Koefficienten' gerade sind, so folgt ans dem vorigen Satze, dafs 
die Zahl A nur auf eine einzige Weise in der Formel, zu welcher 
sie gehört, enthalten sein kann. Mithin tanu sie nur auf eine Weise 
durch die gegebene Formel p'if' -{- qyz -\- rg^ dargestellt werden, 
aufser im Falle der ambigen Teiler, von denen wir absehen. 

Anmerkung. Die vorhergehenden Sätze, die sich auf 
die Zahlen P==^, P=2J., welche entweder Primzahlen oder das 
Doppelte von Primzahlen sind, beziehen, finden in gleicher Weise 
Anwendung auf die Zahlen von der Form P = ^*, P=2v4*, 
wo h ein beliebiger Exponent ist. Denn bei diesen Formen kann 
ebenso wie bei denen, wo /^ = 1 ist, die Zahl P nur zu einem ein- 
zigen quadratischen Teiler der Formel f + cn^ gehören («iehe No. 234). 

245. 

Ea sei P eine znaammengesetzte Zahl, welche entweder 
ungerade oder das Doppelte einer ungeraden Zahl ist. 
Nimmt man an, dafs P ein Teiler der Formel t^ -j" "^'^ *^^^ 
dafs somit P in einem oder mehreren quadratischen Teilern 
dieser Formel enthalten sei, so behaupte ich, dafs P durch 
diese quadratischen Teiler stets auf 2'~^ verschiedene Arten 
dargestellt werden kann, wo i die Anzahl der ungleichen 
Primfaktoren bedeutet, welche in P aber nicht in c auf- 
gehen. 

Da nämlich P ein Teiler der Formel t^ + c«^ ist, so ist es auch. 
ein Teiler der Formel x^ + c, und die Gleichung ■ — ^- = e besitzt 
so viele Lösungen, als 2'~^ Einheiten enthält (siehe No. 193). Sind 
Qt Q t ^') ■ ■ ■ diese verschiedenen Werte von x, welche kleiner als 
— P sind, und sind zugleich R, P', M', ... die entsprechenden Werte 
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von — ~j'~'i ^" Ivunn man aus iliesun Ziililen diu Formeln hilden; 
Ff + 2(/j/^ + E-s^ 

11. s. w., 
in denen P beständig dasselbe ist, mitl liio siiintHcli quadvatisclie 
Teilt!]' der Formel fi -\- cu^ sind. 

Ist pn/ + '^Q.y^ 4" '■^^ einer der Teiler dieser Formel, und zwar 
in seiner einfachsten Gestalt, und ist in diesem die Zahl P etitlialten, 
so kann man also 

!-> = pf ^ 2qfg + r(f 
setzen. Bestimmt man sodann f° und g" der Gleichung fg'^ — p*y = 1 
gemy,rs und setzt man fy + /""s an Stelle von y und !Jij + ^"^ iiii 
Stolle von s, so geht die Formel 

durch diese Substitution über in 

P?/ + 2Jlfys-|- jV^^ 
und man erhalt: 

M ^pfr-\-q (/V/" + rff) + rcjg" 

Ferner kann man immer p und <f derart annehmen, dals M kleiner 
oder nicht grÖfäer als yP ist. Daraus erkennt mau, dafs, wenn 
M nach und nach jeder der Zahlen Q, Q', ^', ... gleich werden soll 
(und (^ies ist notwendig, da jeder quadratische Teiler 

Pj," + 2(3»/s + BA 
nachdem er auf die einfachste Form gebracht ist, mit einem der durch 

dargestellten Teiler übereinstimmen mufs), die Werte von / und g 
sich auf eheuso viele Arten müssen ändern können, als es Zahlen 
Qi Ö'i Q"t ■■■ giebt, d. h. auf 2'—^ Arten, wo i die Anzahl der 
ungleichen und ungeraden Primfaktoren ist, welche in P aber nicht. 
in c aufgehen. 

Mithill ist die Zahl P auf 2'—^ verschiedene Arten in den qua,- 
dratischen Teilern der Formel f" -\- eu^' enthalten. 

246. 
Wenn der quadratische Teiler py- -j- 2qys + rs^ nur allein 
KU einer und derselben Gruppe von linearen Teilern gehört, 
so müssen die 2' ' Formen, von denen eben die Kede war, in diesem 
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einen Teiler enthalten sein; es giebt dalier in diesem Falle 2'~' 
veraeliiedeae Arten, der Gieichung 

zu genügen. Es ist dies ein bemerkenswertes Resultat, das ver- 
dient, an einem Beispiel bestätigt zu weilen 

Die Formel f-\-G9u^ hat dei Ttfel J\ /lufolge lie Primzahlen 
5, 7, 13, 17, 19 . . . zn Teilern; mithin ist z B das Produkt 5 . 7 . 17 
oder 595 ein Teiler derselben Foiinel Di dieaei Teiler von der 
Form 276a; + 43 ist, so zeigt dieselbe Tifel, dtfs ei in dem qua- 
dratischen Teiler ly^ -{- 2yB -f- 10/ enthilten sein mufs, und da 
dieser Teiler der einzige seiner Ait ist, und zugleich die in ihm ent- 
haltene Zahl 595 aus drei ungleichen, ungeladen Piimfaktoren zu- 
sammengesetzt ist, so mufs dem \oi hei gehenden &itze zufolge 595 
auf 2'""^ oder 4 Arten in der Poimel ly" -|- 2i/s -|- lOs^ enthalten 
sein. Tu der That, bringt man die Gleichung 
595 = 7«/^-f 2«/s + 10.^ä 
auf die Form: 

{7j/ + s7 = 4165 --09.s^ 

und gicbt man s die aufeinanderfolgenden AVeri.e 0, 1, 2, 3, . . ., so 
tindet uiiiii die folgenden Lösungen: 



Es giebt also drei Werte von n, von denen einer zu zwei Werten 
von y gehört, und somit giebt es, übereinstimmend mit unserm Satze, 
vier Losungen der gegebenen Gleichung. 

Bemerkung 1. Dieselben Ausnahmen, die wir in No. 243 an- 
gegeben haben für den Fall, wo P eine Primzahl oder das Doppelte 
einer Primzahl ist, finden in gleicher Weise statt, wenn P eine zu- 
sammengesetzte Zahl ist. Sie beziehen sich indessen alle auf die 
ambigen Teiler, so dafs man von ihnen absehen kann. 

Bemerkung 2. Wemi eine ungerade Zahl P Teiler der Formel 
t^ -\- c%^ ist, in welcher c von der Form 8n + 3 ist, und wenn somit 
P in dem quadratischen Teiler py^ -\- qys + fB^, dessen Koefficienten 
ungerade sind, enthalten ist, so beweist man wie oben, AaSs die Zahl 
P auf 2'"^^ verschiedene Arten in den quadratischen Teilern der 
Formel t^ + c«^ enthalten ist, wobei i die Anzahl der ungleichen 
Primfaktoien, welche in P aber nicht, in c aufgehen, bedeutet. 
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Hiervon giebt es keine Ausnahme, auch nicht, wenn r = 5 wäre, 
vorausgesetzt, daCs man die Lösung y = m, s = n der Gleichung 

als nicht verschieden von der Lösung y = in, s = — m — n betrachtet. 

247. 

Ist c eine Primzahl oder das Doppelte einer Primzahl, 
so bann jede in einem quadratischen Teiler der Formel 
t^ + cu^ enthaltene Zahl JV" nur auf eine Weise darin ent- 
halten sein, so lange nicht N';>-^c ist. 

Zum Beweise suchen wir die Bedingungen dafür, dafs die Zahl jV" 
Kweimal in dem quadratischen Teiler py^ -{- 2qys -f- r^ enthalten 
sei. Alsdann würde man, wenn man py -{- 2*^ = * setzt, die beiden 
Lösungen erhalten: 

p'N ^ x^ 4- cs^ = x'^ + cs'^. 

1) Ist / = ß, so kann man nicht zugleich ic' = ä setzen, da 
alsdann ^ = y sein und die beiden Lösungen nur eine ausmachen 
würden. Man kann jedoch x' = — x setzen und dies giebt: 

Da die Zahl c = pr — q^ eine Primzahl oder das Doppelte einer 
Primzahl ist, so werden die Zahlen p und 2q prim zu einander sein 
oder nur 2 zum gemeinsamen Teiler haben. 
Im ersten Falle kann man der Gleichung 
Pill + y) + 2«« = 
nur dadurch genügen, dafs man 

y -\- y = 2niq, B =^ — mp 
setzt. Man hat also dann: 

iV = py^ ~ 2qmpy -\- rni^p^' =p (?/ — mqY + cnv'h 
folglich: 

iV"> pcm', 
oder allgemein: 

N'^ pc. 
Da die Pälle p = 1 und jo = 3 nur eine und dieselbe Lösung 
geben, so ist wenigstens p ^ 6. Damit demnach N zweimal in dem- 
selben quadratischen Teiler enthalten sei, mufs JV > 5c sein. 

In dem zweiten Falle, in welchem p gerade ist, erhalt man, 
weini man ^ = 2jr setzt, die Gleichung 

«(!/ + ?/') +S«=0. 
Man genügt derselben allgemein, wenn man 

s= — itm, y ~\-y' ^qm 
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setzt. Daraus folgt; 

mithin: 

A' > Y cm, 
oder allgemein; 

»>f- 

Da man weder j) = 2 noch p ^ 4 setzen kann, weil sich hieraus 
an und für sich keine zwei Lösungen ergeben, so ist der kleinste 
Wert, welchen p haben kann, gleich 6, und dies giebt .ff > — c. 

2) Ist s' > s, so mufs, weil alsdann n^ — x'^ = c{ä'^ — s^) ist, 
einer der beiden Faktoren x -{- x', x — «' der linken Seite durch c 
teilbar sein, und da das Vorzeichen von x' beliebig ist, so kann man 
X -\- X = cu setzen. Daraus folgt: 



und: 

ff^ = -\cHi^ + 1 (.'^ + .'0 + {!"-/-)"■ 

Mitbin ist: 
oder allgemein: 

und da p <y--^c ist, so ergiebt sich: 

Diese Grenze ist gleich -^c, wenn c=48, und sie ist gröfser, 
sobald e grofser ist als 48, Untersucht man ferner alle Fälle, in 
denen c < 48 ist, so begegnet man keiner Ausnahme von dem oben 
aufgestellten Satze. Demnach kann man allgemein behaupten, dafs, 
wenn l^<.-^c ist, die Zahl N nur einmal in einem quadratischen 
Teiler der Formel p -\- cu^, in welcher c eine Primzahl oiler das 
Doppelte einer Primzahl ist, enthalten sein kann. 
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ist als eine gegebene ZaU. 



248. 
Ist M eine Zahl, die zwei oder mehrere Male in der Formel 
py^ -\- 2qys + rs^ enthalten ist, so tlafs man 

Jf = p«^ 4- 23«^ + )-^^ =py^ + 227^ + j-S^ 
hat, 30 wird, wenn man alles mit p multipliciert und wie gewöhnlich 
py — (f '^ c setzt: 

G^ß + i^f + cß' = (py + q§r + c^'- 
Nehmen wir jetzt an, dafs c oder c eine Primzahl sei, oder 
dafs wenigstens, wenn eine oder die andere Zahl das Prodiikt zweier 
Faktoren ist, einer dieser Faktoren auch in p und q enthalten ist, 
so kann die vorstehende Gleichung nur stattfinden, wenn 

durch c teilbar ist. Ist daher: 

Pr -f- (Z^ = + (jjß -\-{[ß — ex), 
so erhält man, wenn man einsetzt und durch c dividiert, die Gleichung: 

Allemai, wo diese Gleichung möglich ist, d. h. allemal, wenn man 
einen von verschiedenen Wert von x finden kann, lur 
welchen die linke Seite ein vollständiges Quadrat wird, 
ergiebt sich, dafs die Zahl M oder die Hälfte derselben 
keine Primzahl ist. 

249. 
W e 1 (. 1 1 o (<*) ^11'' ^'^ a; = möglich ist, so darf man 
1 cht chl ef e lafs die Zahl M oder die Hälfte derselben 
e ne 1 n zahl se We n jedoch in eben diesem Falle der auf die 
Fo mel t -\- c bezUj,l che quadiatische Teiler py^ -j- 2qys -\- rs^ 
der e nz ge se ue Art st, so dafs eme m ihm enthaltene Zahl zu 
kenen "vnle i ^ualrat&chen Teilei derselben Formel t^ -^ cu^ ge- 
1 eu La n oder t andern Woiten, wenn der quadratische Teiler 
1 f -\' IJ ~\~ ^ allein zu einer und derselben Gnippe von 

linearen Teilern gehört, wovon man m deu Tattln TV, V, VI und VII 
mannigfache üeispiele sielit, so b-'hauptc nh, dafa man daraus 
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sehliefsen kann, dafg die Zahl M oder die Hälfte derselben eine 
Primzahl ist, abgesehen von einer Ausnahme, die wir angeben werden. 

1) Denn ist die Zahl M, welche in der Formel 

■py^ + 2q_ys + rs^ 
enthalten ist, durch zwei Primzahlen teilbar, welche verschieden i\nd 
Nichtteiler von c sind, so haben wir bereits gesehen (No. 246), 
dafs M auf zwei verschiedene Arten in der Foimel ]}y^ -\- 2qyä + rs^ 
enthalten ist, da diese die einzige ihrer Art ist. Mithin hat alsdann 
die Gleichung (a) mindestens zwei Lösungen. 

2) Ist die Zahl M gleich einer geraden Potenz der Primzahl a, 
oder ist M = r^", so gehört die Zahl M zu dem quadratischen Teiler 
if + CB^. Denn setzt man in diesem Teiler iy = a" und z gleich 
einer geraden Zahl, so erhält man dieselbe lineare Form Acx -j- a, 
welche der Zahl M zukommt. Nun setzt man aber voraus, dafs die 
linearen Formen, in denen M enthalten ist, nur einem einzigen qua- 
dratischen Teiler fy^ -j- 2gj/s -\- v?? entsprechen; mithin ist dieser 
Teiler, in welchem M. enthalten ist, nichts andres als ^" + cs^ oder 
der ihm äquivalente j/^ + 2)/s + (e + 1)^- N'un bemerke ich, dafs 
die Zahl M, welche durch f^ + c(f, wo f und g zu einander prim 
sind, ausgedrückt ist, auch durch die einfache Formel y^ dargestellt 
werden kann, wenn man y^y = cC, 3 = setzt. Und obwohl dieser 
letztere Ausdruck nicht der Regel gemäl's ist, weil man y und s 
immer prim zu einander annehmen niufs, so bleibt es doch nicht 
minder richtig, dafs man f- -j- ag^ = y^ setzen kann, und dafs somit 
die Gleichung («) auCser der Lösung a =^ noch eine andere besitzt, 
welche # = ergiebt, 

3) Ist die Zahl ilf = a^'"+^, wo a eine Primzahl ist, so gehören, 
wie man leicht sieht, k und M. zu demselben quadratischen Teiler. 
Denn ist aj/^ ~J- 2^j/3 + ys* der quadratische Teiler, welcher k ent- 
hält, und setzt man j/ = k™ und s gleich einem Vielfachen von 2c, 
so wird dieser Teiler von derselben linearen Form AlCX -}- ß, von 
welcher k^^+i oder M. ist. Nach Voraussetzung giebt es aber nur 
einen einzigen quadratischen Teiler, welcher der Gruppe von linearen 
Formen, in welcher M enthalten ist, entspricht. Mithin ist dieser 
Teiler _pj/^4' ^gj/s + '■■8* identisch mit dem Teiler c:y^ + 2j3j/s + j'/. 
Dieser enthält aber immer zwei Darstellungsweisen von M.-, eine, in 
welcher y und s prim zu einander sind, die andere, in der man 
y = a"' und 5 = setzt. Mithin würde die Gleichung («} diesen 
beiden Ausdrücken zufolge ebenfalls zwei Lösungen haben. 
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4) Ist J17'=2c;^'", so zeigt man in ähnlicher Weise, dal's tlie 
Zahl Ji" zu dem quadratischen Teiler 2y^-{-2ys~{'{^-^ — \ä^ gehört, 
falls c ungerade, und zu dem Teiler 2y^ -j- -ä^^t falls c gerade ist. 
In beiden Fällen iäfst sich die Zahl M stets auf zwei Arten durch 
diesen Teiler darstellen; mithin besitzt die Gleichung (a) zwei Lö- 



5) Ist die Zahl M^=:2a^'"+^, so zeigt man ebenfalls auf die- 
selbe Weise, dafs die Zahl M zu demselben quadratischen Teiler wie 
2« gehört, und dafs somit dieser Teiler dargestellt werden kann durch 
2ay^ -j- 2ßps + yeK Es giebt daher mindestens zwei Arten, der 
Gleichung M = pif^ + 2qyB -|- rz^ zu genügen, uad demgemära min- 
destens zwei Lösungen der Gleichung («). 

250. 
Aus der Untersuchung aller dieser Fälle scheint hervorzugehen, 
dafs man, wenn die linke Seite der Gleichung {«) nur für a; = ein 
Quadrat werden kann, schliefsen könnte, dafs die Zahl M oder -^M 
eine Primzahl sei. Indessen mufs man den Fall ausnehmen, wo M 
einen Primfaktor cc, der in c nicht enthalten ist, und mehrere andere 
ß, y, . ■ ., die auch in c vorkommen, besitzt. Denn alsdann kann die 
Gleichung — ^— = e nur eine Lösung haben, und die Zahl M konnte 
nur auf eine Weise durch die Formel py^ + ^qys + rs^ dargestellt 
werden. Wenn aber einerseits der quadratische Teiler 

py^ + 2ä«/2 + rs\ 
welcher M enthält, der einzige seiner Art ist, wenn andererseits M 
mit c keinen Teiler gemeinsam hat und die Gröfse 

/S^-f 2{^a~\-q_ß)x~cx\ 
welche mit Hülfe des Wertes M ^'pa^ •\- 2q^aß ~\- rßi^ gebildet ist, 
nur für a; = einem Quadrate gleich sein kann, so läfst sich mit 
Sicherheit aus diesen Bedingungen der Schlufs ziehen, dafs die Zahl 
M oder, falls sie gerade ist, die Hälfte derselben eine Primzahl ist. 

251. 
Nimmt mau nun, nachdem dieses fcstgosteUt ist, für « uud ß 
irgendwelche ku einander prime Zahlen, so kann man die folgenden 
Resultate, die wir aus mehreren andern analogen in unsern Tafeln 
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befindlichen ausgewählt haben, als ebenso viele Sätze betrachten. Sic 
geben verschiedene allgemeine Formeln, in denen jede in ihnen ent- 
haltene Zahl eine Primzahl oder das Doppelte einer Primzahl ist, 
sobald die Bedingunga- Forme! nur £är 3; =. ein Quadrat sein 
kann, und zu gleicher Zeit sowohl M und c als auch u imd ß prim 
zu einander sind. 



BediügungB -Formel. 



Formel dei' rrimnahlen. 



ß'+ 2( u+ ß)x- 


13a;' 


«'+ 2«/J + 14/S> 


ß'+ K '+ f)"- 


37 a;' 


»'+ 2o;3 + S8(S' 


(J'+ 6( «+ «I- 


57 a;' 


So' + 6»|3 + 22ß' 


/!■+. 6( »+ «I- 


93x' 


3»' + 6i,(i + 34|S' 


ß'+ 6(5«+ iJ>- 


141a;' 


15«'+ Haß + Wß' 


/?+ 2{na + Tß)x- 


193a;' 


11»' + 14«/5 + 22/i» 


ef+ 2(2»+ ß>- 


ll;t' 


«■+ «,S+ 3;?' 


ß'+ 2{ 2.+ ß)x- 


19 a> 


»■+ «(S+ 5/i' 


P+ 2(2.+ ß)x- 


43a;' 


„.+ „,i + ll|J. 


/i>+ 2(2»+ ß)x^ 


673!» 


«" + «fi + 17/3' 


ß' + 6(2»+ fS)x - 


123»' 


3»'+ 3o/S+U(i' 


(!"+ 2( 2»+ ß)x- 


163a;' 


«' + »/J + 41|ü' 


P + 10(2«+ ß)x~ 


235a;' 


6«'+ 5»/i+13/)" 


ß-+ 2»«- lOi' 




»' + 10,)' 


/i' + 2«! - 22i' 




«' + 22,3' 


ß> + 2«!— 58a;' 




.' + 58,i> 


ß' + lOoa; — Wx' 




5«' + 14,S> 


ß' + 6«! — 102«' 




3«' + 34,3' 


ß' + lOoa; - 190a!' 




6«' + 38P 



252. 
Um sich zu vergewissern, ob die Grofso ß' ■-{-2(pa-\-qß)x — cx^ 
nur dann ein Quadrat sein kann, wenn x = ist, mul's man ver- 
suchsweise für X alle ganzzahligen Werte setzen, welche zwischen den 
beiden Wurzeln der Gleichung ß^ -\- 2(pK -|- 9ß)'J'' — 0X^^=0 hegen. 

Die Anzahl dieser Versuche ist also im Allgemeinen gleich —ypM, 
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wo ili" die Zahl pa^ -}- ^qccß -\- rß^ ist, deren Beschafi'euheit man 
bestimmen will. Die v orte illiaf teste Formel oder diejenige, welche 
die wenigsten Versache erfordert, ist also die, in welcher unter sonst 
gleichen Umständen p am kleinsten und c am gröfsten iat. 

Betrachtet man z. B. die Formel k^ -j- k^ -|- 41^^, oder vielmehr, 
um sie mit der allgemeinen Formel py^ ~\- 2qyg + rz^ in Überein- 
stimmung zu bringen, die Formel 2ß^ -f 2aß + 82/S^, so ist die An- 
zahl der Versuche, vermöge deren man sich Gewifsheit darüber ver- 
schafft, ob die Zahl JV= a* -}- «i3 + ilß^ eine Primzahl iat, gleich 

■-~— oder ungefähr 

Die Formel 6a^-\-3Sß^, welche der Zahl c = 190 entspricht, 
ist noch vorteilhafter, wenigstens wenn mau a ungerade nimmt. 
Denn setzt man N '= 6a^ -\- 'dSß''^, so ist die Anzahl der Versuche 
gleich: 

Nimmt man ferner in dieser zweiten Formel an, dafs auch ß, ebenso 
wie «, ungerade sei, so kann die Gröfse ß^ + 10«« ~ 190«^ nicht 
von der Form 8n + 1 n^d daher auch kein Quadrat werden, wofern 
man nicht x von der Form ik oder 4/^ — « annimmt. Da somit die 
Formen 4./i -\- 2, 47; + a ausgeschlossen sind, so reduciert sich die 

Anzahl der Versuche auf -g^T/jV. 

253. 

Schliefelich kann man bemerken, dafs, je kleiner jj ist, um so 
kleiner die Grenze von x wird. Nach allen diesen Betrachtungen 
dürfte die einfachste Art, eine Primzahl, welche gröl'ser als 
eine gegebene Grenze L ist, zu finden, die folgende sein: 

Nachdem man « = 1 gesetzt hat, nehme man für ß eine un- 
gerade Zahl, welche gröfser als IZ-är «nd nicht teilbar durch 5 ist. 
Dann ist die ungerade Zahl 5 + 38(3^ grofser als die gegebene 
Grenze L. Diese Zahl bat mit 190 keinen gemeinsehaftlieben Teiler. 
Um also zu erfahren, ob N eine Primzahl ist, bleibt zu untersuchen, 
ob es einen von verschiedenen Wert von x giebt, welcher die Gröfse 
ß^ -\- 10a; — 190a:^ zu einem Quadrat macht. Die Werte von x, mit 
denen man den Versuch anzustellen hat, sind die sämtlichen, sowohl 
positiven wie negativen, Zahlen von der Form iJc oder 47c + 3, 
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welche bleiner als -~r sind. Wenn für keine dieser Zahlen die in 
yiäo 

Rede stehende Gröfse gleich einem Quadrat ist, so folgt daraus, 

dafs die Zahl 5 -f- 3Sß^ eine Primzahl ist. 

Es sei z. B. die Aufgabe gestellt, nach dieser Methode eine 

Primzahl zu finden, welche gröfser als 1000000 ist. Dazu nehme 

man ß ungerade und > 1/ — ^- — an. Setzt mau ß = 163, so miiia 
man nachsehen, ob man der Gleichung 

26569 + lüa: — lOOrt' = y^ 
genügen kann. Die Werte von x^ mit denen der Versuch anzustellen 
ist, sind nur ^1, 3, +4, — 5, 7, +8, —9, 11, und da keine von 
diesen die linke Seite zu einem Quadrat macht, so folgt daraus, dafs 
die Zahl 5 + 38j3* = 1009627 eine Primzahl ist. 

254. 
Bei komplicierteren Beispielen würde man leicht die Anzahl der 
Versuche noch verringern können, wenn man auf die Reste achtet, 
welche die Quadrate bei der Division durch 3, durch 7, oder durch 
irgend eine andere Primzahl übrig lassen, und diejenigen AVerte von 
X ausschliefst, welche diese Reste nicht geben können. Nimmt man 
z. B. /3 = 3A, so würde man finden, dafs x keine der vier Formen 
9Ä+3, 9ft-|-4, 9/c+6, 9/^4-7 haben kann, wodurch sich die 
Anzahl der Versuche auf -r- der Gesamtzahl reduciert. Wäre 

,3==22/i+l, 
so wären die aus zuschli eis enden Werte a: = ll/i;-f- 1, 6, 8, 9, 10, 
und die Anzahl der Versuche würde sieb auf - - der Gesamtzahl 
reduciereu. Durch Kombination dieser beiden Annahmen, d. h. wenn 
man ß = 66»! + 21 nimmt, würde sich die Anzahl der za probie- 
renden Werte von x auf ■ oder -■-- der Gesamtzalil, welche 

ungefähr gleich -otV-^-' ist, reduciereu und nur gleich ga.j-l/i 
werden. 

Es sei z. B. /3 = 681. Um zu erfahren, ob die Zahl 
5 + 38^ = 17622923 
eine Primzahl ist, mufs man nachsehen, ob man der Gleichung 
463761 + lOfl^- nOx-^y' 
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genügen könnt'. Dem zufolge, was wie elaen get'uiuleu liubcn, tedu- 
cieren sicli die zu probierenden Werte von x anf die folgenden: 
11, 27, 35, 36, 44, 47, ~ 4, - 8, — 9, — 17, - 28, — 37, 
— 40, - 44. 
Der Wert 35 giebt nun : y = 481; mithin ist die in ßeiJe stehende 
Zahl keine Primzahl. 

Ist ferner ß = 747, so erhält man den Ausdruck: 
558009 + 10a; — 190«^, 
in welchem man für x jede der folgenden Zahlen 

11, 27, 35, 36, 44, 47, - 4, - 8, - 9, - 17, - 28, - 37, 
_ 40, _ 44, — 52, — 53 
zu setzen hat. Da man findet, dal's für keine dieser Ziihlcn die 
Gröfae, um welche es sich handelt, eine Quadratzahl ist, so folgt 
daraus, dafs die Zahl 21204347 eine Primzahl ist. 

255. 
Nach diesen Prinzipien kann man in befriedigender Weise die 
Gründe dafür angeben, warum gewisse Formeln eine ziemlich 
grofse Reihe von Primzahlen einscbliefsen (siehe Einleitung 
No. XX). 

Z. B. findet man aus der Tafel (No. 251), dafs die Forme! 
«^ + « -I- 41 
gleich einer Primzahl sein mufs jedesmal, wenn die Gröfse 

1 + (4ß + 2)!C- 163«*' 
nur für a: = eine Quadratzahl sein kann. Nun sieht man auf den 
ersten Blick, dafs diese Gröfse weder ein Quadrat noch auch eine 
positive Zahl sein kann, so lange 4« + 2 < 163 oder « < 40 ist. 
Setzt mau also der Beihe nach a = 0, 1, 2, 3, . . , bis 39, so müssen 
alle Werte, welche sich dadurch für «^ -{- k -j- 41 ergeben, Prim- 
zahlen sein. 

Man sieht ebenso aus der Tafel in No. 251, dal's die Formel 
«^ + 58 eine Primzahl oder das Doppelte einer solchen darstellt, 
sobald 1 -{■ 2rx — 58x^ keine Quadratzahl sein kann (aufser für 
X = 0). Nun ist klar, dafs diese Gröfse kein Quadrat sein kann, so 
lange x unter 29 liegt. Mithin erkennt man von vornherein, dafs 
die 29 ersten, in der Formel a^ + ö8 enthaltenen Zahlen Primzahlen 
oder das Doppelte von Primzahlen sein müssen. 

Ebenso verhält es sieb mit den 19 ersten in der Formel 5,s^ + 38 
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enthaltenen Zahlen, da die Grofse 1 + 10«a! — 190x^ kein Quadrat 
sein kann, so lange « unter 19 liegt. 

Bemerkung. Die Aufgabe, eine Primzahl zu bestimmen, welche 
grÖfser als eine gegebene Zahl ist, ist in diesem Paragraphen nicht 
vollständig gelöst. Wir haben nur verschiedene Formeln angegeben, 
bei denen es, wenn man eine in ihnen enthaltene Zahl, welche gröfser 
als die gegebene Grenze ist, willkürlich annimmt, schon sehr wahr- 
scheinlich ist, dafs diese Zahl eine Primzahl ist. Um sich aber voll- 
ständige Gewifsheit darüber zu verschaffen, mufs man Versuche an- 
stellen, die um so langwieriger sind, je beträchtlicher die in Frage 
kommende Zahl ist. Überschreitet die Gröfse der Zahl gewisse 
Grenzen, so kann es vorteilhafter sein, die im folgenden Paragraphen 
angegebenen Metboden zu befolgen. 

§ 16. 

Anwendung der vorigen Sätze, um zu ermitteln, ob eine gegebene 

Zahl Primzahl ist oder nicht. 

256. 

Da die Primzahltafeln, welche man bis heute konsti'uiei't hat, 
nicht sehr weit sich erstrecken, so wäre es für die weitere Vervoll- 
kommnung der ZahJentheorie wünschenswert, dafs man eine prak- 
tische Methode fände, mittelst deren man in Kürze entscheiden liÖnnte, 
ob eine gegebene, die Grenzen der Tafeln Überschreitende Zahl Prim- 
zahl ist oder nicht. So lange aber diese Methode noch nicht ge- 
funden ist, wird es angebracht sein zu zeigen, welche Hülfsmittel 
zur Lösung dieses besonderen Problems man aus den bis- 
her entwickelten Sätzen ableiten kann. 

Wir haben bereits gesehen, dafs, wenn die gegebene Zahl A von 
der Form «' + 1 ist, odei wenn sie auch nur ein Teiler dieser Formel 
ist lede in Ä aufgehende Piimzahl von der Form nx -\- \ oder, falls 
n eine ungeiade Zahl ist, von der Form 2nx + 1 sein mufs. Denn 
waie sie nicht von ilitsei Foim, so würde sie in der kleineren Zahl 
o* + 1, m vtfelcher v ein ungerader Teiler von n ist, aufgehen. Hat 
man also alle Zahlen a^ + 1, weiche diese Bedingung erfüllen, unter- 
sucht, und geht keiner ihrer Primfaktoren in Ä auf, so ist man 
sicher, dafs die Teiler von Ä nur von der erwähnten Form nx -\-- \ 
oder 2nx -\- l sein können, und wenn n ungerade ist, so müssen 
nicht nur die Teiler von A von der Form 2nx -{- 1 sein, sondern 
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sie müsseu auch eine der linearen Formen haben, weiche den Teilern 
von ^ + «M^ zukommen. Da diese Formen aus unsern Tafeln bekannt 
sind (wenigstens so lange a die Grenzen derselben nicht übersteigt), 
so kann man, durch Verbindung dieser beiden Bedingungen, die Anzahl 
der unterhalb ^ A liegenden Primzahlen, mit denen man versuchs- 
weise A dividieren mufs, bedeutend verringern. Von dieser Methode 
haben wir bereits in § 5 Beispiele gegeben; wir fügen noch die 
beiden folgenden hinzu. 

257. 
i) Betrachten wir die Zahl: 

235 __ 1 = ("25 _ 1-, 1082401, 
und stellen wir uns die Aufgabe, alle Teiler des Faktors 1082401. =A 
au finden, so kann diese Zahl, da sie durch 2^ — 1 = 31 nicht teilbar 
ist, zu Teilern nur Zahlen von der Form 50iC -|- 1 haben. Da ferner 
die Zahl A ein Teiler der Formel 2^^ — 2 ist, und diese die Form 
t^ — 2u^ besitzt, so mftsaen die Teiler von A von der Form 8ii -|- 1 
oder von der Form 8m + 7 sein. Nun enthält die Form 50a; + 1 
die vier andern: 

200a; + 1, 51, 101, 151. 

Schliefst man daher die zweite und dritte, welche mit den Formen 
8w + 1 <"isr 8« + 7 nicht vereinbar sind, aus, so bleiben für die 
Teiler von A nur die beiden Formen 

200a; + 1, 200 a^ + 151 
übrig. Die in diesen Formen enthaltenen Zahlen, welche ]/Ä nicht 
übersteigen, sind: 

151, 201, 351, 401, 551, 601, 751, 801, 951, 1001. 
Werden hiervon diejenigen ausgo schlössen, welche keine Primzahlen 
sind, so bleiben nur die vier Zahlen 

151, 401, 601, 751 
übrig, und mit diesen mufs man versuchen, A zu dividieren. 

Die Division geht weder bei 151, noch bei 401, wohl aber bei 
601 auf, und zwar erhalt man 1801 zum Quotienten. Folglich ist A 
keine Primzahl. Was den Quotienten 1801 anlangt, so ist derselbe 
notwendigerweise eine Primzahl; denn wäre er es nicht, so müfste 
er sich durch eine Zahl dividieren lassen, die kleiner als yTSÖT 
wäre. Dies ist aber unmöglich, da die kleinste Zahl, welche in A. 
aufgeht, 601 ist. Mithin ist einfach ^ = 601 - 1801. 
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2) Betracliton wir die Zahl: 

2^' — 1 = (2" - 1) ■ 262657 , 

und stellen wii uns die Aufgabe, die Teiler der Zahl Ä = 262657 
iü finden, so können wir uns leicht davon überzeugen, dafs diese 
Zahl durch keine von denen teilbar ist, welche in 2^* — 1. oder 
2^—1 aut^ehen Mithin sind diese Teiler, falls es deren giebt, von 
der Form 54* + !■ ^^ ferner A selbst ein Teiler von 2^^ — 2 ist, 
so sind die Teiler von Ä ebenfalls von der Form t^ — 2m^, und so- 
mit von einer der Formen Sn -\- 1 und Sn -\- 7. Kombiniert man 
also diese beiden Formen mit der Form 543; -^ 1, so erhält man die 
beiden Formen: 

216»: + 1, 216a; + 55, 

und diese enthalten unterhalb der Grenze Yä = 512, nur die fünf 
Zahlen: 

55, 217, 271, 433, 487. 

Scheidet man von diesen die zusammengesetzten Zahlen aus, so 
bleiben nur die drei Zahlen 271, 433, 487 übrig, und da keine von 
diesen drei Zahlen in 262657 a-ufgelit, so folgt daraus mit Siclierheit, 
daCs 262657 eine Primzahl ist. 



überhaupt versuche man, wenn irgend eine Zahl Ä gegeben 
ist, diese Zahl oder eines ihrer Vielfachen auf die Form f -\- au^ zu 
bringen, in welcher die Zahl a so klein wie möglich ist und die 
Grenzen der Tafeln nicht übersteigt. Dazu mufs man die Quadrat- 
wurzel sowohl aus A wie aus einigen von seinen Vielfachen, 
2A, 3j4, 4j4, . . . ausziehen und es so einrichten, dafs der, positive 
oder negative, Eest von der Form ait^ wird, wo u^ die gröfste 
Quadcatzahl ist, durch welche sich dieser Rest teilen lärst. 

Sobald man A oder allgemein hA auf die Form t^ + ati^ ge- 
bracht hat, ist man sicher, dafs die Teiler von A unter den linearen 
Formen der Teiler von f + au^ enthalten sind. Und da durch diese 
linearen Formen die Hälfte der Primzahlen ausgeschlossen wird, so 
wird die Anzahl der Teiler, mit denen man die Division der Zahl A 
zu versuchen hat, so oftmal um die Hälfte verringert, als man für A 
oder IcA verschiedene Formen t^ -j- ß«^ gefunden hat. Giebt es 
also m zwischen 1 und Y^ enthaltene Primzahlen, und ist i 
die Anzahl der in Frage kommenden Formen (^ + aw'^ so hat 
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mau nur Bouh mit (—1 ■ m PriiUKahlen tlcn Versuch ku iiiin^heii, um 
sicli Gewifslicit darüber zu verscliaffen, ob Ä eine Primzahl ist oder 
nicht, 

259. 

Man kann endlich noch ein Hülfsmittet angeben, das sehr häufig 
zum Ziele führt, Ea besteht darin, dafs man YA oder y2Ä, ySÄ,... 

in einen Kettenbruch verwandelt. Ist nämlich allgemein j= 

ein aus der Entwicklung von YhÄ hervorgehender vollständiger 
Quotient und — der diesem Quotienten entspreehoniio Näherungs- 
bruch, so ist (No. 30): 

+ D = p'' — kAq^ oder kÄq^ = jo^ -f- D. 
Demnach sind die Teiler von A auch Teiler von j)^ + Z) oder all- 
gemein von t" ^ Du^, nämlich von t^ + J5m^, wenn der vollständige 
Quotient von gerader, und von t^ — Dw', wenn er von ungerader 
Ordnung ist. 

Bei dieser Rechnung ist die Zahl D niemals gröfser als 2yioÄ, 
sondern meistens bedeutend kleiner; mithin kann man auf diesem 
Wege ziemlich einfache Formeln fi + Dm^ kennen lernen, von denen 
die Faktoren von A Teiler sein müssen. Und wenn der Fall ein- 
tritt, dafs man zwei denselben Wert von D enthaltende Formeln 
f -|- Dm^, (^ — Dm^ findet, so folgt daraus, dafs A, welches in beiden 
aufgeht, auch in t^ -f- t'^ aufgeht, und dafs somit die Teiler von A 
selbst von der Form y^ -\- s^ und von der linearen Form 4a; + 1 
sein müssen, wodurch die Rechnung sehr gekürzt wird. 



Diese Prinzipien wollen wir auf die Zahl 333667 = A an- 
wenden. Durch Ausziehuug der Quadratwm'zel findet man zunächst 
A = 577^ + 82 • 31 Mithin ist A von der Form (^ + 82M^ und 
ihre Teiler müssen zu der Zahl derer gehören, welche dieser Formel 
zukommen. Um andere Formen zu finden, suchen wir Vielfache 
von A zu zerlegen. So erhalten wir z. B. 

3^ = 1001001 = (1001)^ — 10(10)^ 
also eine GrÖfse von der Form f — 10i(^. Demnach müssen die 
Teiler von A eine von denjenigea Formen besitzen, welche den 
Teilern von f — IOm^ zukommen. Diese beiden Formen würden be- 
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reits die Primzahlenj die man als Teiler von Ä zu versuchen hat, 
und die kleiner als YA oder 577 sein müssen, auf den vierten Teil 
redueieren. Da jedoch die Rechnung immer noch ziemlieh lang 
werden würde, so suchen wir neue Formen mit Hülfe der Entwick- 
lung in einen Kettenbruch, Diese Entwicklung liefert folgende voll- 
ständige Quotienten: 

^"L^ '^+J21 1 ^+ 161 VÄ+ 266 yÄ+ 3 87 
' "l" ' '"""738 '417 ' 643 '286 ' 

YÄ+J^ll. V-^+ ^11 I^+ ??5 V-^ dlü^ VJr+ 439 
391 ' 606 ' idi ' ~" 158 ' 947 ' 

yj+ 618 V J+ 517 yZ+ 446 YA+ 642 

Hieraus ersieht man, dafs die Teiler von A auch Teiler der Formeln 

f + 738w^ oder t^ + 82m^ f — 417m^ f + 643m^, u. s. w. 
sein müssen. Die einfachsten dieser Formeln sind t^ ~\- %2i^, t^ — 69«^, 
und t^ -j- 2i(^; denn auf diese letztere reduciert sich die Formel 
f -\- 288«(^, welche unmittelbar durch das ttlied D = 288 ge- 
geben ist. 

Fügt man zu diesen Formen die bereits gefundene t' — lOw^ 
hinzu, so ist man im Stande, die Anzahl der noch übrigbleibenden 
Versuche bedeutend zu verringern. Da nun zunächst die Teiler von 
(^ + 2u^ von der Form 8w + 1 oder 8n + 3 und die von i^ — IOm^ 
von einer der Formen ADx -f 1, 3, 9, 13, 27, 31, 37, 39 sind, so 
bleiben, wenn man von diesen diejenigen Formen, welche nicht von 
der Form 8)2 -}-* 1 oder 8w + 3 sind, ausscheidet, nur die F'ormcn 
übrig: 

40« + 1, 3, 9, 27. 
Sucht man jetzt alle in diesen Formen enthaltenen Primzahlen bis 
zu 577, welches "]/ Ä ist, so findet man: 
i, 3, 41, 43, 67, 83, 89, 107, 163, 227, 241, 281, 283, 347, 401, 
409, 443, 449, 467, 481, 521, 523, 547, 563, 569. 
Scheidet man hiervon diejenigen aus, welche nicht Teiler von 
t^ — 69tt^ sein können, und dies erkennt man leicht (Tafel III) 
mittelst der Formen 276a; -J- a, welche diesen Teilern zukommen, so 
bleiben die folgenden übrig: 

1, 83, 89, 107, 163, 227, 281, 401, 409, 467, 521, 547, 563, 569. 
Wirft man endlich von diesen letzteren diejenigen weg, welche nicht 
Teiler der Formel f 4' 82*^^ ^^^^ können, oder welche nicht von der 
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diesen Teilern zukommendea Form 328« + ^ ^^^^ (Tafel "VI), so 
,hat man nur noch mit folgenden sieben Primzahlen den Veraucli 
anzustellen ; 

83, 107, 163, 401, 409, 467, 569. 
NuD geht aber keine von diesen Zahlen in 333667 auf; mithin ist 
333667 sieher eine Primzahl. 

Man würde die Anzahl der Versuche noch weit mehr verringert 
haben, wenn man bemerkt hätte, dafs, da 

3^ = 1001001 = 10« + 10' + 1 = ^^°'2 l 

ist, die Teiler von Ä auch in 10" — 1 aufgehen und somit von der 
Form 18iC + 1 sein müssen. Wir haben indessen zeigen wollen, wie 
man verfahren müsse, wenn man nichts weiter von der Natur der zu 
untersuchenden Zahl weifs. 

261. 
Es sei ferner die Zahl 10091401 = A zu untersuchen. Nach 
dem allgemeinen Satze mßfate man die Division durch sämtliche 
Primzahlen, welche kleiner als Yä d. h, kleiner als 3176 sind, ver- 
suchen. Um jedoch die Anzahl dieser Versuche zu verringern, suchen 
wir mit Hülfe der Kettenhruchentwicklung von ]/~Ä sogleich die ver- 
schiedenen Formeln f^ + J)ii^, von denen A ein Teiler sein mufs. 
Ist — Sy der allgemeine Ausdruck des vollständigen Quotienten, so 

sind die durch diese Keehnung gelieferten Werte von D der Reihe 
nach: 



B= 1, 4426- 177- 5", 


1928 _ 482 ■ 2> 


1709, 


2189 , 3033 — 337 ■ 3', 


2872 — 718 • 2' 


, 2511=31 


3766 , 384— 6-8', 


6585, 


437, 


3648 - 57 . 8>, 2619 


2495, 


183, 


2019 , 720 — 6 ■ 12= , 


2963, 


152 ~ 38 


2061 — 229 ■ 3', 36B 


480 — 30 ■ 4', 


1119, 


3416, 2712 = 678 ■ 2', 


2526 = 101 ■ 6", 


3789 - 42] 



184 = 46 ■ 2', 11. s. w. 
Hieraus erhält man bereits melirere aiemlieli ciEfaelre Formeln, von 
denen Ä' cm Teiler sein mule. Diese Formeln sind: 

e + 31.|', t' + ßtf, f — 57«", (" + 6»=, 

t' + 3Su', t' — 30< e - 46«'. 
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Es ist jedocli zu beachten, dafs die Formel t^ — 30m^ nichts weiter 
aussagt, als die beiden vorhergehenden t^ -j- Qu^ und f^ -|- 5w^; denn 
ist eine Primzahl ein Teiler von t^ -\- 6u^ und von (^ -|- 5m^j so ist 
sie auch ein Teiler von t^ — 30«^ Ebenso ist die Formel t^-\-38u^ 
als in den beiden vorhergehenden t^ + 6m^ und f — 57«^ enthalten 
zu betrachten. Es bleiben daher von den sieben vorstehenden Formeln 
nur fünf von einander verschiedene übrig. Da eine jede von ihnen 
die Anzahl der Versuche auf die H'älfte zu reducieren vermag, so 
kann diese Anzahl durch Kombination derselben auf den zweiund- 
dreifaigsten Teil verringert werden. Hierdurch reducierfc sich die 
Anzahl der Versuche oder die Anzahl der Primzahlen, welche kleiner 
sind als YA, das ungefähr gleich 454 ist, K.uf 14 und die Rechnung 
wird praktisch durchführbar. Man hätte auch noch die Berechnung 
der Werte von J) weiter fortsetzen können, wodurch man die neuen 
Formeln ^ — 55mS t^ — 97< f + 3«^ von denen Ä ein Teiler 
sein mufs, erhalten hätte. Mit Berücksichtigur^ aller dieser Hülfs- 
mittel erhält man die sämtlichen linearen Formen, welche den Teilern 
von Ä zukommen, in folgender Weise: 

1) Die Teiler von fi + ^^^ ^i^'^ allgemein von der Form Qx-}-!, 
und diese enthält die vier Formen 24a: -\- 1, 7, 13, 19 in sich. 

2) Von diesen vier Formen können nur zwei Teiler von t'^ -\- Cm^ 
sein, nämlich 24a: + 1 und 24a: + 7. 

3) Diese letzteren enthalten, mit Bezug auf die Vielfachen von 
5 betrachtet, die acht Formen in sich: 120a: + 1, 7, 31, 49, 73, 79, 
97, 103. Scheidet man von diesen diejenigen aus, welche nicht in 
f -j- 5n^ aufgehen können, so bleiben die vier Formen Übrig: 

120a; + 1, 7, 49, 103. 
Die in diesen Formen enthaltenen Primzahlen sind also gleich- 
zeitig Teiler der drei Formen t^ + 3»^, t^ + 6j(^, t^ + 5**^- 

4) Werden die vorstehenden vier Formen mit Bezug auf die 
Vielfachen von 11 entwickelt, d. h. setzt man für x der Reihe nach 
IIa;, IIa: + 1, IIa; -|- 2''u. s, w-, und wirft man die Vielfachen von 
11 ab, so ergeben sich die folgenden vierzig Formen: 

1320a: + 1, 7, 49, 103, 127, 169, 223, 241, 

247, 289, 343, 361, 

487, 529, 601, 607, 

823, 841, 889, 943, 

1081, 1087, 1129, 1183, 1201, 1207, 1249, 1303. 



367, 


409, 


463, 


481, 


703, 


721, 


727, 


769, 


961, 


967, 


1009, 


1063, 
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Von diesen Formen darf man nur diejenigen beibehalten, welche 
Teiler von t^ — 55u^ sein können. Zu diesem Zwecke entnehme man 
aus Tafel III die Formen 220fl! + a, welche Teiler von f — 55t[^ 
sind. Vergleicht man diese mit jenen, so bleiben nur die zwanzig 
Formen übrig: 

1320:c+l, 49, 103, 169, 223; 
247, 289, 361, 367, 463; 
487, Ö29, 727, 823, 841; 
889, 961, 1081, 1087, 1303. 
Nimmt man jetzt die in dieser Formel enthaltenen Zahlen, welche 
kleiner als 3176 sind, und schliefst man davon die zusammen- 
gesetzten Zahlen aus, so reducieren sie sich auf die folgenden; 
103, 223, 367, 487, 727, 823, 1087, 1321, 1423, 1489, 
1543, 1609, 1783, 2143, 2161, 2281, 2689, 3001, 3169. 
Schliefst man ferner hiervon diejenigen Zahlen aus, welche nicht 
Teiler von t^ -{- 31m^ sein können, so bleiben die elf folgenden übrig: 

103, 727, 1087, 1321, 1423, 1489, 1609, 1783, 2143, 2281, 3169. 
Schliefst man endlich auch noch diejenigen ans, welche nicht Teiler 
von t^ -j" 38it^ sein können, so erhält man nur noch die sechs Zahlen: 

727, 1087, 1423, 1489, 1783, 2281. 
Die Bedingung, dafs diese Zahlen Teiler von f — 46!(* sein sollen, 
reduciert dieselben von neuem auf die drei Zahlen: 

727, 1423, 2281. 
Es ist unnütz, in der Reduktion dieser Zahlen noch weiter fortzii- 
fahren, ja man hätte sich auch der Mühe überheben können, soweit 
zu gehen. Nun findet mau abei, dals kerne von diesen Zahlen in 
10091401 aufgeht; mithin kann man mit bicheiheit schliefsen, dafs 
10091401 eine Primzahl ist 

Euler ist zu demselben Eesultate gelangt, mdem er sieh über- 
zeugte, dafs 10091401 nni auf eme einzige Weise in die Summe 
zweier Quadrate zerlegt weiden kann, was ein wesentliches Merkmal 
der Primzahlen von der Foim 4)i -|- 1 ist (Mdn sehe den IX. Bd. 
der Novi Comm. Petrop. Veigleiche auch die Abhandlungen der 
Berliner Akademie vom Jahn, 1771) 
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Theorie der Zalileii, insofern sie sieh in ilrei (inailrate 
zerlegen lassen. 

§ 1. 

Definition der trinären Form; Zalilen und quadratiselie Teiler, 

welclie diese Form besitzen oder nieM tiesitzen liönnen. 

262. 
Die Za,lileii, welche sich io drei Quadrate zerlegen lassen, bilden 
verschiedene sehr umfangreiche Klassen, welche eine sehr grofse Zahl 
von schönen Eigenschaften besitzen und in dieser Beziehung wert 
sind, dafs sieh die Aufmerksamkeit der Analysten ihnen zuwende. 
Zur Abkürzung nennen wir trin'äre Form einer Zahl jede Art, 
diese Zah! als Summe -von drei Quadraten darzustellen. Da 
z. B. 59 durch 25 + 25 + 9 und durch 49+9 + 1 dargestellt 
werden kann, so ist jeder dieser Ausdrücke eine trinäre Form oder 
ein trinäret Wert von 59. 

Eine trinäre Form besteht im Allgemeinen aus drei Quadraten. 
Sie kann jedoch auch blofs aus zweien oder selbst aus einem ein- 
zigen Quadrate bestehen, da in diesen Fällen als ergänzendes 
Quadrat betrachtet wird. So besitzt z. B. 26 die beiden in gleicher 
Weise trinären Formen 25+1 und 16 + 9 + 1, 

263. 

Weim eine Zahl durch eine Quadratzahl teilbar ist, so sind die 

Zalil eigentümlichen trinären Formen diejenigen, in welchen 

ie drei Glieder nicht durch eine und dieselbe Quadratzahl teilbar 

nd. Diejenigen dagegen, deren drei Glieder einen geniein- 

amen Teiler haben, sind gewissermafsen dieser Zahl fremd und 

I.egendTe, ZaMentlieorie I. 22 
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müssen als uneigentliolie trinäre Pormeii betrachtet werden. So 
besitüt z. B. 189 drei eigentliche trinäre Formen, Mämiich: 
13^ + 4^ + 2« 
10* + 8^ + 5^ 
11^ + 8^ + 2% 
und eine uneigentliche trinäre Form, nämlich 12^ -f" ^^ "f' ^^- ^^ 
nämlich die drei Glieder dieser letzteren durch 3^ teilbar sind, so 
ist dieser Wert nichts anderes als eine trinäre Form von 21, näm- 
lich 4^ + 2* + 1^, deren sämtliche Glieder mit 3^ multipliciert sind. 
Die uu eigentlichen trinären Formen einer Zahl k^c entstehen 
aus den eigentlichen trinären Formen der Zahl c dadurch, dafs man 
die Glieder dieser letzteren mit «^ multipliciert. Gicbt es mehrere 
versehiedene Quadratzahlen, welche in einer gegebenen Zahi auf- 
gehen, so giebt es auch mehrere Arten, um uneigentliche trinäre 
Formen zu bestimmen. Aus diesem Grunde werden wir in 
allem Folgenden stets nur die eigentlichen trinären Formen 
der Zahlen betrachten; wir werden dieselben einfach trinäre 
Formen nennen und von den un ei gentlichen trinären Formen ganz 
absehen. 

264. 
Eine eigentliche trinäre Form kann auch nur aus zwei 
Quadraten bestehen, vorausgesetzt, dafs dieselben keinen gemein- 
samen Teiler besitzen; denn fügt man das ergänzende Quadrat 0^ 
hinzu, so sind die drei Glieder nicht durch eine und dieselbe Zahl 
teilbar. So ist z. B. 25 -[- 16 ebenso gut eine trinäre Form von 41, 
wie 36 + 4 + 1. 

Dagegen kann ein einzelnes Quadrat aufser 1 keine trinäre 
Form sein, da die drei Glieder von m^ + 0^ + 0^ durch m^ teil- 
bar sind. 

265. 
Keine Zahl von der Form 8n + 7 kann eine trinäre 
Form haben. 

Denn da jedes gerade Quadrat von der Form 4m und jedes 
ungerade Quadrat von der Form 8m + 1 ist, so liann die Summe 
von di'ei Quadraten, falls sie ungerade ist, nur von einer der Formen 
im + 4»»' + 8™"+ 1 '= 47i; + 1 
8m + 1 + 8m'+ 1 + 8m"+ 1 = 8^ + 3 
sein, und diese enthalten nicht die Form an -\- 7. 
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Ebenso kann keine Zahl von der Form in eine eigent- 
liclie trinäre Form besitzen. 

Denn da nicht alle drei Quadrate gerade sein können, weil der 
Fall, wo sie einen gemoinsehaftlichen Teiler haben, ausgeschlossen 
ist, so kann die aus ihnen entstehende Samme nur von der Form 

4m + Sm'+ 1 + 8m"+ 1 = 4fc + 2 
sein, und diese ist nicht teilbar durch 4. 

266. 
Nachdem auf diese Weise die Formen 8^^ + 7 und An ausge- 
schlossen sind, bleiben nur die drei allgemeinen ITormen 4k-j-1, 
in -\- 2 und 8w -|- 3 übrig. In diesen müssen alle Zahlen, welche 
trinäre Formen haben können, enthalten sein. Die Theorie, die wir 
entwickeln wollen, zeigt nun aber, dafs jede in diesen Formen 
enthaltene Zahl auch wirklich auf eine oder mehrere Arten 
in drei Quadrate, welche sich nicht durch denselben Faktor teilen 
lassen, zerlegbar ist. 

267. 
Wenn die Zahl c zu einer der Formen 4n + 1, in -|- 2, Sn + 3 
gehört, so wird in gleicher Weise die Formel t^ -j- cti^ stets in den 
beiden ersten Fällen wenigstens einen, in dem dritten Falle einen 
zweifachen quadratischen Teiler von der Beschaffenheit besitzen, 
dafs man denselben in unbestimmter Weise, also ohne dafa mau den 
darin auftretenden unbestimmten Gröfsen y und besondere Werte 
beilegt, in drei Quadrate zerlegen kann. So zerlegt sich z. B. 
der zur Formel t^ -{- Qbii^ gehörige quadratische Teiler 9j/^-J- 8j/s + 9s^ 
in drei Quadrate, nämlich: (2y — s)^ + {2y + 2s)^ + (y + 2sy. 

Da diese Zerlegung ein eigentümliches Kennzeichen 
für diese Art von Teilern liefert, so werden wir diejenigen, 
welche dasselbe besitzen, trinäre quadratische Teiler oder einfach 
timaie Teiler nennen. Dieselben müssen jedoch aufserdem noch 
emei Bedmgnng genügen, die wir später angeben werden; denn 
öou-it wiiide die trinäre Form eine uneigentliche sein und zu denen 
gehören, von denen wir absehen. 



Wir bemerken, dafs es gewisse Klassen von quadratischen 
Teilern giebt, die niemals von trinärer Form sein können, 

1) Ist c von der Form in -\- 1, so sind die quadratischen Teiler 
der Formel t^ + c^ ^o" zweierlei Art; die eine enthält die Teiler 
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von der Form 4ra -|- 1, die indeie enthili die Teiler von der Form 
in -{- 3. Diese seliliei'ieii zuglciuh die Zahlen von der Form 8w-f-3 
und 8n -{- 7 ein. Da nun keine Zahl von der Form 8w -j- 7 eine 
trinäre Form haben kann, so tol^t daiiub, dafs auch kein quadra- 
tischer Teiler von der Foim in -]- > eine trinäre Form be- 
sitzen kann. 

2) Ist c von der Form 8w -\- 7, so giebt es absolut keinen 
quadratischen Teiler der Formel f + <^"^ welcher von trinarer 
Form wäre. Der Grund hiervon ist, dafs jeder quadratische Teiler 
die Zahlen 4n -j- 1 und in -f- 3 ohne Unterschied enthält; derselbe 
enthält also auch die Zahlen von der Form 8»» + "^i '^on denen 
keine von trinärer Form ist. 

3) Ist c von der Form 8« -|- 3, so kann es aus demselben 
Grunde keinen ungeraden quadratischen Teiler geben, der 
von trinärer Form wäre. Jedoch kann es vorkommen, ■ — ■ und es 
kommt, wie bereits erwähnt, in allen Fällen wirklich vor — , dafs 
wenigstens einer von den ungeraden quadratischen Teilern, wenn man 
ihn verdoppelt, von trinärer Form ist. So stellt z. B. y'^-{-y^-\- Ös^ 
jeden ungeraden quadratischen Teiler der Formel t^ + 19!(^ dar. 
Dieser quadratische Teiler ist nicht von trinärer Form; wohl aber 
ist das Doppelte desselben 2j/^ + 2*/^ -}- lOs^ von dieser Form, da 
dieses sich in die folgenden drei Quadrate auflöst: f/ + {5ef -(- (y + ^Y- 

§ 2. 

Gegenseitiges Eutsprechen der trinären Formen der Zahl c und der 

trinären Teiler der Formel i^ -|- cii\ 

269. 

Ist ein quadratischer Teiler der Formel t^ + ciir in drei 

Quadrate zerlegbar, wie folgt: 

(my + mf + {m'y + n'sf -f- {m"y + s*"s)^, 
so behaupte ich, dafs aus dieser trinären Form des Teilers 
eine entsprechende trinäre Form der Zahl c sich ergiebt, 
und zwar ist diese: 

c =' {mn' — m'ny -j- (m'n"— m"n'y -{- (m"n — mn")^. 
Stellt man nämlich den quadratischen Teiler, um den es sieh 
handelt, durch die gewöhuKche Formel 

Py' + 2<Z!/2 + rd' 
dar, so erhält man: 
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• — (/^ eiügesetzt, 



Bemerkung 1. Ist i 
an Stelle des quadratiscln 
welcher nienials yob triiiär* 



jj = )B^ -J- m'^ + m"^ 

J- == M* -j- J}'2 _|_ jj"3. 

Werden uim diese Werte in die Gleichung t 
so folgt daraus: 

c = (inn— m'tif -\- ipin" — nb'nf + (»J*"w ^ »in")^. 
Es gieht daher stets eine bestimmte trinäre Form von c, welche 
einer bestimmten trinären Form des quadratischen Teilers 

l'f + 22«/« + rs' 
entspricht. 

270. 
von der Form 8fc + 3, so betrachte man 
n Teilers mit ungeraden Koefficienten, 
r Form sein kann, das Doppelte desselben 
'^Plf + Sgj/s + '2rs*, wobei A.pr — ^ •= c ist. Wenn daher dieser 
verdoppelte Teiler in drei Quadrate zerlegbar ist, so giebt es immer 
einen entsprechenden Wert von c, der ebenfalls durch die Summe 
dreier bestimmten Quadrate ausgedrückt wird, d. h. mit andern 
Worten, jede trinäre Form eines quadratischen Teilers von der Form 
4n 4- 2 liefert eine entsprechende Form der Zahl c. Letztere ist 
immer aus drei ungeraden Quadraten zusammengesetzt, denn nur 
diese Annahme liefert eine Summe von der Form 8Ä + 3. 

Bemerkung 2. Die Zerlegung eines quadratischen Teilers oder 
des Doppelten desselben in drei Quadrate ist nicht möglich, wenn 
c ^ 8/c -j- 7. Denn wenn diese Zerlegung möglieh wäre, so würde 
aus dem vorstehenden Satze folgen, dafs c die Summe dreier Quadrate 
sei, was jedoch für keine Zahl von der Form Sit -|- 7 der Fall ist. 

Bemerkung 3. Die im Allgemeinen für den Wert von c 
gefundenen drei Quadrate reducieren sich auf zwei oder 
auch auf ein einziges in den folgenden, leicht zu erkennenden 
Fällen. 

1) Ist {i)i"n — mn"f = oder ■—,- = — r , so mufs das Quadrat 
{m"y +■ n"sy zu dem Quadrat (m'y + n£f ein konstantes Verhältnis 
haben, und alsdann besitzt der gegebene quadratische Teiler A die 
Form : 

A = (my -{' nsf -^ a^(m'y -\- n'df + ß^(m'y + n'zf. 
Hieraus ergiebt sich der entsprechende trinäre Wert: 
c = R^(mn — mn'f -\- ß^{m'n — mii'f, 
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welelier nur aus zwei Quadraten bestellt. "Überdies besitzen diese 
beiden Quadrate einen gern eins eh aftlichen Teiler; es ist daher die 
trinäre Form von c eine uneigentliehe, wofern nicht mn — t^'n = + 1 
ist. Setzt man aber alsdann my ~\- ns = y und m'y + n's = s, 
wodurch die Allgemeinheit der Werte von y und s nicht beschränkt 
wird {No. 53), so geht A über in y'^ + (a^ + ß^jd^ oder y'^ + cd^. 
Hat daher c keinen quadratischen Faktor, und ist c nicht gleich 
K^ -j- ß^, so kann der eben betrachtete Fall nicht eintreten; vielmehr 
mula jeder trinäre Teiler der Formel fi -j- cit^ einen trinären Wert 
von c geben, der aus drei Quadraten besteht, von denen keins 
gleich ist, 

2) Wenn die drei Quadrate, welche den aus dem Teiler A ab- 
geleiteten Wert von c bilden, sich auf ein einziges reducieren, ä. h. 
wenn )B"n'— m'n"= und m"n — mn"= ist, so ergiebt sich m"^ 0, 
n"= 0. Alsdann ist also der in Rede stehende quadratische Teiler 
einfach (my -\- n^y + {m'y + n'sf, und der entsprechende Wert von c 
ist c = {mn— m'nf. Dieser gehört aber nur dann zu den eigent- 
lichen trinären Formen, wenn c = 1 ist. 

271. 
Wir betrachten von nun an als trinäre l^'orm eines qua- 
dratischen Teilers nur diejenige, aus welcher sich eine 
eigentliche trinäre Form der Zahl c ergiebt. Wenn daher 
die drei Zahlen mn' — m'n, m'n"— m"n', m"n — mn" durch einen und 
denselben Faktor teilbar wären, so würde der Ausdruck 

Ä = (my + mf -{- {m'y + n'^f -f {m"y -\- nsf 
eine uneigentliehe trinäre Form sein, und diese müfste ausgeschlossen 
werden, da ihr nicht die Eigenschaften zukommen, die wir von den 
trinären Teilern beweisen werden. Diese Bedingung, die wir hier 
den trimiren Teilern auferlegt haben, ist die bereits in No. 267 an- 
gekündigte. 

Obgleich demnach der Teiler öjy^ + Sys -^ 38s^ der Formel 

f- -|- 189 M^ die folgenden vier trinären Formen annehmen kann; 

(3„ + 38)- + {!,-5«)'+ U' 

I2y + 2s)> + - 3«)- + 25«' 

(2j+ «)> + (s,— if + ^üi' 

{2t, - 2s)« + (» + 52)-' + 9>, 

SO betrachtet mau doch, weil die beiden letzten der uneigentlichen 

trinären Form c = 12^ -j- 6^ -|- 3^ entsprechen, als trinäre Formen 
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von Ä nur die beiden ersten, welche ujgeutlichen triu'dren Foi'iiien 
von c entsprechen, nämlich: 

c == 13* + 4^ + 2^ 

c = 10^ + 8' + 5^ 
Ebenso diiri' der Teiler 13i/^ + 8ys -\- Ydz^ der Formel t^ + ib'du^, 
da er sich nur auf folgende Weise 

(2j/ + 22)' + 9/ + 9a' 

in drei Quadrate zerlegen läfst, und diese einem uueigeiitlichen 

trinären Werte von c entspricht, nämlich: 

c = 9^ + 6' + 0", 

nicht zu. den trinären Teilern der Formel t^ -j- lö3it^ gerechnet werden. 

272. 

So wie man mit Hülfe eines trinäreü Teilers der Formel f^ + ^^"^ 
einen entsprechenden trinären Wert von c finden kann, so ist es 
auch umgekehrt, wenn der trJnäre Wert von c gegeben ist, 
möglich, einen diesem Werte entsprechenden trinären 
Teiler zu finden. Diese Aufgabe, mit der wir uns jetzt be- 
schäftigen wollen, erfordert eine ziemlieh ausgedehnte Untersuchung. 

Die gegebene trinäre Form sei: 

C = Jfi'^ + 02 _j_ JjT., 

Die drei Zahlen F, G, H können nicht alle drei, wohl aber zu je 
zweien einen gemeinschaftlichen Teiler haben. Nennen wir K den 
gemeinschaftlichen Teiler von (? und S, (t den von II und F und v 
den von F und (?, so können wir c die folgende Form geben: 

c-f'ffv'+g'v'l' + hH'f:', 
und müssen überdies voraussetzen, dafs es weder zwischen /'ft und 
gX, noch zwischen gv und Äft, noch zwischen hX und fv einen ge- 
meinsamen Teiler giebt. 

Ist A der diesem Werte von c entsprechende trinäre Teiler, und 
nehmen wir an, dtifs 

A = (mj/ + nsf + {m'y + nzf + (wt'y -\- n"^f 
sei, so mufa der gegebene Wert von c mit demjenigen identisch sein, 
welchen man aus diesem Teiler erhält, und welcher lautet: 

c = (mn — m'nf + ('«'»" — tt^'n)^ -\- {m"n — mn"'f. 
Da die Koefficienten m, n, m', . . . noch unbestimmt sind, so kann die 
Vergleichung der beiden Werte in beliebiger Ordnung vorgenoi 
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wiii'dfiii. Ferner kauii miiu die Zeichen von /j <j, h belieljig iiuderu, 
so diifa niaii setzeu kaiin; 

mn — m' n = ÄAji. 

m'n" — m"n' = fiiv 

m"n — mn" = gvL 

Aus diesen drei Gleichungen leitet man die beiden t'ülgendenj welche 

lincM' sind, her: 

fliv ■ m + gvl • m'+ JU^i ■ m"= 
fjiv ■ n -\- gvl • n-\- /»Afi ■ «"= 0, 
oder, was dasselbe ist: 

f-T + s-j + J'-'-^-O 

''■f + »'7 + *■";'-"■ 

Wie wir aber bereits bemerkt haben, giebt es weder zwischen /' und 
k, noch zwischen y und (i, noch zwischen h und v einen gemein- 
schaftlichen Teiler. Mithin sind die sechs Gröfeen 



ganze Zahlen. Nennt man diese ganzen Zahlen < 
a", h, b', h", so erhält man die drei Gleiehuiigen: 
ab' — ab = h 
(a) fa + srffl'+ Ä«"= 
fb + yfc'-j- ;t6"= 0, 
und der Teiler A geht über in: 

A = X'{ay + Uf + ft^(a> + V^f + v'{d'y + V'^y. 
Hieraus erkennt man, dafs die drei Quadrate, ans denen A besteht, 
resp. teilbar sind durch die Quadrate i,^, [t^, v^, welche zu je z^veieu 
die Glieder des gegebenen trinären Wertes 

teilen. 

273. 
Ohne auf die Einzelheiten der Auflösung der Gleichungen («) ein- 
zugehen, sieht man jetzt, dafs, wenn man 

ay -\- hs = X , «V + ^'^ "^ *'? '^'y + ^'^ ^= ^" 
setzt, man erhält: 

ia) A = X^x^ ~[- ii^x'^ + v'x"^-, 
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wobei die drei uubcstim raten Gröfsen x, x, x" der Gleichung 

(ß") ^ fx -\- gx -\- hx" 

genügen müssen. Mittelst dieser letzten Gleichung kann man stets 
die drei unbestimmten Gröfsen x, x, x" nur auf zwei y und S redu- 
eieren; alsdann nimmt der Teiler }?a? 4- fi*a;'^ + v^s!'^ die gewöhn- 
liche Form py^ + 2gj/s + rz^ an, in der pr — tf = c ist. Dieser 
Teiler ist derjenige, weichem der gegebene trinäre Wert von c ent- 
spricht. 

Sucht man z. B. den trinären Teiler von f + 1045«^, welcher 
dem trinären Werte 1045 = 30^ + 9^+8^ entspricht, so vergleiche 
man diesen Wert Glied für Glied mit der Formel 

Dies gieht zunächst die gemeinsamen Teiler il=l, (i. = 2, i' = 3 
und sodann /"= 5, (/ ^ 3, A = 4. Man erhält daher: 

A = a:^ + 4a;'^ + 9lx'^ 
und: 

5a:+3x'+43;" = 0. 

Diese letztere Gleichung wird befriedigt, wenn man 

x'= a; ~ 4s und x'= Zz — 2x 
setzt. Dadurch geht der Teiler A Über in: 

i^ = x^-\-{2x — Ssf + (90 — Qxf 
= 41a;^~ 140a:s + 145^1 
Setzt man sodann x =^ y -{- 2s, so erhält man seinen einfachsten 
Ausdruck: 

A = 41*,^ + 24J/S + 29^ - (2/ + 2sf -\- (2y - 4^)^ + (ßy + dsf 
und der entsprechende Wert von c ist: 

c = 8^ + 9^ + 30^ 

274. 
Die Form der Gleichungen (»'), (»") läfst erkennen, dafs man irgend 
zwei der GrÖfsen /j g, h mit einander vertauschen kann, wofern man 
eine analoge Vertauschung bei zweien der Gröfsen X, ji, v vornimmt. 
Der quadratische Teiler A bleibt dabei stets derselbe. Es kann 
somit nur einen einzigen quadratischen Teiler der Formel 
t^ + ^^^ geben, welcher dem gegebenen trinären Werte 
von c entspricht. Da jedoch diese Eigenschaft sehr beachtenswert 
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ist, so dürftt! es nichi umiützUcli sein, wenn wir uns davon diiicli 
eine andere Betrachtung überzeugen. 

Auf welche Weise mau auch der Gleichung = fX'{'()x'-\-hx" 
genügen möge, indem man die drei Veränderliehen x, af, x" auf zwei 
aJidere y und s reduciert, es mufs immer der transformierte Teiler 
A '= py^ -{- 2gj/s 4~ ''^^ dieselben Zahlen enthalten, welche mit Be- 
rücksichtigung der Bedingung fx -|- ga^-\- )ix'= in dem nicht 
transformierton Teiler A = l^x^ + ii^x'^ -\- v^x"^ enthalten sind. 
Sind demnach /.; und k' die beiden kleinsten, in dem Teiler 

l^x^ + li^x'^ -\- v^x"^ 
enthalteneu Zahlen, so müssen diese nämlichen beiden Zahlen sich 
in dem transformierten Teiler wiederfinden. Wenn nun, wie man 
annehmen darf, dieser Teiler auf die einfachste i'orm gebracht ist, 
so sind p und r die beiden kleinsten in ihm enthaltenen Zahlen 
(No. 56). Mithin müssen p und r gleich ?c und Ic sein, so dafs der 
i-educierte Teiler ist: 7i:)/^-l-'^33'^ + ''^'^^- Femer mufs stets fc/c — 5^ = c 
sein, so dafa q bestimmt ist. Daher kann es nur einen quadratischen 
Teiler geben, welcher mit Berücksichtigung der Bedingung 

fx + !f^'-\- hx"= 
durch Transformation von l^x^ + fi^x'^ + v^^"^ entsteht. 

Zugleich bemerken wir, dafs, wenn man x"= setzt, die Glei- 
chung fx + gx'=0 ergiebt: a;'= f, x = — g und A = k^g^ -\- (i^/'l 
Ebenso giebt die Annahme *'= 0: A = l^Jv' -^ (i^f^ und die An- 
nahme a:=0: A = (i/'h^ -{- v^g^. Diese drei Zahlen müssen dem- 
nach in dem transformierten Teiler A '= }p/ + 2g)/2 -j" re^ ent- 
halten sein. 

275. 
Wie wir soeben bewiesen haben, kann ein und derselbe Wert 
von c nur einem einzigen quadratischen Teiler entsprechen; 
es ist jedoch möglich, dafs er iawei trinären Formen dieses 
Teilers entspricht. So kann der Teiler 5y^ + 4!/s + ös^, welcher 
zur Formel f + 21m^ gehört, auf die beiden trinären Formen ge- 
bracht werden: 

(2y+ ,)« + y^ + 4/ 

und diese beiden Formen entsprechen einem und demselben Werte 
von c, nämlich c = 16 -|- 4 + 1. Man mufs daher notwendig von 
vornherein bestimmen, welches die verschiedenen Fälle sind, in 
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denen veraohiedeue trinäre Formen eines rjuadratischeu 
Teilers denselben trinären Wort von c ergeben. 

Da zwei beliebige der drei Zahlen f, g, h prim zu einander sind, 
so kann man stets zwei andere g nnd & finden, welche der Gleichung 

genügen. Setzt man diesen Wert in die Gleichung = fx-\-gx'-{-hx" 
ein, so erhält man: 

g{x-\- ix) + Mx"+ &x) = 0, 
und hieraus ist ersichtlich, dafs, wenn man x'-\- ga: = — htt setzt, 
x"-\- &x = gu wird. Alsdann geht der Teiler A über in: 

A = X^x^ + ft'(7(w -f ^xy + v^iffu - a■a;)^ 
und dieser reduciert sich auf die gewöhnliche Form 

Äu' + 2Biix + 6V, 
wenn man 

^ = Jt2 ft2 _|_ ^a^s 

B = (i^^h — v^i^g 

setzt. 

276. 
Ifit jetat pif -f- 2gy2 + rs^ der einfachste Äusdrucl; dieses Teiler« 
und ist eine der trinären Formen, welche dem gegebenen Werte 
von c entsprechen, die folgende: 

A = X\ay + b^y + iL^ {a'ij + b'2f + v\a'y + b"s)\ 
so mufs man haben; 

q = A^dÖ-j- fi^a'b'-{- v'-'d'b" 

und damit die angenommene trinäre Form dem gegebenen Werte 
von c entsiireche, mufs man überdies den Gleichungen genügen: 
ah'— ab = h 
fa + 5'ö!'+ /*«"== 
ß + 9^'+ ?'&"= 0. 
Ist wie oben f =^ gt, -^ hd; so kann man die beiden letzten 
Gleichungen durch Einführung zweier unbestimmten GrÖfsen a und ß 
in folgender Weise aufläsen: 

ct' = — g« 4- hcc, 6' = — tb-^hß 

a"= —d'a — ga, h"= —&h—yß, 
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und die Gleichung ah' — ah = h geht über in: 
aß- ah = l. 
Setzt man jetzt die Werte von a, a", ... in die Äiiadrüclie der 
Koefficienten p, q, r ein, so erhalt man: 

q = Aaß~ B(aß + ah) + Gab 
r = Äß^ ~2Bhß-^ChK 
Da wir aber bereits die Bedingung pr — q^ ^ c ausgedrückt 
haben, so können wir von der zweiten Gleichung absehen und nur 
die beiden andern betrachten: 

p = Ak^ -~ 2Baa + Cd^ 
r^Aß'' — 2Bbß + Cb^- 
Diese Werte stimmen mit denjenigen überein, welche man erhalten 
würde, wenn man den Teiler A = ^w^ + 2BtiX + Cx' auf die ein- 
fachste Form bringt. Denn setzt man: 

u ay~ßg 

x^= ay -\-hs, 
so reduciert sich dieser Teiler auf die Form f'f' + ^2^^ + *'■^^ ^^^^ 
die angenommenen Werte von u imd x sind so beschaffen, wie sie 
für die Transformation sein müssen, da aß — ali = 1 ist. 

277. 
Nun mufs offenbar, wenn es je nach den verschiedenen trinären 
Formen von A, welche einem und demselben trinären Werte von c 
entsprechen, verschiedene Werte von a, h, a', &',,,. gäbe, wenigstens 
eine der beiden Gleichungen 

p = Ac? — 2Baa + Cd' 

r = Aß^ — 2Bhß-\-CI)^ 

zwei Lösungen besitzen. Da aber die Gröfae ^y'^ — 2 By'/-}- C/^ 

im Allgemeinen py^ ■ — 2qy^ -\- v^ äquivalent ist, so mufs wenigstens 

eine der beiden Gleichungen 

p^n^ — ^qys^Y?? 
r=py'-'2qyz-\-rB^ 
zwei Lösungen zulassen. Da nun aber die rechten Seiten auf den 
einfachsten Ausdruck gebracht sind, so sind p und r die kleinsten 
Zahlen, welche die Formel py^ — 2gy^ + rs^ enthält, und es giebt 
nur sehr wenig Fälle, in denen eine dieser Zahlen auf zweierlei 
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Weise in dieser Formel enthalten ist. Diese FsVlie sind diejenigen, 
in denen die quadratischen Teiler ambig sind, und zwar giebt es 
deren nur drei, nämlich 1) wenn i) = ^, 2) wenn 2q = p oder = r, 
3) wenn q^ Q ist. 

278. 
Übrigens kann man bei diesen veradiiedenen Fallen nnmittelbar 
einsehen, dafs es zwei einem und demselben trinären Werte von c 
entsprechende trinäre Formen des Teilers A giebt oder geben kann, 
1) Ist nämlich p = r, so können die beiden unbestimmten 
Gröfaen y und s mit einander vertauscht werden, und es besitzt so- 
mit der Teuer A gleichzeitig die beiden trinären Formen: 
A = {my + ns'f + {my -f n'sf + (m'y ~\- vi'sf 
A = ( M 4/ + msy -\-{ny-\- mz'f -\- ( w"«/ + m'df. 
Diese beiden Formen sind von einander verschieden, wofern nicht 

A = (»»!/ + nsf + {ny + mgf -f- {m'y ± m'sf 
ist; denn alsdann würde eine Vertauschnng von y und s in den drei 
Quadraten, aus denen A besteht, keine Änderung hervorbringen. 
Unter dieser Annahme würde der Wert von c sein: 

c = {m^ — n^y + {m'n + m'mf + {mm + m'nf, 
tind da diese drei Glieder durch (n + m)^ teilbar sind, ao mufs man 
w 4" "* ^ 1 setzen, wodurch man erhält: 

c = (« + ^y -\- »»'^ + lii'^- 
Ist nun zugleich y -^b = y, so geht der Wert von A über in: 

(my + zf + {ny + Bf + m^y'^ = 2.s^ + 2sj/'+ ^^ J/'^. 
Diese Form kann aber mit der angenommenen Form 

py^ + 2qyz+pB^ 
nur dann übereinstimmen, wenn man p =^2 =~(c -\~ 1) oder c = 3 
setzt, ein Fall, von dem man absehen kann, da alsdann der Teiler 
2y^ -\- 2y0 -J- 2g^ nur die eine trinäre Form y^ -{- (y -\- sf + 0^ an- 
nehmen kann. 

2) Tat *• = 2$ oder A =ij;/^ + 22J/2 -|- 2gs^, so ergiebt die 
einfache Substitution von y — s für y: 

A = py"' — 2{p — q)y's+pf'. 
Diese Form stimmt mit der des vorhergehenden Falles Uberein. Man 
erhält also dann zwei verschiedene trinäre Formen, aufs er wenn 
p = 2 oder 22 = 2 ist. Ist p = 2, so hat man, da 2^ nicht gröfser 
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sein kann als 2, notwendig auch 2q = 2, und diea fährt auf den 
Fall c ^ 3 zurück. Ist 2q = 2, so kann der Teiler 

nur auf folgende Weise in drei Quadrate zerlegt werden: 

A = ((a + 1)1/ + ßf + («?/ - ^)^ -H 6^i/^ 
und diese ändert sich nicht, wenn man — j/ — 5 für g setzt. Es 
giebt daher in diesem Falle nur eine trin'are Form von A, welche 
dem gegebenen trinären Werte von c entspricht. 

3) Ist endlich 3 = oder A = py^ + rs^, so kann man offen- 
bar das Yorzeiclieo einer der Unbestimmten Dach Belieben ändern, 
so dafs man gleichzeitig die beiden Formen erhält: 

A = (my + n^y + (m'y + n'sy + (m"y -|- jj"g)^ 
A = (my — n^f + {m'y — n'sf + (m"y — n'sf, 
und diese entsprechen demselben trinären Werte von c. 

Die beiden Formen von A sind von einander verschieden, wo- 
fern nicht 

A = {my -f nsf + {my — nsf + {m'if 
ist. In diesem Fülle würde der entsprechende Wert von c sein: 

c = (2mny + (»»'»»y H~ (mmf, 
und damit dieser keinen allen seineu Gliedern gemeinsamen Faktor 
besitze, mufs man m = \ setzen, wodurch sich A = 2y^ + tb^ er- 
giebt. Mithin giebt es, den einen Fall _y = 2 oder r = 2 ausge- 
nommen, stets zwei trinäre Formen des Teilers A, welche demselben 
gegebenen trinären Werte von c entsprechen. 



Aus dieser Untersuchung ergiebt sich, wenn die trinäre 
Form e = p^v^ + (fv'^X'' + W7?^ gegeben ist, und der ent- 
sprechende trinäre Teiler der Formel t^ -\- a^ gefunden werden soll, 
das Folgende: 

1) Dieser Teiler wird durch die Formel A = A^a " -\- \^ \^ -{-v x"^ 
gegeben, in welcher die unbestimmten Gröfsen x, x , x mit Hülfe 
der Gleichung fx + g^'-\- ?*«"= auf zwei zu redueieien sind 

2) Auf welche Weise auch diese Reduktion duich Einfühlung 
zweier beliebigen Veränderlichen y und s an Stelle dei drei x, x , x" 
geschehen möge, das Resultat wird stets, auf den einfachsten Aus- 
druck gebracht, denselben quadratischen Teiler py^ ~{- 2qyz -}- ris^ 
ergeben. 
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3) Gehört dieser Teiler zur Klasse der ambigcn Teiler, d. h. ge- 
hört er zu einem der drei Fälle p = r, 2q^p, q-=0, und ist 
zugleiek die kleinere der beiden Zahlen p und *■ weder gleich 1 noch 
gleich 2, so besitzt der quadratische Teiler A stets zwei, aber nicht 
mehr wie zwei, dem gegebenen Werte von c entsprechende trinäre 
Formen. 

4) Ist der quadratische Teiler A nicht ambig, oder ist, im Falle 
er anibig ist, sein kleinster Kocffieient 1 oder 9, so giebt es stets 
nur eine trinäre Form des Teilers A, welche einem gegebenen trinären 
Werte von c entspricht. 



Auf die trinären quadratischen Teiler bezügliche Sätze. 

280. 

Satz 1. Ist c eine Primzahl oder das Doppelte einer 
Primzahl, so können zwei verschiedene trinäre Formen 
von c nicht einem und demselben trinären Teiler der 
Formel t^ -{- cu^ entsprechen. 

Die eine der gegebenen Formen sei: 

die andere: 

wo K und L sowohl als K' und L' prim zu einander sind. Ent- 
spräche diesen beiden gegebenen trinären Formen von e gleichzeitig 
derselbe quadratische Teiler A, so müfsten die beiden Zalilen K^ -|- L^ 
und E'^-\-L"^ zu diesem Teiler gehören (No. 274). Setzte man also: 

i:^ + i« = 31, K'^-{- L"' = n, 
so müfste sein (No. 233): 

Multip li eiert man diese Gleichung mit &'^&'^, und setzt die Werte 
ji^s = ß „ ya^ j('3.'2 = c — F'^ ein, so erhält man: 

(c - F^) (c - F'^) = (f + c.^)^^»'% 
oder: 

c^ - c{F^ + F"^) + F'F"' =-■ y^&^&'' + cs^^■^*'^ 

niid hieraus erkennt man, dafs F'^1'"^ — y^&^&'^ durch c teilbar 
sein mufs. 

Ist erstens c eine PrimKahl, so mufs einer der Faktoren 
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FF' — yW, FF' -^y^^' durch c teilbar sein, und da das "Vor- 
zeichen -von y bchebig ist, so kann man 

FF' — i/S-*' = cv, oder y%'%' = FF' — cu 
setzen. 

Ist zweitens c das Doppelte einer Primzahl, so mufs stets einer 
dieser Faktoren durch c teilbar sein. Da aber ihre Differenz 2y&&' 
eine gerade Zahl ist, so müssen, wenn ihr Produkt durch die Zahl c 
teilbar ist, notwendig alle beiden Faktoren gerade sein. Mithin ist 
FF' — y&&' durch c teilbar und man kann daher ebenso 

y&&'=FF' — Ctl 
setzen. 

Substitniert man diesen Wert in die vorhergehende Gleichung 
und dividiert das Ganze durch c, so erhält man: 

c^ F^ — F'^ = 0''d'^&'^ + ctl'' — 2uFF', 
oder : 

c~F'- = {F' - Fuf + (c - F^)u^ + s^&^»'^ 

Da die Gr'öfse c — F^ positiv ist, so kann diese Gleichung nur be- 
stehen, wenn M = ist. Dies giebt y&&' = FF' und 
C = ^ä _|_ ^'s _j_ gs^a^'ä. 

Wir müssen jetzt die drei Fülle, welche je nach den ver- 
schiedenen Formen von c eintreten können, betrachten. 

281. 

1) Ist c von der Form 4w + 1, so müssen von den drei Quadraten, 
aus denen der trinäre Wert von c besteht, notwendig zwei gerade 
und eins ungerade sein. Nimmt man für F^ und F'^ die ungeraden 
Quadrate, welche in den beiden trinären Werten von c vorkommen, 
so ist die Gleichung c = F^ + F'^ + z^&^&'^ unmöglich, da in die- 
sem trinären Werte von c zwei ungerade Quadrate auftreten. Mithin 
können die beiden gegebenen trinären Werte von c nicht einem und 
demselben quadratischen Teiler der Formel fi -{■ cu? entsprechen. 

2) Ist c von der Form 4»* -f- 2, so müssen von den drei Qua- 
draten, aus denen jede trinäre Form von c besteht, notwendig zwei 
ungerade und eius gerade sein. Sind F'^ und F'^ die beiden geraden 
Quadrate in den beiden trinären Werten von c, so ist die Gleichung 
c = Fä4.i,''a-j_ gü^a^'ä ebenfalls unmöglich. Mithin gilt der all- 
gemeine Satz auch für den Fall, daCs c von der Form 4n + 2. 

3) Ist endlich c von der Form 8n + S, so sind die drei 
Quadrate, aus denen jede trinäre Form von c besteht, ungerade, und 



y Google 



§ 3. Auf die tvinärcn quadratieolieii Teiler bezügliehe Siltze. 353 

ea scheint daher, als ob die Gleichimg c = F^ ~{- F'^ -{- g^&^Q-'^ in 
dieser Hinsicht nicht nnmöglicli wäre. Wir müssen daher auf eine 
weitere Teilung dieses dritten Falles zurückgehen. 

Die Form 8m + 3, zu welcher c gehört, teilt sieh wieder in drei 
andere 24/c+3, 24ä; + 11, 247c+19. Da die erstere 24Ä + 3 durch 3 
teilbar ist und wir von dem Falle c = 3 abgesehen haben, so kann die- 
selbe nicht stattünden, wenn c eine Primzahl ist. Wir haben daher 
nur noch die beiden andern Formen von c zu betrachten. 

Zunächst bemerken wir, dafs jede ungerade Zahl, wenn sie in 
Bezug auf die Vielfachen von 12 betrachtet wird, von einer der 
Formen ist: 

12w + 1, 12« -!- 3, 12m + 5, 12n + 7, 12m + 9, 12« + 11. 
Das Quadrat einer jeden ungeraden Zahl ist daher von einer der 
Formen: 24« + 1 und 24« + 9 (oder vielmehr 72« + 9), und zwar 
gilt die letztere, wenn die Zahl durch 3 teilbar ist, die erstere, wenn 
dies nicht der Fall. 

1) Ist hiernach c von der Form 24Ä + 11, so müssen von den 
drei Quadraten, aus denen c besteht, notwendig zwei von der Form 
24ji 4" 1 IQ*! ^i'is ^on der Form 24« -{- 9 sein, da keine andere 
Verbindung 24fc -\- 11 als Summe der drei Quadrate ergeben kann. 
Nehmen wir alao in den beiden gegebenen trinären Formen für F^ 
und F'^ die Quadrate von der Form 24n -|- 9, so ist die Gleichung 
c^ F^ -{- F'^ + g^%''^&"^ unmöglich, da von den drei Quadraten der 
rechten Seite zwei von der Form 24« + 9 sind, 

2) Ist c von der Form 24 /i; + 19, so sind von den drei Qua- 
draten, aus denen jede trinäre Form von c besteht, zwei von der 
Form 24w -f- 9 und eins von der Form 24w 4" 1. Nimmt man also 
für F^ und F'^ die Quadrate, welche in den beiden gegebenen tri- 
nären Formen von c die Form 24« + 1 besitzen, so ist die Gleichung 
c = F^ + F'^ -\- s^^^-fr'^ ebenfalls unmöglich. 

Mithin gilt der angegebene Satz in allen Fällen. 

282. 

Bemerkung. Es ist leicht zu zeigen, dafs derselbe Satz 
auch gilt, wenn c oder —c irgend eine Potenz einer Prim- 
zahl H ist. 

Es sei nämlich c = a™ oder c = 2«'", Da das Produkt der bei- 
den Faktoren FF' -\- y&&' und FF' — y»^' durch k™ teilbar ist, 
so mufs mau, wenn in = (t -j- k gesetzt wird, haben; 
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FF' -{-yQ&' ^ aH 
FF' --y^^' = <x''v,. 
Dies giebt: 

2FF' = aH+a"u. 
Ist daher eine der beiden Zahlen (i und v von verschieden , so luiifs 
wenigstens eine der beiden Zahlen F und F' durch « teilbar sein, 
Da aber jede gegebene trinäre Form von c eine eigentliche trinäre 
Form ist, deren Glieder nicht sämtlich durch dieselbe Zahl teilbar 
sind, so miifs offenbar in jeder Form wenigstens ein Glied vorkom- 
men, welches nicht durch a teilbar ist. Nehmen wir an, dafs F^ 
und F'^ in den beiden Formen derartige Glieder sind, so mnfs, weil 
alsdann FF' nicht durch a teilbar ist, einer der beiden Exponenten 
^ und V gleich sein. Setzt man v = oder (t=^m, so erhält man: 

FF' — y&&' = a"'u. 
Ist e ungerade, so ist die rechte Seite gleich cjt; und ist c gerade, 
so kann man, weil alsdann die linke Seite gerade sein mufs, ebenfalls 

FF' — y»&' = cu 
setzen. Der übrige Teil des Beweises bleibt derselbe, wie oben. 
Daraus erkennt man, dafs der allgemeine Satz auch gilt, wenn c oder 
— c eine Potenz einer Primzahl ist. 

Man mufs jedoch hiervon den Fall c = 3^™+^ ausnehmen. Der- 
selbe würde einen besonderen Beweis erfordern, weil er in der Form 
24/c -f- 3, von der wir abgesehen haben, enthalten ist. 

283. 

Satz 2. Ist ü eine Primzahl oder das Doppelte einer Prim- 
zahl, so hat die Formel t^ -^ cti^ ebenso viele trinäre qua- 
dratische Teiler, als es trinäre Formen der Zahl c giebt. 

Denn jeder trinäre Teiler der Formel t^ -\- ctt^ entspricht einer 
sich unmittelbar ans ihm ergebenden trinären Form von c, und um- 
gekehrt fühi-t jede trinäre Form von c zu einem entsprechenden tri- 
nären Teiler der Formel t^ -|- cu*. Gäbe es also von beiden nicht 
eine gleiche Anzahl, so müfaten entweder zwei trinäre Formen von c 
demselben quadratischen Teiler der Formel t^ -\- cu^, oder zwei ver- 
schiedene quadiatische Teilet derselben trinären Form von c entsprechen. 
Die zweite Annahme ist für keinen Wert von c richtig (No, 274), 
und die eiste kann dem vorhergehenden Satze zufolge nicht statt- 
linden, da <' eine Pijm7abl oder da« Doppelte einer Primzahl ist. 
Also u. s w 
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Satz 3. ist c eine Primzahl oder das Doppelte einer 
Primzahl, so kann jeder trinäre Teiler der Formel f '\- afi 
nur auf eine einzige Weise in drei Quadrate zerlegt wer- 
den, er kann, mit andern "Worten, nur eine einzige trinäre 
Form haben 

Deiui hatte em und derselbe quadratische Teiler der Formel 
t^ -|- c«* mehreie tiiudie Formen, so müfsten die verschiedenen tri- 
jiaien Formen nach dem vorigen Satze demselben trinären Werte 
von e entspieehen Wir haben aber (No. 277} bewiesen, dafs ein 
geifebenei timaier Weit von c zwei verschiedenen trinären Formen 
desselben quadratischen Teilers nur dann entsprechen kaniij wenn der 
letztere von einer der Formen 

py'^ + r^\ py^ ■\-2<iys-^2g_z^, py^ -\- 2qys -^ ps'' 
ist, und wenn zu gleicher Zeit die aufseren Koefficienten beide gröfser 
als 2 sind. In allen diesen Fällen kann aber, wie leicht zu sehen, 
die Zahl c, welche der Reihe nach durch pr, 2pq — q^, p^ — q^ dar- 
gestellt wird, weder eine Primzahl uoch das Doppelte eiuer Prim- 
zahl sein. 

Bemerkung. Dieser Satz würde ebenfalls richtig sein, wenn 
c oder —-C eine Potenz einer Primzahl wäre. Er enthält somit 
eine Eigenschaft, welche ausaohliefslieli den Potenzen der Prim- 
zahlen und dem Doppelten derselben zukommt, und die daher 
dazu dienen kann, diese Zahlen von allen andern zu unterscheiden. 

285. 

Satz 4. Ist die Zahl N in einem trinären Teiler der 
Formol t^ -f- cu^ enthalten, so ist auch umgekehrt die Zahl e 
in einem trinären Teiler der Formel i^ -\- Nu^ enthalten, 
und ferner sind die entsprechenden trinären Werte von JV 
und c dieselben, mag man N als Teiler von (^ + c«^ oder e 
als Teiler von t^ -\- Nu^ betrachten. 

Setzt man ebenso wie oben: 

so ist der entsprechende trinäre Teiler: 
vorausgesetzt, dafs der Bedingung 
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= fa: + ir«' + /ta/' 
gcEügt wird. Ist uun N irgend eine, in dem Teiler A enthaltene 
Zald, so ninfs mau gleichzeitig haben: 

N= l^m^ -f- (i^m'^ -\- v^m"^ 
= /■»» + gm + hm". 
Wenn man zu diesem trinären Werte von N den entsprechenden 
trinären Teiler von (^ + ^w* sucht, so mufs man die gemeinschaft- 
lichen Teiler betrachten, welche je zwei der fti faen m m m haben 
können. Ist a der gemeinsame Teiler von w nnd m ß der von 
m" und m, y der von m und m , so kann man also setzen 

(i^fßyn +garn + A«^^". 
Wird die zweite von diesen Gleichungen auf die Form 
i„ + |-„' + %"_0 

gebracht, so sieht man, dafs ~, -1-, — ganze Zahlen sein müssen; 
denn wenn n und a einen gemeinsamen Teiler hätten, so würden 
auch die drei Zahlen m, in!, m" einen solchen besitzen, welchen Fall 
wir stets ausgeschlossen haben. Ebenso zeigt man, dafs auch «' und ß, 
sowie n" und y keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. Ist daher 
f = af, g = ßg, h =' yh', so geht die vorige Gleichung über in 

fn -\- g'n' + h'n" = 0. 
Nennen wir V den trinären Teiler von f + Nu^, welcher dem Werte 
Jf = l^ß^y^iv' ~\- ii^y^cc^n'^ -\- v^a^ß^n"^ entspricht, so erhalten wir die 
beiden simultanen Gleichungen: 

= Inx + (inx-^ vn'x". 
öobstituiert man aber die Werte von f, g, li in den Aufdruck von c, 
so ergiebt sieh: 

ein Wert, der in V enthalten ist, wenn man 

X = ^vf, x' = vA/, x" = lfi?t' 
setzt und zugleich die Bedingung 

= knx + \in'x' + vn'x" 
erfüllt ist. Diese reducierfc sich aber auf: 

= /■'« + /■»' + /*■«"; 
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sie ist also in der Tliat erMlb, und damit ist der Sata iü seiner 
ganzen Ällgenieiiilioit bewiesen. 

286. 
Beispiel. Die Formel f -\- Qbti' besitzt den trinären Teiler: 
9f + Byis + 9s^ = (2s, - gf + {2y + 2^f + Cv + 2^)^ 
und diesem entspricht der Wert von c: 

c = Gä + 2= + 5^. 
Ist y ^ b und s = — 2, so erhält man die Zahl: 

K= 181 = 12^ +6^+ 1. 
Sucht man nun mit Hülfe dieses Wei'tes den entsprechejiden trinären 
Teiler von f + 181 w^, so findet man für diesen Teuer; 
59' + 4»« +Sli'-,' + (6sf + (2j, + s): 
Diese Formel enthält aher die Zahl 65, "wenn man j/ = 2 und s = 1 
setzt, und die trinäre Form ist 65 = 2^ + 6^ + 5^, während der tri- 
näre Wert von N, welcher sich aus demselben Teiler ergiebt, der 
folgende ist: ISl = 12^ + 6^ + 1^. Man ersieht hieraus, dafa 68 
und 181 auseinander in derselben trinären Form hervorgehen, mag 
man nun 65 als Teiler von if^ + 181m^ oder 181 als Teiler von 
('-|-65m^ betrachten, und dies ist in Übereinstimmung mit unserem Satze. 

287. 

Satz 5, Wenn der Kur Formel t^ -\- cti^ gehörige quadra- 
tische Teiler ^= py^ -\-2qys ■\- rz^ mehrere trinäre Formen 
annehmen kann, und wenn man in diesen verschiedenen 
Formen für y und b die bestimmten Werte y ^ f, ^ = g setzt, 
so werden die trinären Formen, welche sich daraus für die 
Zahl ^ = J)/^ + 23/^ + r<7^ ergeben, sämtlich von einander 
verschieden sein, wenigstens so lange 'N gröfser ist als —c. 

Sucht man nämlich direkt die Fälle zu bestimmen, in denen zwei 
trinäre Formen des Teilers A für die bestimmte Zahl JV einen und 
denselben trinären Wert ergeben, so findet man, dafs iV" nicht gröfser 
sein kann als — c. Dies wollen wir jetzt auseinandersetzen. 

Wir setzen voraus, dafs der Teller A =py'^ + 2([ys -[- rz^ die 
beiden trinären Formen 

A = (my -\- ns'f + {m'y -j- n sf -{- {m"y -\- n" sf 
A = {^2/ + vsf + (^> + v'zf + {^"y + v'z'f 
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aniiehmeii könne, so daXs gleichzeitig ist: 

jö = m*^ + m'^ + m"^ = (i^ + ft'' + ft"' 
Q = mw -j- m'n -\- m"n" = (iv -\- fi'v + (i"v" 
r = n^ + n ^ + n"^ = z.'^ + v'^ + v"^. 
Sollen die beaoutteren Werte y = f, s ^ g, für welche der Teiler A 
gleich JV wird, so beschaffen sein, dafs sieh die beiden trinäten For- 
men von A auf eine einzige trinäre Form von N reducieren, so 
mufö sein: 

mf + n(j = fi/' + vcj 

mf + n'g = ^' f + v'g 
m'f-\- n'g = ^"f-\- v"g. 
Denn die beiden trinären Formen, welche zusammeiifiilleji sollen, 
können so geordnet werden, dafs die gleichen Glieder an derselben 
Stelle stehen und die Quadratwurzeln der letzteren dasselbe Zeichen 
haben. 

Da ferner /' und y prim au einander sind, so kann man den 
vorstehenden drei Gleichungen allgemein genügen, wenn man drei 
unbestimmte Gröfsen a, d, d' annimmt und setzt: 

fi = m — ag, (t = m — dg, ji" ^^^ m" — d'g 
V =n -\- af, v '=n' + a'f, v" = n" -\- d'f. 
Setzt man diese Werte in die Werte von p, q, r ein, so erhält mau 
die drei Gleichungen: 

yjf(a^ -I- d^ + d"^) — ma — m'd — m'c 



-äfi^^ + d^ + d"^) + KOI + w'«' + d'd' = 
fg (ö^ + ff' + a"^) + </(«« + n'd + n"d') 



■ C^) 



— f{ma + m'd -\- m"d') J 
Wie man sieht, ist die dritte eine Folge der beiden andern, ao dafs 
wir nur diese in Betracht zu ziehen brauchen. 

Wie man auch den Gleichungen (Ä) genügen möge, es werden 
immer die Werte von /' und g eine Zahl 

N = pf'-^2qfg-\-rg^ 
von der Beschaffenheit bestimmen, dafa, wenn man darauf die beiden 
trinären Formen von A anwendet, dieselben sich auf einen einzigen 
trinivren Wert von N reducieren. Wir suchen daher den gröfsten 
Wert von JY, für welchen diese Koincidenz stattfindet. 

Zuerst bemerken wir, dafs, weil /' und g nicht alle beide gerade 
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sein können, die Zahl «^ + ra? -j- a"^ den Gleichangou (Ä) zufolge 
gerade sein mufs, lat also: 

«' + »:' + "'" - 2t, 

SO erhält man: 

/ = - j^ , g^ ;. , 

und hieraus folgt; 

lc(inf -\- ng) = (m'w — mn)a' — (mn" -- m"n)a" 
h(m'f-\- ng) ^ {m"n' — m'n")a" ~— (m'n — mn)a 
ft(m"/'+ n"(f) = (mn" — m"n)a — {m"n' — m'n")a'. 
Die trinäre B'"orm von c, welche dein trinären Teiler 

{my + n^f + {my + n'sf + {m"y + »."sf 
entspricht, ist: 

c = (jnn — innf -\- (m'n" — m"n'y -J- (m"n — mn'f. 
Setzt man zur Abkürzung: 

m'n — ■ mn = y, m'n' — m'n' = «, mn" ■ •■ m"n = ß, 
so dafs 

«»«'-h/i' + r' 

wird, ao geben die obigen Gleichungen: 

k{mf -\rng) =ya' ~ ßa" 
k(m'f-\'n'g) =^aa"~ya 
li{m"f-\' n"g) = ßa — aa. 
QuLidriert und addiert man diese Gleichungen, so erhiilt iiia,a: 

k^N-^ (ya ~ ßd'f + (««" — yaf + (ßa — aa'f. 
Da aber c = tt^ + /3^ -|- y^ und 2Ä = a^ -|- a'^ -|- d"' ist, so redu- 
eiert sich die rechte Seite, wie leicht zu sehen, auf; 

Sc/c ~ («ö + ßd + yd'f, 
so dafs man hat: 

fcäJV = 2c/c - (ßffl + jSß' + yd'f. 
Dieses Resultat zeigt, dafa die Grenze von N gleich —r- ist, und dafis 
JV diese Grenze nur dann erreichen kann, wenn aa-\- (id -^ya" = ist. 

288. 

Die Grenze von N ist um so gröfser, je kleiner k ist; wir wollen 
daher zusehen, welches der kleinste Wert von h ist. 

Die Werte, welche a, d, d' besitzen müssen, damit «^ + ^^ + ""^ 
möglichst klein und eine gerade Zahl sei, sind 0, 1, 1. Alsdann aber 
würde f = — w' ~ «", y = m' -j- m' sein, und die l^'oriu 
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(^2, + vBf + Cu'y + vdf + i^'y + v" df 
würde sich vou dor Form 

{my + nsf -\- (m'y -\~ n'sy + {m"y + n'z) 
nur durch die lleilienfolge der Glieder unteraciieiden, was gegen iLiisere 
Annalime ist. 

Ebenso kann man niuht « = 0, »' = 0, a" = 9 setzen, weil als- 
dann die beiden trmaien Fuiraen von A sieh auf eine und dieselbe 
Form reducieren würden Der kleinste Wert von /; findet also statt 
für w = 1, d = 1, ff" = 2 Alsdann ist h = '6, und die gesuchte 
Grenze ist N<,-t-c, übereinstimmend mit uusorm Satze. 

289. 
Damit JV diese Grenze erreiclio, mufs 

ß -f |i + Sj- = oder a = — ß — 2y 
und daher 

e-.c.' + ß' + f-2(ß + yf + -if 

sein. Da aber JV"=— c ist, so mufs sieb c durch 3 teilen lassen. 
Setzt man also ß -\- y '= 3d, so erhält man: 

c = Zf •\- 18(5^. 
Hierin mufs y eine ungerade Zahl sein, da sonst IN durch 4 teilbar 
sein müfste, was jedoch bei den Zahlen, welche eine trinäre Form 
annehmen, nicht stattfinden kann. 

Diese Resultate lassen sich leicht bestätigen, Denn zufolge des 
gefundenen Wertes von c ist einer der quadratischen Teiler von a^-\-<M^: 

A - (2y" + 12«')!/" + (2/' + 12ä')</2 + [^^ + 3ä")«>. 
Derselbe zerlegt sieh auf folgende zwei Arten in drei Quadrate: 

((r + 2«)<, + (|y+i + ä)sy + (fr-2ä)!, + (ir— !--*)«)' 
+ (2«<, + (ä-l)3)' 

((r + 2ä)!/ + (2-r-i + «)«)' + ((r-2«)ä/ + (,'!' + |-«)2)'' 

+ (2<Is + («+!) 2)', 
und diese uwei Formen reducieren sich auf eine einzige, wenn man 
y = \, e = () setzt. Dies giebt iV" = 2/ + 12d'^ = ~ e. 
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290. 
Satz 6. Wenn die Zahl N auf m verseiiiedene Ärteo in 
einem oder melireren quadratischen Teilern der Formel 

f -\- CM^ 

enthalten iat, wenn sich ferner jeder dieser verschiedenen 
Teiler in n trinäre Formen zerlegen läfat, und somit die 
Zahl N, als Teiler der Formel f -\' ctt^, mn trinäre Werte 
annimmt, so sind alle dieau trinären Werte von einander 
verachieden, mit Au au ahme des Falles JV< — e und des- 
jenigen, in welchem man der Gleichung <? = y^ -\- Sz^ ge- 
nügen könnte, ohne dafs man 2 = zu setzen brauchte. 

üeon eine der trinären Formen von N läfst sich immer dar- 
stellen durch die Formel 

wenn man nunimmt, dafs der entsprechende Wert von c gleich 

iat und zwischen den Zahlen A, B, C die Relation 

fA + gB-irhG=-0 
besteht. 

Ebenso liil'st sich eine zweite trinäre Form von N durch die li'ormel 
N= X'^Ä^ + ft'^B'^ + v-'G"' 
darstellen, wenu man in ähnlicher Weise 

c = pii^v"^ -j- g'^v'n'^ + /i'^/'V'^ und fA' + / ü' -f /*' C = 
annimmt. 

Sollen nun diese beiden trinären Werte von JV" identisch sein, 
so mufs man 

i,A = X'A', (lB = fiB', vG^vC 
setzen. Entnimmt man aus diesen Gleichungen die Werte von Ä^ 
i>", 0' und setzt dieaelben in die Gleichung 

fi: + g'B' + h'C = 
ein, ao erhält man: 

/>V ■ lA -\- g'v'X ■ fiB + h'X'ii.' . vC = 0. 



Verbiuld 


man 


diese Gleichung mit der ßleichung 


so ergiebt sich: 






.fr» 






lÄ 
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Wird zur Abkürzuug goaetzt: 

f^v = tt , gvX ^ß , hin = 7 
f (iv = a', g'v'X' = ß', h'X' [i = y', 
so düTa die trinäreii, den beiden identischen Werten von N ent- 
sprechenden Werte von c die folgenden sind; 

c^a' + ß' + f, c - «■' + /i-^ + r', 

SO erhalt man: 

jiJl_ ^^ a'y — af 

x'A r'ß—'vß' 

Nun können aber die drei Zahlen lÄ, jiB, vC liiclit durcii einen 
und denselben Faktor teilbar sein. Nennt mau also <p den gröfsten 
gemeinschaftlichen Teiler der drei Gröfaen 

«'r-«/, ß'a-ßa, yß-~yß\ 
HO ist: 

q>XA = y ß — yß' 

<Pli,IB = a'y — ay 

(pvG^^ci — ßa. 
Hieraus folgt: 

f« (IM" + ^'B' + »>C') -^'N^ir'ß- rßf + («')-- <./)' 

+ {(!■« ^ (!«■)'. 

Nun weifs man aber, vermöge einer bei derartigen Untersuchungen 
sieh sehr häufig darbietenden Reduktion, dafa die rechte Seite nichts 
anderes ist als: 

(»' + ß' + ,') («■' + ß'' + r") - («"' + ßß + yfj- 

Daher ist, weiin man zur Abkürzung cca + ßß' + 77 = ^ sotat: 

oder: 

c^ = ^2 + IJltpK 

Somit können zwei trinäre Formen von N nur dann identisch 
sein, wenn die Zahl N kleiner als c^ und von der Beschaffenheit ist, 
dafs man der Gleichung c^ ^ y^ -{- Ns^ genügen kann. 

Dieses Resultat erleidet nur eine Ausnahme, wenn fp = Q ist. 

Alsdann hat man -^- == ^- == — , so dafs die Form «'^ + 3'^ + y'^ 
y p K 

ganz und gar mit der Form a^ -\- ß^ -\- y^ zusammenfällt. In diesem 

Falle sind aber die beiden trinären Werte von JV, welche man mit 

einander vergleicht, aus einem und demselben quadratischen Teiler 
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abgeleitet, da sie identischen trinären Werten von c entsprechen; 
mithin müssea diese beiden Werte von einander verschieden sein 
(No. 287), wofern nicht N<,-^c ist. Fügt man daher diesen Aus- 
nahmefall zu deui bereits gefundenen hinzu, so erhält man den all- 
gemeinen Satz in der Fai5SQiig, in der wir ihn ausgesprochen haben. 



Um von diesem Satze eine Anwendung zu geben, betrachten 
wir die Formel f -^ 2lu^ und ihren quadratischen Teiler 

A = 5j/^ + 4)/g -f 5sl 
Derselbe ]umn die beiden trinären Formen annehmen: 

(2,+ e)' + f + 4.s' 

In diesem Teiler ist die Zali! 17765 = 5 ■ 11 ■ 17 ■ 19 enttialteii. Da 
diese von der Form 84^ + 41 ist, so Ifann sie (der Tafel IV zu- 
folge) zu keinem andern quadratischen Teiler der Formel t^ -{- 21tt^ 
gehören. Ferner mufs diese Zahl wegen der vier Faktoren, aus 
denen sie besteht, 2^- oder 8-mal in dem Teuer 5y^ -\- iy^ -\-6^ 
enthalten sein. In der That findet man, wenn man die Gleichung 

17765 = 5s" -I- 41/« + 5«« 
auflöst, die folgenden acht Lösungen: 

1/ — 52, - 64, 31, - 63, - 1, - 47, ~ 24, - 28 
a=16, 15,40, 40, 60, 60, 65, 65. 
Man würde sogar noch acht andere finden, jedoeh würden dieselben 
kein neues Resultat ergeben, da der quadratische Teiler 

5/ -f 4:^s -f 5a^ 
zu den ambigen Teilern gehört Hiernach ergiebt von den acht ge- 
fundenen Lösungen eine jede zwei trinäre Formen von 17765, weiche 
von einander verschieden sind, da die Gleichung c^ = J/" -|- Ns^ 
offenbar niciit stattfinden kann. Mithin besitzt die Zahl i7765, als 
Teiler von t^ -|- 21 !i" betrachtet, sechszehn verschiedene trinäre For- 
men. In der That findet man die folgenden Formen; 



119'H- 60'-l- 2' 
58"-t-120'-f 1- 

113'-f 64'.f30= 
34'-fI28'-)-15» 



119'+ 62'-(-30' 
82'-fl04>+16' 
106'-(- 66»H-48» 



102'-f 65'-)-66' 

9>+130'-|-28i 

lU'H- 40»-|-62' 

102"+ 80"+31' 



86"+ 63"+80' 
17>+126"+40" 
73"+ 60'+94' 
34"+120'+47' 
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292. 

ßemetkung. Ist N gerade und > -r<^^, so kann die Gleichung 
c^ = j/ä -j- JVs^ nicht stattfinden, und der allgemeine Sat« erleidet 
keine Ausnahme. Die Bedingung iV">~c ist nämlich dann von 
selbst erfüllt; ferner erfordert die Gleichung (P = y^ -\- jV«^, dafs 
s =\ und <? — y^ ^ K sei; da aber 1^ gerade ist, so mufs auch die 
linke Seite gerade sein. In diesem Falle würde jedoch die linke Seite 
durch 4 teilbar sein, während N nur durch 2 teilbar ist. 

Bei derselben Voraussetzung N'^—c' kann die Gleichung 
iY = t^ — &'' 
ebenfalls nicht atattfiudüu, wenn N von der Form in -{- 1 und c 
gerade ist. 

293. 
Satz 7. Es sei py'^ -|- 2qy^ -{- rd^ ein quadratischer Teiler 
der Formel P -j- cw^ und p und c zu einander prime Zahlen. 
Ist dann die Zahl c ein Teiler von f -^ 2'"^ ^^ '^^^ auch c ein 
Teiler von t^ -\- Nu^, wo JV irgend eine in der Formel 

py^ + 2ai/s + rs^ 
enthaltene Zahl ist. 

Ist nämlich N = pa^ + 2qKß + rß^, ao ist 
pN^(pa-\-qßf^cß'. 
Nach Voraussetzung ist aber c ein Teiler von i^ -j- piir; folglich 
giebt es eine ganze Zahl h von der Beschaffenheit, dafs ~ — — eine 

ganze Zahl ist, mithin ist auch !" . ~r ....£. ouig ganze Zahl. Setzt man 

nun für Np seinen Wert, so erhält man; 

c und 7c sind aber prim zu einander; denn hätten sie einen gemein- 
schaftlichen Teiler ©■, so müfsten, da — -—- eine ganze Zahl ist, 
auch p uuc! c denselben gemeinschaftlichen Teiler & haben, was gegen 
die Voraussetzung ist. Demnach kann man pa -{- qß = Isx -\- cu 

setzen, wodurch man erhält: — = e. Polglich ist c ein Teiler 

von X- + W) oder allgemein ein Teiler der Formel f + Nu^. 
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294. 
Buraerkuiig. Derselbe Satz würde auch gelten, wenn man nur 
voraussetzte, dafs der quadratische Teiler f^ + 2gj/^ --1- rs^ eine 
Zahl j)' enthält, welche prim zu c und ao beschaffen ist, dafa c ein 
Teiler von ^ -\- '^ '^ ist. Denn durch eine Transformation kann man 
immer bewirken, dafs diese Zahl p' die Stelle des ersten Koefficienten 
j) einnimmt (No. 233). 

Wenn daher der quadratische Teiler pj/^ + ^q;^z + r^ eine 
einzige Zahl ■p enthält, weiche prim zu c und von solcher Beschaffen- 
Jieit ist, dafa c ein Teiler von ^ + p'if^ wird, so besitzt jede in dem- 
selben quadratische]! Teiler enthaltene Zahl 'N dieselbe Eigenschaft, 
so dafs c stets ein Teiler der Formel f' -\- Nu^ ist. 



29Ö. 

Satz 8. Wenn dagegen eine einzige in dem quadratischen 
Teiler j)i/^ + 22j/^ + r.E^ enthaltene Zahl jj' so beschaffen ist, 
dafs c nicht in t^ -{-p'ti,^ aufgeht, so ist jede in demselben 
quadratischen Teiler enthaltene Zahl N ebenfalls von der 
Art, dafs c kein Teiler sein kann von f -\- Nu^, wenigstens, 
sobald N und c zu einander prim vorausgesetzt werden. 

Denn da c und N prim zu einander sind, so müfste, wenn c ein 
Teiler von t^ + Ntt^ wäre, dem vorigen Satze zufolge auch e ein 
Teiler von t^ -\- p'u^ sein, was gegen die Voraussetzung ist. 



296. 

Zur Abkürzung werden wir einen reciproken Teiler jeden qua- 
dratischen Teiler der Formel i^ -\- cu^ nennen, welcher die 
Eigenschaft besitzt, dafa, wenn JV irgend eine in diesem 
Teiler enthaltene Zahl bedeutet, auch umgekehrt c ein 
Teiler von f + -^"^ i^*' 

Im Gegensatz hierzu werden wir einen mchtreciproken Teiler 
jeden quadratischen Teiler nennen, welcher diese Eigenschaft entweder 
überhaupt nicht oder doch nur in Bezug auf einige besondere Zahlen 
N besitzt, die mit c einen gemeinschaftlichen Teiler haben. 

Die Bedingungen dafür, dafs ein quadratischer Teiler reciprok 
sei oder nicht, sind durch die beiden vorhergehenden Sätze so scharf 
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aijgegeben, dafs mau jederzeit sehr schnell und beinahe auf den ersten 
Blick entscheiden kann, oh ein gegebener quadratischer Teiler reci- 
prok ist oder nicht. 



Als Beispiel wollen wir die Formel t^ -\- 69m^ betrachten, von 
welcher by^ + 2y3 + 14s^ ein quatlratischer Teiler ist. Um zu er- 
fahren, ob dieser Teiler reciprok ist, bemerke ich, dafs der Koeffl- 
eient 6 prim zu 69 ist. Wir untersuchen also, ob 69 ein Teiler Ton 
t^ -{- 5m^ ist. Nun geht offenbar 69 in 8^ + 5 auf; mithin ist der in 
Bede stehende quadratische Teiler ein reciproker Teiler, d. h. wenn 
N irgend eine in der Formel 5^ -\- 2y^ + 14s^ enthaltene Zahl ist, 
so kann man sieher sein, dafs 69 ein Teiler von t^ -\- Nv? ist. 

Da dieselbe Formel f + 69m^ einen zweiten quadratischen Teiler 
Gy^ -\- &yz -\- 13^^ besitzt, so nehme man, wenn man wissen will, 
ob dieser Teiler reciprok ist, die darin enthaltene zu 69 prime Zahl 13 
und untersuche, ob 69 ein Teiler von t^ -\- 13m^ ist. Man sieht aber 
unmittelbar, dafs 3, ein Faktor von 69, kein Teiler von f -\- ISit^ 
ist, folglieh kann es auch nicht 69 sein; mithin ist der quadratische 
Teiler 6j/^ -|- Qyz + 133^ ein nichtreciproker Teiler. 

Wir betrachten noch die Formel f + 45m^ und den quadra- 
tischen Teiler derselben y^ -\- 45s^. Um die Natur dieses Teilers 
zu bestimmen, nehme man den Koefficienten 1 des ersten Teilers 
und untersuche, ob 45 ein Teiler ist von f-{-u^. Man sieht aber sofort, 
dafs 3 kein Teiler ist von t* -\- m^ (denn es werden t und u stets 
zu einander prim vorausgesetzt). Folglieh kann auch 45 kein Teiler 
von t^ 4" w^ sein. Es ist daher der in Rede stehende Teiler ein 
nichtreciproker Teiler. 



Wir werden später zeigen, dafs die reciproken quadratischen 
Teiler nur diejenigen Zahlen enthalten, welche die triuäre Form an- 
nehmen können, d. h. die Zahlen von einer der Formen 8w+ 1, 
8« + 3, 8« + 3, 8n -f 5, 8« + 6. Berücksichtigt mau nun die 
Gleichung pr — ^ = c, so findet man leicht (wie in No. 225), dafs 
fttr jede dieser £(Int' Hauptformen von c die quadratischen Teiler von 
t^ ■\- ci^ in zwei Arten zerfallen, welche sich nach den Vielfachen 
von 4 und 8 bestimmen, wie aus folgender Tafel ersielitlich ist: 
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Zahl c. 


Teiler e 


rster Art. 


Teiler / 


weiter Art. 


8»+l 


4w + Ij 


8« +2 


4» + 3, 


8» + 6 


8» + 6 


4»+ 1, 


8» + 6 


4» + 3, 


8» + 2 


8» + 3 


4» 


+ 2 




8» + 2 


8» + l, 


8« + 3 

c + 4 


8» + 5, 
»—4, 


8« + 7 

» + S 


8» +6 


8» +3, 
c^4, 


8» + 5 
c+8 


8» + 1, 


a» + 7 

c + 4 



lat die Zahl c von der Form 8)i + 3, so giebt es, wie man 
sioht, nur eine einzige Art von quadratischen Teilera, nämlich die 
Teiler von der Form 4,n + 2. Gfehört die Zahl c zu den Formen 
8m -|- 2 oder 8u + ^> ^o kann man die entsprechenden geraden 
Teiler noch näher bestimmen. Dazu mufs man jede dieser Formen 
in zwei andere zerlegen; alsdann wird man an Stelle der beiden 
letzten Spalten der Tafel die folgenden vier erhalten: 



16« +2 


8« + l, 
16» + 2, 


8« + 3 
16» + 6 


8»+ B, 
16» + 10, 


8»+ 7 
16« + 14 


16» + 10 


8»+ 1, 

16» + 10, 


8»+ 3 
16» + 14 


8» + 6, 
16» + 2, 


8» + 7 
16» +6 


16» +6 


8» + 3, 
16» + 2, 


8«+ B 
16.1 + 14 


8« + 1, 
16» + 6, 


8«+ 7 
16» + 10 


16» + 14 


8« + 3, 
16» + 6, 


8»+ 5 
16» + 10 


8» + 1, 
16« + 2, 


8»+ 7 
16» + 14. 



Mit Hülfe dieser Tafel erkennt mau sofort, ob eine gegebene Zahl, 
welche ein Teiler von f -\- cu^ ist, zur ersten oder zweiten Art ge- 
hört; man braucht dazu nur den Rest zu betrachten, welchen diese 
%ahl bei der Division durch 4, 8 oder 16 übrig läfst. 

Da die quadratischen Teiler der zweiten Art immer Zahlen 
von der Form 8ra -j" '^ enthalten, so können diese Teiler niemals 
irinär sein. Mithin müssen die reciproken Teiler sich stets 
unter den Teilern der ersten Art vorfinden. 
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299. 
Satz 9. Ist c eine Primziihl oder das Doppelte einer 
Primzahl, so ist jeder quadratische Teiler erster Art der 
Formel t^ -\- cu^ ein reciproker Teiler. 

1) Ist nämlich c eine Primzahl YOn der Form 4)*+ 1, wdehe 
die beiden Formen 8^^ + 1 und 8w -|- 5 umfafst, so haben wir be- 
reits bewiesen, daXs, wenn N irgend ein Teiler der Formel t^ -\- cu* 
von der Form 4w -|- 1 ist, die Gleichung besteht ( — -1 = 1. Dem- 
nach mufs c ein Teiler von i^ -j- Nu^ sein. Es ist daher der qua- 
dratische Teiler, welcher N enthält, ein reciproker Teiler. Folglich 
ist jeder quadratische Teiler der Formel t^ -|- c«^, welcher von der 
ersten Art ist, ein reciproker Teiler. 

2) Ist c eine Primzahl von der Form 8n + 3 und P irgend ein 
ungerader Teiler der Formel t^ -\- cv?, so hat man (No, 199) (^j = 1. 
Wegen der besonderen Beschaffenheit der Zahl c ist aber (No. 150) 

(A) = — 1; mithin (^) = 1- Somit ist c ein Teiler von 

t^ + 2Pm^ oder von f + Nu^, wenn N irgend ein Teiler der Formel 
t^ -(" '^''^ ^^'■^ ^^^ Form 4w + 2 ist. Demnach ist jeder quadratische 
Teiler dieser Formel, weicher die Form 4w -|- 2 besitzt, ein reciproker 
Teiler. 

3) Ist die Zahl c = 2a, wo a eine Primzahl von der Form 
4n -|- 1 ist, so folgt aus No, 200: ( - -) = 1? wenn N irgend einen 
Teiler der Formel ^ + cu^ oder t\-\- 2afi^ von der Form 8w + 1 . 
oder 8m 4" 3 darstellt. Folglich ist a ein Teiler von f + Nu^, daher 
auch 2 a oder c. Mithin ist jeder quadratische Teiler, welcher N ent- 
hält, d. h, jeder quadratische Teiler erster Art der Formel t^ -\- cu^ 
ein reciproker Teiler. 

4) Ist endlich die Zahl c = 2a, wo a eine Primzahl von der 
Form 4ra + 3 ist, so haben wir in No. 200 bewiesen, dafs, wenn N 
irgend ein Teiler der Formel i^ -\- 2«M^ von der Form 8n + 3 oder 
Sn -{- 5 ist, die Gleichung besteht: ( — 1 = — 1. Folglich ist a ein 
Teiler der Formel f -\- Nu^, daher auch 2a oder c. Mithin ist joder 
quadratische Teiler, welcher JV enthält, ein reciproker Teiler. 

300. 
Satz 10. Ist die Zahl c oder die Iliilfle derselben eine 
ziiaanimen^CHetzte Zahl, so giobt es unter den qiradratischen 
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Teilern der Formel t^ -\- cif^, welche yon erster Art, sijul, 
stets mindestens einen reciproken Teiler. 

Dieser Satz sowie der vorige setzt voraus, dafs die Zahl c von 
einer der drei Formen An +1, 8w + 3, 4n + 2 sei. Wir begnügen 
uns jedoch damit, den ehen angeführten Satz für die Zahlen von der 
Form 4w + 1 zu beweisen, da die Schlufsreihe bei den andern For- 
men dieselbe bleibt. 

Es sei also c eine zusammengesetzte Zahl von der Form 
4)1-}- 1, Wenn man beweisen könnte, dafs es eine Primzahl N gäbe, 
welche ebenfalls von der Form 4w + 1 ^^^ ^o beschaffen ist, dafs c 
ein Teiler von f -J- JW wird, so würde daraus folgen (No. 198), dafs 
(---] = 1 oder dafs N ein Teiler der Formel f + c«^ ist, und dafs 
somit der quadratische Teiler dieser Formel, welcher N enthält, ein 
reciproker Teiler ist. 

Zu diesem Zwecke zerlegen wir c in seine gleichen oder un- 
gleichen Primfaktoren. Sind k, «', a", . . . die Faktoren von der Form 
4m -f- 1 '"■^'^ ß> ß's ß"i ■ ■• ^^^ Faktoren von der Form 4m -{■ 3, wobei 
die letzteren in gerader Anzahl vorhanden sein müssen, wenn c eine 
Zahl von der Form 4ii + 1 sein soll, so hat mau 

c = «■»"...(!(!'/)"... 
Damit nun c ein Teiler der I'ormel t^ + JVm^ sei, mufs der Reihe 
nach sein: 

Von diesen Bedingungen liefert jede, welche sich auf einen 
verschiedenen Nenner bezieht, im Allgemeinen mehrere lineare Werte 
von jV (No. 195). Verbindet man diese Werte mit einander, um 
allen Gleichungen Genüge zu leisten, und bringt man sie sodann auf 
die Forna An -}- 1, so liefern dieselben eine grofse Menge von For- 
meln, von denen jede unendlich viele Primzahlen enthält. Es genügt 
aber eine einzige dieser Zahlen zur Bestimmung eines quadratischen 
Teilers der Formel I? -j- cu^, und dieser ist reciprok, weil, wenn e 
ein Teiler von t^ -\- Nu^ ist, auch ^ in t" -\- cu^ aufgeht 

301, 
Bemerkung. Die reciproken Teiler der Formel Z^ + cm" 
bilden eine der Gruppen, in welche das vollständige System 
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der quadratischen Teiler dieser Formel zerfällt. I&t * die 
Anzahl der ungleichen Primfaktoren a, a, a", ■ ■ ■ ß, ß', ß", ■ ■ ., ko 
stellt 2' die Gesaratzahl der Gruppen dar; von diesen Grupppii ist 
eine, nämlich die, welche den Bedingungen 

©-1. C) = v- (-?) — >.- 

Genüge leistet und von der ersten Art ist, die Gruppe der reciproken 
Teiler. 

Ähnliche Resultate findet man in dem Falle, wo c von der Form 
8n + 3 oder von der Form A-n + 2 ist. 

.%2. 

Satz 11. Jeder trinäre qiiadviitische Teiler ist ein reci- 
proker Teiler. 

Demi ist A ein trinärer quadratischer Teiler der Formel (^ + cm^, 
und JV irgend eine in A enthaltene Zahl, so ist c, wie wir gesehen 
hahen, ein Teiler von i^ + 'Nn'' (No. 285). Mithin ist & ein reci- 
proker Teiler. 

303. 

Die ümkehruTig des vorhergehenden Satzes ist ehenf'alls richtig, 
nämlich: 

Jeder reciproke Teiler ist trinär. 

Die Tafel VIII enthält nämlich die trinären Teiler der Formel 
i^ + c%i^ für alle Werte von c von c ^ 1 an bis zu e = 251; man 
kann sich davon Überzeugen, dafs es keinen reciproken Teiler der 
Formel (^ -\- cv? gieht, der nicht darin enthalten wäre. 

Dieser Satz kann also bis zu einer gegebenen Grenze L durch 
unmittelbare Besiätigung als richtig betrachtet werden, und es handelt 
sich darum zu zeigen, dafs er anch noch richtig bleibt, wenn c fliese 
Grenze übersteigt. 

Durch eine derartige .Reciproeität hängt jede Formel t^ -]- r.n^- 
mit denen, in welchen c kleiner ist, zusammen, so dafs die bekannten 
Eigenschaften der einen dazu dienen können, die Eigenschaften der 
andern zu beweisen. 

Der allgemeine Satz, den wir zu beweisen haben, ist folgeuder: 

304. 
Satz 12. Jeder leciproke Teiler der X'ormel f -\- Nii^ ist 
ein trinilrer Teiler, und zwar besitzt dieser Teiler so viele 
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trinäre Formen, als die Zahl 2'—' Einheiten enthält. Dabei 
bedeutet i die Anzahl der ungeraden und ungleichen Prim- 
faktoren, welche in N aufgehen. 

Dieser Satz mufs als einer der bemerkenswertesten Sätze 
der Zahlentheorie betrachtet werden. Aus diesem Grunde geben 
wir für denselben zwei Beweise. Der erste stützt sieh darauf, dafs 
es möglich ist, eine in einem gegebenen reciproken Teiler enthaltene 
und zwischen gegebenen Grenzen liegende Zahl zu finden, welche 
eine Primzahl oder das Doppelte einer Primzahl ist. Der andere ist 
von dieser Voraussetzung unabhängig. 

305, 
Erster Beweis. 
Nehmen wir zunächst an, dals JV" oder -^-W" eine Primzahl sei, 
so ist jeder Teiler der Formel f + Jf«^, welcher von der ersten 
Art ist, ein roeiproker Teiler (No. 299). Ist dieser Teiler 

so behaupte ich, dafs V zu gleicher Zeit ein trinärer Teiler ist. 

Denn der Eigenschaft dieses Teilers zufolge ist die Zahl N in 
einem quadratischen Teiler der Formel t^ -{- cu^ enthalten, welcher 
reciprok und somit trinär ist, weil c unterhalb der Grenze L liegt, 
bis zu welcher die Tafel als richtig erwiesen ist. Da ferner die 
Zahl JV eine Primzahl oder das Doppelte einer Primzahl ist, so kann 
sie nur in einem einzigen der quadratischen Teiler von ^ -j' f^**^ ^^'^'' 
darin nur auf eine einzige Weise enthalten sein. Ist daher 

der trinäre Teiler von (^ + c«*, in welchem iV enthalten ist, und 
bezeichnet man mit h die Anzahl der ungeraden und ungleichen Prim- 
faktoren, welche in c aufgeben, so besitzt A 2*~^ trinäre Formen, und 
diese sind von einander verschieden, da J^>c und umsomehr 2V>--c 
ist (No. 287). 

Dies vorausgeschickt, bestimmen die 2''-^ trinären Formen von 
^ ebenso viele trinäre quadratische Teiler der Formel t^ + Nu^, in 
deren jedem c enthalten ist. Diese trinären Teiler sind sämtlich von 
einander verschieden, da sie unter einander verschiedenen trinären 
Werten von N entsprechen (No. 283); und da c nicht mehr wie 
2^~^-mal unter den quadratischen Teilern der Formel t^ + J^**'^ ß^*- 
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halten sein kann (No. 245), so folgt darao3, daXs der gegebene Teiler f 
einer der 2*~' trinären Teiler, welche c enthalten, sein mufs. Mithin 
ist r ein trinärer Teiler, und zwar besitzt dieser Teiler nur eine tri- 
näre Form, was mit dem allgemeinen Satze übereinstimmt. Denn 
As. in diesem Falle j = 1, so ergiebt sieb 2'~^ =■ 1. 

306. 
Mittelst dieses ersten Falles erkennt man, dafs, da die Tafel bis 
zur Grenze X als richtig erwiesen ist, die in dem allgemeinen Satze 
ausgesprochenen Eigens cliaften noch bis zur Grenze -^L^ für alle 
Zahlen JV bestehen bleiben, welche Primzahlen oder das Doppelte 
von Primzahlen und in der Formel f -\- Nu^ enthalten sind. Denn 
da cy^ -f- 2b^s -\- ub^ ein reciproker Teiler der Formel f' -\- Nu^ ist, 

so kann man immer c< 21/ -=-JV" annehmen 5 somit ist c < L, wenn 
JV<-- -L^ ist. 

307. 

Ist jetzt N irgend eine Zahl, die unmittelbar über der Grenze L 
liegt, und ist V = ey^ ~\~ 2&J/S + «s* ein gegebener reciproker Teiler 
der Formel t^ + Nu^, so behaupte ich, dafs dieser Teiler 2''"' trinäre 
Formen besitzt, wenn i die Anzahl der ungeraden und ungleichen 
Primfaktoren, welche in N aufgehen, bedeutet. 

Es sei nämlich p eine Primzalil oder das Doppelte einer Prim- 
zahl, welche in dem Teiler T enthalten ist, und zwischen den Grenzen 
— L und -, L^ liegt. Diese Grenzen sind sehr weit yon einander 
entfernt. Denn obwohl die Tafel nur bis zu L = 251 fortgesetzt ist, hat 
man ■|-i/ = 167 und -Ji^^ 47251. Alsdann ist die Zahl N ein 
Teiler von f-\-pu^, und als solcher enthalten in einem oder mehreren 
reciproken Teilern von f^-\'pu^, welche man als bekannt und dem all- 
gemeinen Gesetze gehorchend ansehen kann, weil p eine Primzahl oder 
das Doppelte einer Primzahl und kleiner als ;t-// ist. Da ferner die 
Zahl JV < —p ist, so kann sie nur einmal in jedem der quadra.ti sehen 

Teilet der Formel f -j- J>'*^ enthalten sein, und da sie nach der An- 
zahl ihrer Faktoren 2'~'-mal in allen diesen Teilern enthalten sein 
mufs, so mufs es eine gleiche Anzahl, also 2'~\ quadratische Teiler 
der Formel f-\-pu^' geben, von denen jeder einmal die Zahl Jf enthält. 
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Von diesen quadratischen Teilern, welche von einander ver- 
schieden sind, entspricht jeder einer verschiedenen trinäten Form 
von p. Mithin giebt es 2'~' von einander verschiedene trin'äre Werte 
von p, deren jeder einer trinären Form von N entspricht. Und selbst 
wenn es unter diesen letzteren einander gleiche Formen gäbe {dies 
würde p^^y^ -\-- Ns^ voraussetzen), so würde doch, weil diese gleichen 
trinären Formen von N ungleichen trinären Formen von p ent- 
sprechen, das System aus einer trinären Form von p und der ent- 
sprechenden trinären Form von N stets verschieden sein von jedem 
andern derartigen Systeme, 

Dieselben Systeme, deren Anzahl 2'"' ist, müssen auch entr 
stehen, wenn man p als Teiler von f -f Nu^ betrachtet (No. 285). 
Nun kann p, da es eine Primzahl oder das Doppelte einer Primzahl 
ist, nui zu einem eiu/igen ctLudiatihthen TViler, wekhea dei gegebene 
recipioke Teiler ist, gehoien und m diesem nur aut eine einzige Art 
enthalten aein Mithin eigiebt sich, da j) in diesem Teilei 2'"^ ver- 
schiedene tiiniie Foimeu annehmen muls, dafs der Teilei f m 2'"^ 
trinäre Poimen zeileffbai »ein mnl'i, übereinstimmend mit dem Satze, 
welcher bewiesen werden sollic. 



308. 
Bemerkung. Der reciproke Teiler T, welcher zu der Formel 
t^ 4' -J^M^, iö welcher N durch i ungerade und ungleiche Primzahlen 
teilbar ist, gehört, kann nicht mehr als 2*-^ trinäre Formen haben. 
Denn ist, falls dies möglich wäre, die Anzahl seiner trinären Formen 
= )fc>-2'~^, und ist P eine in dem Teiler V entlialtene Primzahl, 
welche gi'öfser ist als iV^, so besitzt die Zahl P als Teiler von 
t^ -(- Nu^ k trinäre Formen, welche einer gleichen Anzahl trinärer 
Formen von N entsprechen. Die h trinären Werte von P sind von 
einander verschieden, da mau wegen P'^ N^ der Ciloichnng 

«' "•/ + rs- 

nicht genügen kann. Dies vorausgeschickt, bestinuuen die h von 
einander verschiedenen trinären Werte von P eine gleiche Anzahl 
trinärer Teiler der Formel t^ + Pw^, in deren jedem N enthalten sein 
muls. Mithin ist "N Ämal in den trinären Teilern von t^ -f- Pu^ ent- 
halten. Da es aber nur i ungleiche Faktoren besitzt, so kann JV nur 
2'-'-mal in den quadratischen Teilern von fi -\- Pti^ enthalten sein. 
Mithin kann h nicht gröfser sein als 2'~'. 

Demnach ist die in dem allgemeinen Satze angegebene Zahl 2'-' 
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die genaue Zahl der trinären Fovmerij welche der Teiler T annehmen 
kann und wirklieh annimmt. Wenn jedoch JV" einen quadratischen 
Faktor hat, so kann es noch andere irinäre Formen des Teilers T 
gehen; diese Formen würden indessen nur uneigentliche trinäre Formen 
sein, d. h. sie würden trinären Werten von c entsprechen, deren Glie- 
der sämtlich durch dieselbe Quadratzabl teilbar wären. Diese For- 
men mßasen aber, wie wir schon vorher bemerkt haben (No. 271), 
verworfen werden. 

309. 
Zweiter Beweis. 
Um die Methode, auf welche dieser zweite Beweis sich gründet, 
klarer hervortreten zu lassen, wenden wir sie zunächst auf einige 
besondere Fälle an, indem wir der Reihe nach c = 1, 2, 3, Ö 
setzen und die entsprechenden Werte von b durch die Bedingung 
h <-5-c oder b = — "^ bestimmen. Lassen wir sodann a unbeatimmt, 
so enthält jede Formel cy^ -\- 2byz + az^ unendlich viele andere, hei 
welchen der allgemeine Satz bestätigt ist. 

Ist zunächst c= 1, so mufs 6 = und N=a sein, und der 
gegebene reciproke Teiler ist : 

r = ^'^ + «^^ 

Da die Zahl 1 in diesem Teiler enthalten ist, so mufs N ein Teiler der 
Formel t^-\-l-u^ oder f + u^ sein, woraus folgt, dafs N oder -i- N 
zu Primfaktoren nur Zahlen von der Form 4w + 1 besitzen kann. Da 
nun die Anzahl dieser ungeraden und ungleichen Faktoren gleich i ist, 
so kann man der Gleichung JV= j/^ -|- g" auf 2'~^ verschiedene Arten 



Ist N ^ p -\~ 9^ ^iiö "01 diesen Lösungen, so läfst sieh f offen- 
bar auf die trin'äre Form 

r = i/^ + Pz^ + 'f^^ 
bringen, und dieser entspricht der trinäre Wert: 

Da jede Zerlegung von N in zwei zu einander prime Quadrate 
ein ähnliches Resultat liefert, so nimmt offenbar der reciproke Teiler f 
2'~^ trinäre Formen an, denen ebenso viele trinäre Werte von TV" 
entsprechen. Dies ist in Übereinstimmung mit dem allgemeinen Satze. 

310. 
Ist 

c = 2, r = 2/ + 2hys + «/, N = 2a ~ V, 
so kann der Wert von b nur oder 1 sein. 
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Dil in beiden Fällen N eiu Teiler von fi -f- 2u^ sein mul's, so 
isL klar, da.fs die Primfaktoren von N von derselben Form sind, und 
dafs man somit der Gleichung ^=; y^ -]- 2^'^ auf 2'~' verschiedene 
Arten genügen ksrnn. 

Stellt mau eine dieser Lösungen durch N ^^- p ~\- 2i/^ dar, so 
erhält mau: 

Daraus erkennt man, dafs der Teiler 1" auf die triiiiirc Form 
gebracht werden kauii. Derselben eutspi-icht der trinäre Wort: 

x=f + s' + s'- 

Da nun JV 2'~^-mai vou der Form f^ -j- 2g^ ist, so folgt hier- 
aus, übereinstimmeud mit dem allgemeinen Satze, dals T 2'~^ trinäre 
Formen besitzt. 



Ist 

c =--= 3, r =- 3/ + 2}}ijä + m'', N == Sa - b% 
so kann der Wert von b ebenfalls nur oder 1 sein. 

Da r ein reciproker Teiler und 3 in diesem Teiler enthalten ist, 
so mufs N ein Teiler der Formel f -\- 3it^ und als solcher in dem 
reeiproken Teiler dieser Formel, nämlich in 2j/* -|- 2^^ -|- 2^^ ent- 
halten sein. Es mufs demnach 2'""^ Lösungen der Gleichung 

N'==2f + 2ye + 2s^ 
geben, falls jV nicht teilbar ist durch iä, und nur 2'-^, wenn iV" durch 3 
sich teilen läfst, 

Ist erstens t = und JV"=3«, und stellen wir einen der 2"~^ 
Werte vou N durch N = 2p -f" •^/'S' 4" ^(/^ dar, so erhalten wir: 

3 2 ■ 3 ■ 

Aus diesem Werte erkennt man, dai's 2f-\-(j durch 3 teilbar 
sein mufs. Ist also 2f -[- g =' 'Ah, so wird: 

Hieraus ergiebt sieh folgende trinäre Form von T: 

r _ (:, + ^V--^ + {,,+ '-'-= '-,)' + („ - M". 
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Da der Teiler f = Zy^ + '^^^ ambig ist, so erhält man eine zweite 
triüäre Fovm von T, indem man einfach das Zeichen von z ändert, 
also: 

r _ (s - i+ .". ,)' + (s + i=i .)■ + (s + uy, 

und der trinäre Wert von N, welcher diesen beiden Formen ent- 
spricht, ist; 

*-f + (f + 9)'+9'. 

Da es nun 2'~^ ähnliche Werte von N giebt und jeder zwei 
trinäre Formen von T erzeugt, so ist offenbar die Gesamtzahl der 
trinären Formen von f gleich 2'""^ Diesen entsprechen ebensoviele 
trinäre Formen von N, welche paarweise gleich sind. 

Ist zweitens & = 1, N=^a — 1, so besitzt N 2'""^ Werte von 
der Form N = 2f^ -{- 2fg -\- 2g^, von denen jeder ergiebt: 

Dieser Wert zeigt, dafs 2?»^ + {^f -\- gf durch 3 teilbar sein mul's; 
und da alsdann des- Quotient nur von der Form m^ -{- 2n^ sein kann, 
so kann man setzen: 

(2 /■+<;)■+ 24" ~ 3 (»•' + 2«'). 
Dies giebt: 2f -\- g = m ■\- 2n, ft = m — - n, und daher: 

« = '^^f+j^ = C'-p)' + (^ n-j-)- + »■. 

Da ferner 6 = 1 = m — w ist, so kann man, wie ohne weiteres er- 
sichtlich, den Teiler f = 3y^ + 2ys + «^^ auf folgende Weise zer- 
legen : 

r - (i/ + -4-- ')' + {? + --?-- ")' + '» - »')■■ 

Der entsprechende trinäre Wert von j\' ist: 

Dies kommt auf den Wert 1^ = g^ -V if '\~ gY -\- f zurück. 

Da man nun 2'~^ ähnliche Werte von ^ hat, so erhält man 
auch, in Übereinstimmung mit dem allgemeinen Satze, 2'~^ trinäre 
Formen des Teilers f. 
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312. 

Ist c = 5 und der gegebene Teiler T = 5^^ + 2hyii + «■^^ so 
ist N = oa — h^, und b kanu mir einen der Werte 0, 1, 2 besitzen. 

Welches auch dieser Wert sein möge, es murs, da der Teiler f 
als reciprok vorausgesetzt und 5 darin enthalten ist, N ein Teiler 
von t^ + 5 m" und als solcher in den reeiproken Teilern dieser Formel 
enthalten sein. Je nachdem aber JY durch 5 teilbar ist oder nicht, 
sind zwei Fälle zu betrachten. 

Ist zuerst 6 = und N = 5«, mo mufa, weil die Formel t^ -\- bu^ 
nur den einen retiproken Teiler y^ + ^^' ^^^i ^ ^'"'^-nial von der 
Form y^ -\- 5z^ sein. Bezeichnen wir einen dieser Werte mit 

so erhalten wir: 

5 
Mithin mufs f durch 5 teilbar sein. Setzt man also /■== 6ä, so wird: 

a-g' + l,h'~p' + h' + ih'. 
Diese trinäve Form läfst die des Teilers T erkennen. Dieselbe ist: 

r = (2y + hsY + (y - 2Asy + g'^K 
Beachtet man ferner, dafs der Teiler 5y^ + az^ ambig ist, so erhält 
man durch Änderung des Zeichens von e die zweite trinäre Form: 

r - (2, - ha)' + (j + 2hs)' + gH', 
und diese beiden entsprechen demselben trinären Werte: 

N - S6h' + ig' + a'. 

Da die Anzahl der Lösungen der Gleichung N = jf -}- 5s^ 
gleich 2'~^ ist und jede derselben zwei trinäre Formen von f liefert, 
so erhält man offenbar, in Übereinstimmung mit dem allgemeinen 
Satze, im Ganzen 2'~^ trinäre Formen von f. 

Ist zweitens & = ) oder 2 und JV=5« — 6^, so ist N, als 
Teiler von fi -j- 6u^, 2*^^-maI in dem quadratischen Teiler y^-{-5s^ 
enthalten. 

Ist einer dieser Werte N = f^ -\- 5(/^, so wird: 

a = 6' + r + 5 3^ 
5 ' 

und dies zeigt, dafs h^ -\- p durch 5 teilbar sein mufs. Setzt man 
also 6^ 4" f^ = 5(j»^ -|- «^), so erhält man hieraus & = m -- - 2«., 
/■= 2»J + M, und 

a = m' -J- M^ -j- g^. 
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Dieser Wert von a und der von h lassen hinreichend deutlich 
die trinäre Form des Toilery P erkennen, nämlich: 

r = + msf + {2i/ — n&f + (fsK 
Der entsprechende Wert von ^ ist: 

und dieser kommt auf die gegebene Form /'^ + f/* + ^0^ zurück. 

Da es nun 2'~^ solche Werte von N giebt, ao giebfc es auch 
2i~i trinäre Formen des Teilers T. 

313. 

Wir betrachten jetzt den reciproken Teiler 
r = cy^ -\~ 2'bys + '^■^ 
in seiner ganzen Allgemeinheit und setzen mir voraus, dal's der 
Koefficient c prim zu 2V" und kleiner ala Ü sei, eine Bedingung, die 
jederzeit leicht zu erfüllen ist.'') 

Hiernach mufs, da F ein reeiproker Teiler ist, N ein Teiler der 
Formel 1^ -f- c)r und als solcher in den reciproken Teilern dieser 
Formel enthalten sein. Da ferner mit / die Anzahl der ungeradem 
und ungleichen Primfaktoren von H bezeichnet ist, so miifs Jf in 
den reciproken Teilern der Formel t^ -\- ci^ 2'~^-mal vorkommen. 
Diese reciproken Teiler bilden eine von den ("iruppeii, in welche die 
Teiler dieser Formel zerfallen. 

Ist daher py^ + 2qyg -j- rs^ einer von den reciproken Teilern 
der Formel f -{■ cii^, in denen JV" entlialten ist, so kann man setzen: 

N =- fp + 2 qfg + rff ==-ac — V, 
und dies giebt: 

Aus diesem Ausdruck erkennt man, dafs {pf ■{- qgf -\~ c(i^ durch c 
teilbar sein mufs. Um die Division auszuführen, nehmen wir an, dafs 
man alle quadratischen Teiler von t^ -\- pi^, welche c enthalten, ge- 
sucht habe. Irgend einer von diesen Teilern wird die Form 

cif -\- 2h'yg + '^'^^ 
besitzen, und die Werte von b' werden die sämtlichen Zahlen sein. 



*) Siehe deu IV. H,iuptteil fe 10 Diese Bedingiia^ isL ubngeua nicht ab 
solut erEocdeiiicli für das Gelingen deg Bewni-jc') da iiiin in. den vorbeigehenden 
BeiEpielen Fälle gesehen hit in lenen c unl "\ cmtii ^raieintamPn T iki 
haben (No. .Sil nnd U..) Anm d ^ til 
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die nicht gröfser als — sind und der (Jleichimg cd — V'^ ■■— p ge- 
nügen, oder für welche 6'* -j- p durch c teilbar wird. 
Ist also 

so mufs sein: 

j\''=c/-f 2h'yS-\-dS'', 
mithin : 

Da diese beiden Werte von cN' identisch sein müssen, so setze man: 

S^J) imd cy-\-h'ö^--.±{ff-\-q9). 
Dadurch ergiebt sich; 

Man hat daher unter den verschiedenen Werten von V den- 
jenigen zu suchen, für welchen y eine ganze Zahl wird; einen solchen 
luufs man notwendigerweise finden, weil der gegebene Teiler V 
reeiprok und dies die einzige Voraussetzung ist, auf welche sich diese 
Untersuchung stützt. Es kann auch nur einen solchen Wert von V 
geben, für welchen y eine ganze Zahl wird; denn gäbe es zwei V, ß', 
so müfste — =-—, oder, da c und b prim au einander sind, ~ "^ 
eine ganze Zahl sein. Nun sind aber V und ß^ alle beide kleiner 
als -j- c, oder falls eins von ihnen gleich -^ "^ wäre, so müfste doch 
das andere kleiner als -■ - c sein, da sie von einander verschieden 
sind. Mithin ist die Summe i'-f- ß' kleiner als c, sie kann daher 
nicht durch c teilbar sein. Man mufa auch beachten, dafs die Zahlen 
y und d oder y und h gerade die Zahlen sind, welche die Rechnung 
ergiebt, \ind demnach zufälligerweise einen gemeinschaftlichen Teiler 
haben können, denn gegenwärtig wird nichts anderes gesucht als die 
Form der bestimmten Zahl N'. Nachdem aber y gefunden ist, hat 
man: 

N'^ cf 4- 2b'yä -f dö'. 
Da nun der quadratische Teiler cy^ + 2J/yz + dä^ der Formel 
t^ -\- pu^ auf die Form p'y^ -\- 2q'ys -\- r's^, in welcher p'< 2 1/^^ 
ist, gebracht werden kann, so nimmt der Wert von N' die Form au: 

in welcher f und ff je nach den verschiedenen Fällen einen gemein- 
schaftlichen Teiler haben können oder nicht. 
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Nachdem dieses festgestellt ist, wird der Wert von a: 

P pp' ' 

und aus diesem neuen Ausdruck sielit man, dai's (pf-^ q'g'Y -{- p'g^ 
durch p teilbar sein mufs. Setzt man also: 

ip'f"-\- Ü'f-^-pf —iiiV", 
so findet man durch ähnliche Rechnungen, wie vorher; 

r'-fr' + 2ir'9"+r"s"', 

einen Ausdruck, in welchem man i>"< 2 y -^r p' voraussetzen darf. 
Man erhält daher folgenden dritten Wert von a: 

a = lÜJ^ = (P"f"+ i"9'y + P'9"^+ I^'a' . 
~P P'p" 

Diese verschiedenen Rechnungen müssen so lange fortgesetzt 
werden, bis die beiden letzten Glieder der abnehmenden Reihe 
P) p'i p"' . - - 1 und 1 oder 2 und 1 sind. Wenn alle beide gleich 
der Einheit sind, so ist der letzte Wert von a von der Form: 

1.' + !,' + v'; 
ist aber das letzte Glied 1 und das vorletzte 2, so wird a von der 

Form ^-r , welche sich ebenfalls in eine Summe von drei 

Quadraten verwandelt, nämlich in 

«' + (^)'+(4^); 

AUgemein ist also stets die Zahl a auf eine trinäre Form von 
der Art wie A^ + ft^ -j- v' zurückgeführt. Zn gleicher Zeit findet 
man im Verlaufe der Rechnungen, dafs b auf die Form gebracht 
werden kann: 

h "^ XI ~\- ftiii + ^^) 
und hieraus folgt, dafs der gegebene Teiler V sich in folgender Weise 
in drei Quadrate zerlegen läfst: 

r - (!;, + lif + {m,j + (.2)' + («!/+ w)-. 

Man kann aber zu diesem Resultat noch weit unmittelbarer, und 
ohne den vorstehenden Wert von b zu Hülfe zu nehmen, gelangen. 

3U 

Man kann nämlich die zur Bestimmung des tnnaren Wertes 
von a erforderlichen Rechnungen auatuhren, wenn a und b unbe- 
stimmt bleiben, da die Zahlen p, p , auf denen diese Rtchnungen 
beruhen, aus der einen bekannten Zahl c entstehen, so dafs sie stets 
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dieselben bleiben oder nur eine Ajideruug erleiden durcli die Walil, 
welche man unter den Werten von p' treffen kann, wenn es mehrere 
die Zahl c enthaltende quadratische Teiler von t^ -\- pu^ giebt, oder 
unter den Werten von p", wenn es mehrere die Zahl p enthaltende 
quadratische Teiler von f'\-p'ti^ gieht, u. s. f. In allen Fallen ist 
die Reihe p, p, p", . . . stets so beschaffen, dafs 



^n 



iit, so dafb diese Reihe sehi schnell bis zum letzten Ghede 1 ab- 
nimmt Man kann aho auf diese Weise zn allgemeinen Resultaten 
gelangen, wekhe auf unendlich viele Werte von N anwendbar sind, 
wie wii diet> m den Beispielen für den Fall c = 1, 2, 3, 5 gesehen 
haben 

Wenn man aber auch N als bestimmt gegeben ansieht, so kann 
man doch in den gegebenen Teiler eine Unbestimmte einführen, ver- 
möge deren seine Zerlegung in drei Quadrate bedeutend erleichtert 
wird. Zu diesem Zwecke braucht man nur y -\- liz an die Stelle von 
y zu setzen, wodurch der Teiler V übergeht in: 

V = cf -Y 2{b -^ ch)yz -^ {a -^ 2lli -{■ 61^)^'. 
Wendet man die vorige Methode auf diesen Teiler an, so sind die 
Zahlen p, p\ p", . . ., ohne irgendwelche Veränderung, dieselben, als 
ob ft = wäre. Man erhält daher auch den Wert des letzten Koef- 
fieienten a -{- 2b]c + cJc^ ausgedrückt durch drei Quadrate, und diese 
Quadrate, in denen k unbestimmt bleibt, können nur von der Form 

(l -\. Uf -\. (m + (iky -{- in -}- vhf, 
woraus unmittelbar die trinäre Form von f sich ergiebt; 
r^{ly + Uf + (mp + (iBf + (ny + v^f. 

Durch dieses Hülfsmittel venneidet man jedes Probieren bei der 
Bestimmung des trinären Wertes von f und gelangt zu diesem zu 
gleicher Zeit auf die einfachste und direkteste Weise. Da nun die 
Zahl JV auf 2' ~- 'verschiedene Arten in den quadratischen Teilern der 
Formel P + *^"^ enthalten ist, so ergiebt jeder dieser Ausdrücke eine 
trinäre Form des Teilers f; mithin besitzt dieser Teiler, in Überein- 
stimmung mit dem allgemeinen Satze, 2'-^ trinäre Formen. 

Durch diese Analyse kann die Grenze der Tafel "VIII, welche 
zunächst beliebig ist, unendlich weit hinausgerückt werden; der an- 
geführte Satz wird in ihrer ganzen Ausdehnung gelten. 
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315. 
Beispiel. 

Es sei der reciproke Teiler 

r = 189 f -i- mya + 50s^ 
gegeljen, -welcher zur Formel P -\- Ntt^, iu der JV = 9225 = 3^ ■ 5^ ■ 41 
ist, gehört. Es handelt sich darum zu zeigea, dafs dieser Teiler auf 
2'~^ oder 4 Ai-ten in drei Quadrate zerlegt werden kann. 

Da die üufsereu ICoeffieienten 50 und 189 beide mit N eineu ge- 
meinschaftlichen Teiler haben, so haben wir, um nach der allge- 
meinen Methode verfahren zu können, in T eine Zahl zu suchen, 
welche prim zn .W ist. Diese Zahl erhält man unmittelbar, wenn 
man «/ ■= 1 und s = — ^ 1 setzt, wodurch sich das Resultat ergiebt: 
189 — 30 + 50 = 209 = 11 . 19, also eine Zahl, welche mit Wkeineu 
gemeinschaftlichen Teiler hat. Man mufs daher zuvörderst bewirken, 
dafs 209 der erste Koefflcient von T wird. Dazu reicht es hin, 
3 — !/ an Stelle von s zu setzen, und sodann das Vorzeichen von s 
zu ändern. Auf diese Weise ergiebt sich: 

r = 209f + lOyg + 50s''. 
Setzt man endüeh i/ + 7c^ an Stelle von y, um in den letzten Koef- 
ficienten eine Unbestimmtheit einzuführen, so erhält man: 

r = 209f + 2(35 -f 20n)ys + (50 + 70^ + 209Ä^)/. 
Wir setzen also: 

c = 209, 6 = 35 + 209Ä, a = 50 + 70ft + 209F. 

Die Zahl N, welche drei ungleiche Primfaktoren besitzt, mufs 2^^'^ 

oder 4-mal in den reciproken Teilern von t^ -|- 209«^ enthalten sein. 

Nun besitzt aber diese Formel drei reciproke Teiler, nämlich: 

2f + 2if^ + 105a^ 

10 fi- 2'!fs+ 213* 

13i/^+ 10?/s+ 18s^ 

und in der That findet man, dafs 9225 einmal in dem zweiten und 

dreimal in dem dritten von diesen Teilern enthalten ist, und zwar 

auf folgende Weise: 

(/-_. 29 
ff- 10/'+ 2/<,+ 21,f/ 

ly = o 

1/'= 27, S7, 19 
ff-W + lOft+W l_____ i,__i4,_22. 

Betrachten wir zunächst die dritte Form, welche drei trinäre Werte 
von r liefern mufs, so erhält mau mittelst dieser Form: 
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_ ^' + ■^'" _ 136' + (13 / + Sjf)' + 2093" 
"^ ~~ c ~ " ä09 . 13 ' 

Die erste Eeclmung besteht darin, dafs man den Quotienten sucLt, 
welcher sich hei der Division von (13/'+ 5^)^ + 13ö^ durch 209 
ergiebt. Nun mufs 209, weil es zwei Faktoren 11 und 19 hat, zwei- 
mal in den quadratischen Teilern von (^ + 13m^ enthalten sein, und 
iu der That ist, wenn der quadratische Teiler, welcher 209 enthält, 
durch 

209»/ä4.2Z'V + <iy 
dargestellt wird, die Bedingung 209a'— b'^ = 13 auf zweierlei Weise 
erfüllt, einmal wenn man h'= 14, «'= 1, das andere Mal, wenn man 
b'= 52, a= 13 aetKt. Man kann daher 

setzen, und dies gieht: 

(13/-+ bfif + IW = (209?, + I/.y + 13^1 
Folglich ist: 

s = /. und 209y + h's = + {15 f + ö^), 
also: 



Nehmen wir für f und ;, die Lösung /= 19, Ji == — 32, so ist 
13/-+5<? = 137 und: 

— + 13'? — ?''(35 + 20i>/i) 
^ 209 

In diesem Ausdrucke mufs man das Zeichen von 137 und den Wert 
von h' derart wählen, dafs y eine ganze Zahl ist. Mau eri'eicht dies, 
wenn das untere Zeichen genommen und 6'= 14 gesetzt wird. Es 
ist daher: 

,/ == _ 3 — u/c. 

Der gesuchte Quotient ist 209i/^ -)- 28y£ -\- s^ und seine einfachste 
Form: (s -j- 14t/)'' + 13»/^ Stellt man diese durch /"■' + 13/* dar, 
so hat man also; 

f'~-l+ lU 

,/_ - 3 — 14t, 

uud der Wert von ß wird: 

„ «■ + f ' + Wo" 
" 13 

Ee ist dalier nur noch (/^ + f'^ durch 13 ku dividieren. Dazu mufs 
man 13 nls Teiler der Formel (- + u^- betrachten. Diese b'ormel be- 
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sitzt abev nur einen quadratischen Teilev y* + !?, und dieser geht, 
wenn man denselben so umgestaltet, dafs IS der erste Koefficient 
desselben wird, über in: 

\%f + lOj/2 + 2sl 
Ist daher: 

f + p « 13(13?/= + \()yz + 2^^) = (13^ + 5^)^ + b\ 
so kann man aetzen: 

B=g und 13i/ + 62 ^ + /"', 
oder: 

Z = f und 13i/ -j- 5^ = + gl. 
Aus diesen beiden Losungen ergiebt sich aber in gleicher Weise, 
dafs sich die GrÖfse 

--^ä— '^ ^^y' + ^^y^ + ^^' = f^ + ^^)' + "^^ + ^^)' 

auf 

(4 + 2i7 + (5 — 3Ä)^ 
reduciert. Mithin hat man: 

a -= (14Ä + Sy + (2Ä: + 4)" + (3Ä — 5)^, 
und da dies der Wert von ÖO + 70ft + 209P ist, so folgt, dafs der 
Teiler V = 209?/= + 70)/2 + 50s= die trinäre Form besitzt: 

(t4j/ + 3.)= + {^y + 4^)^ + (3*/ - 5.)=. 
Setzt man s -~ y für ^ und ändert man sodann das Zeichen von s, 
so nimmt der Teiler f wieder die ursprünglich gegebene Form 
189j/* -j- 30i/« + 50/ an, und die soeben gefundene trinäre Form 
geht über in: 

(Uj/ -- 3«)' + (2!, + 4a)> + (81, + 62)1 

Sucht man in derselben Weise die beiden audeni trinären Formen, 

welche aus der Form JV = 13/"= -|- lO/i? + 1^5^ entstehen, und 

ebenso die, welche aus der Form iV"= 10p -\- 2fg + Slt;^ entspringt, 

so erhält man die vier trinären Formen des gegebeneu Teilers 

r = 189y= + 30j/3 + 50^^. Diese vier trinären Formen und die 

entsprechenden trinären Werte von N sind: 

r = (lly^'äsf + (2i/ + 4«)= + (Sy-\-bsy N = 79= + 50^+22= 

r = (10j/— 4s)= + {8j/ + 52)^ + (5i/ + 33=} i^=82^ + 50H V 

r = (13j/- ^y-\-(2yy +{4^ + 7^)= Jf=95=+14=+ 2= 

r = (lOy^i^y 4- (fiy — ösf + (py-i-dsy iV"= 82= + 49=+10= 
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Allgemeine rolgerungen. 
Das Ergebnis dieser Theorie, weiches zum gröfsten Teile in der 
Tafel VllI niedergelegt ist, besteht in folgenden Eigenschaften, die 
jetzt mit aller erforderlichen Allgemeinheit als bewiesen anzusehen sind : 

1) Jede Formel t^ -^ cu^, in welcher c weder TOn der 
Form in noch von der Form Hn -\- 1 ist, enthält stets 
wenigstens einen reciproken quadratischen, d. h, einen 
quadratischen Teiler von der Beschaffenheit, dafs, wenn N 
irgend eine in diesem Teuer enthaltene Zahl bedeutet, die 
Zahl c ein Teiler der Formel *^ + iW ist. 

2) Jeder reciproke quadratische Teiler ist zugleich 
trinär, d, h. er läfst sich ganz allgemein in drei Quadrate 
zerlegen, ohne dafs man den in ihm enthaltenen unbe- 
stimmten GrÖfsen bestimmte Werte beilegt, 

3) Im Falle c von der Form 8)i + 3 ist, enthält der 
reciproke Teiler nur Zahlen von der Form 4« + 2, und er 
wird dargestellt durch die Formel 2p f -^ 2qy^ + 2r^% in 
welcher ipr — q^ = c ist. 

4) Ist c oder -^- c eine Primzahl oder allgemein eine 
Potenz einer Primzahl, so läfst sich jeder reciproke Teiler 
der Formel t^ -\- cu^ nur auf eine einzige Weise in drei 
Quadrate zerlegen; er besitzt somit nur eine trinäre Form. 

5) Ist dagegen c oder — c durch i verschiedene Prim- 
zahlen teilbar, so besitzt jeder reciproke Teiler der Formel 
t^ -|- cu^ 2'~^ trinäre Formen. 

6) Jeder trinäre Teiler ist notwendig reciprok, und 
jeder reciproke Teiler ist zu gleicher Zeit trinär. Diese 
beiden Eigenschaften sind untrennbar mit einander ver- 
bunden und gehören ausschliefslich einer der Gruppen an, 
in welche die quadratischen Teiler einer und derselben 
Formel f -^ cu^ zerfallen (No. 204 u. 205). 

7) Ist c eine Primzahl von der Form in -j- 1 oder das 
Doppelte einer beliebigen Primzahl, so ist jeder quadra- 
tische Teiler der Formel t^ + c< welcher die Form in + 1 
besitzt, ein reciproker Teiler. 

8) Ist c eine Primzahl von der Form 8« + i5, so ist 



yGoosle 



38G Dritter Hiiuptteil, 

jeder quadratische Teiler der Formel f -(- cu^, welcher die 
Form 4n -f- 2 besitzt, ein reciprokor Teiler. 

9) Jede trinäre Form eines reciproken Teilers ent- 
spricht stets einer trinären Form der Zahl c, so dafs es 
für jeden reciproken Teiler ebensoviel trinäre Formen der 
Zahl c gieht, als trinäre Formen dieses Teilers vorhanden 
sind. 

10) Die aus demselben reciproken Teiler abgeleiteten 
trinären Werte der Zahl c sind paarweise gleich, wenn 
dieser Teiler ambig ist (den Teiler pif -\- 2qyz + rz^ nennen 
wir anibig, wenn er zu einem der drei Fälle 3 = 0, 2g =j) 
oder '= r, jj = r gehört, und wenn zugleich der kleinere der 
beiden Koefficienten ji und r gröfser als 2 ist). 

11) In jedem andern Falle sind die aus demselben 
trinären oder reciproken Teiler abgeleiteten trinären Werte 
von c von einander verschieden; sie sind es stets, wenn sie 
aus zwei verschiedenen reciproken Teilern abgeleitet sind. 

12) Die in jedem trinären oder reciproken Teiler ent- 
haltenen Zahlen gehören stets, ebenso wie die Zahlen c, 
zu einer der Formen 4« + 1, 4w -j" 2, 8«* -j- 3. Es kann in 
ihnen keine Zahl von der Form 4n oder 8k -f- 7 vor- 
kommen. 

13) Ist iV" in einem reciproken Teiler der Formel i^-f-CM^, 
und somit c in einem reciproken Teiler der Formel t^-^-ü^^i^ 
enthalten, so sind die entsprechenden trinären Werte 
von N und c in beiden Fällen dieselben. 

317. 

Sata IS, Jede ungerade Zahl, mit alleiniger Ausnahme 
der Zahlen von der Form 8n + 7, ist die Summe von drei 
Quadraten, 

Dieser Satz ist eine sehr einfache Folgerung ans der vorstehen- 
den Theorie. Denn jede imgerade Zalil c, welche nicht von der 
Form 8« -[- 7 ist, ist entweder von der Form 4w -|- 1 oder von der 
Form 8n + 3, Mithin ist die Formel t^ -\- CM^ unter denen auf 
Tafel VIII, welche man als unbegrenzt betrachten mufs, enthalten. 
Durch den Satz 10 wird aber gezeigt, dafs jede Formel dieser Tafel 
wenigstens einen reciproken quadniti sehen Teiler hat, und durch 
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Satz 12 wird bewiesen, dafa dieser Teiler trinar ist, und dafs es 
somit wenigstens einen entsprechenden trinaren Wert von c giebt. 
Mithin ist jede ungerade Zahl von der Form 4« -j- 1 und 8m + 3 
die Summe dreier Quadrate. 

31.8. 

Zugleich folgt aus der vorstehenden Theorie, dafs auch, wenn 
c seihst quadratische Faktoren hätte, c immer als Summe von drei 
Quadraten, welche keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, darge- 
stellt werden könnte; denn wir betrachten als trinäre Formen stets 
nur diejenigen, welche dieser Bedingung genügen. Die Tafel VIII 
enthält keine andern. 

So hat man z. B. 

81 = 8^ + 4^ + 1, 225 = 14^ + 5^ + 2\ u. s. w. 
Hieraus ersieht man, dafs jede Zahl von der l'orm 4» -j- 1 oder 
8w -|- 3 wenigstens eine trinäre Form besitzt, welche ihr eigentüm- 
lich und von denen der niedrigeren Zahlen unabhängig ist. 

Der Teil dieses Satzes, welcher sich auf die Zahlen von der 
Form 8K-1-3 bezieht, beweist, dafs jede ganze Zahl die Summe 
dreier Trigonalzahlen ist. Dies ist der berühmte Fermatsche 
Satz, dessen wir in No. 155 Erwähnung getlian haben. 

319. 

Satz 14. Jede Zahl, welche das Doppelte einer unge- 
raden Zahl ist, ist die Summe dreier Quadrate. 

Es ist dies ebenfalls eine unmittelbare Folge der Sätze 10 und 
12, wenn man dieselben auf die Tafel VIII anwendet; überdies er- 
kennt man mit Hülfe dieser Theorie, dafs die in Bede stehende Zahl 
von der Form An -\- 2 stets in drei Quadrate zerlegt werden kann, 
welche keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. 

320. 
Wird irgend eine Zahl, welche das Doppelte einer 
L Zahl ist, mit 4ß ~f- 2 bezeichnet, m kann man stets der 
Gleichung 

4a + 2 = fl;^ + ^^ + s^ 

Genüge leisten. Aus der Form der linken Seite erkennt man aber, 
dafs von diesen drei Quadraten aß, if, s^ zwei ungerade und eins 



y Google 



388 Dritter TTa.iiptt.eil. 

gerade seiii mufa. Setzt man daher x = p -{- q, y ^ p — q, 3 ^= 2r, 
so erhält man; 

2fl. + 1 = p"" -\- q^ -\- 2r\ 

Mithin ist jede nngerade Zahl toh der Form p' + g^ -]- 2rl 

Von diesem Batae hatte rermat behauptet, dafs er den Prim- 
zahlmi von der Form 8»* -f- 7 eigentümlich sei. Wie man sieht, 
kommt derselbe aber allen ungeraden Zahlen za, und man wird 
ferner stets bemerken, dafs, selbst wenn die betreffende Zahl durch 
eine Qaadratzahl teilbar wäre, man doch immer voraussetzen darf, 
dafs die drei Quadrate p^, q^, r- keiiien gemeinschaftlichen Teiler 
haben, 

321. 
Zusatz 2. Eine beliebige ganze Zahl läfst sicli stets iluroh eine 
der Formehl (2« + 1)2^«, (2a -{- 1)2^'- + ^ darstellen. Gehört die- 
selbe Kur ersten Form, so ist sie, nach dem soeben bewiesenen Satze, 
von der Form 2^"(^^ + 9^ + ^r^); gehört sie zur zweiten, so ist sie 
von der Form 2^«{f + 5^ + r^). Mithin: 

.Tede ganze Zahl, oder wenigstens das Doppelte der- 
selbeji, ist die Kumme von drei Qnadraten. 

322, 

Satz 15. Ist JV eine beliebige Zahl von einer der Formen 
4k + 1, in + 2, 8« + 5, welche alle ungeraden Zahlen oder 
das Doppelte derselben mit alleiniger Ausnahme der Zahlen 
von der Form 8n -[- 7 umfassen, und bezeichnet man mit i 
die Anzahl der ungeraden und ungleichen Primfaktoren, 
welche iu N aufgehen, so ist die Anzahl der trinären 
Formen von Jf stets gleich einem Vielfachen von 2' ^ und 
daher nicht kleiner als 2'~^ 

Es sei nämlich m -f- n die Anzahl der reciproken Teiler von 
f -\- JVu^, und zwar gebe es unter diesen m ambige und n nicht 
ambige.' Jeder nicht amhige reciproke Teiler kann in 2'""' trinare 
Formen zerlegt werden, denen eine gleiche Anzahl von einander ver- 
schiedener trinärer Formen von N entspricht. Jeder ambige Teiler 
kann ebenso in 2""'- trin'äre Formen zerlegt werden; da jedoch je 
zwei von diesen gleichen trinären Werten von N entsprechen, so ist 
die Anzahl der letzteren nur gleich 2'~'^. Wird daher die Gesamt- 
zahl der trinären Werte von JV mit x bezeichnet, so erhält man: 
a; = 2'-^(2w-f m). 
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Mithin ist diese Aaaahl üiemala kleiner :ils 2'~^ und im All- 
len eiu Vielfaebes von 2'""^. Ist i = 1, so rediiciert sich die 
Formel auf x = n, da es in diesem Falle keineu umliigen Teiler 
geben kanu. 

Wendet man diesen Bat^ auf die Zahl 9225 = 3^-5^-41 an 
und beachtet mau, dafs die Formel i" + 9225«* fünf reciproke Teiler 
hat, von denen zwei ambig sind, so hat man m = 2, ii = 3, i ~- i)- 
Mithia ist die Anzahl der trinären Formen von N gleich 

2(6 -I- 2) -= 16, 
und dies wird durch tlie folgende Tafel bestätigt: 
952_j_i4^_|_ 2^ j 85'^ + 44'+ 8' | 80^ + 53'+ 4' 70^ + 58^3^' 
94^_|_17a_j_10« i 83^-1- 443 ^_ 20^ | 80'+52'+lP I 70^ + 47^ + 46^ 
92s+20' + 19^ j 82^ + 50*+ l'^ 79^ + 50^ + 22' j 67^+56^ + 40^ 
88^ + 35^+16' ' 82^ + 49^+10'' i 76^ + 43^ + 40^ | 65^+62^+34^ 

323. 

Hieraus kann man ein ziemlich leichtes Verfahren zur Er- 
mittlung einer Zahl, welche beliebig viele trinäre Formen 
besitzt, ableiten. Soll tliese Zahl nicht weniger als eine ge- 
gebene Anzahl von trinären Formen besitzen, so braucht man 
nur eine gewisse Anzahl von ungleichen Primfaktoren init einander zu 
multiplicieren. Soll z. B. eine Zahl wenigstens 32 trinäre Formen 
besitzen, so wird diese Zahl, wenn man sie aus sieben Paktoren zu- 
sammensetzt, sicher der Aufgabe genügen, wofern sie nicht von der 
Form 8« + 7 ist. Eine solche Zahl ist a. B.: 3 . 5 . 7 . 11 . 13 . 17 . 19, 
und diese ist von der Form 8« + 5. 

Will man aber, dafs die gesuchte Zahl genau eine bestimmte 
Anzahl von trinären Formen besitze, so bedarf es, um zu diesem 
Ziele zu gelangen, einiger Verseuche. Soll z. B. a; = 20 sein, so kann 
man i = i und 2n + m = 5 setzen; alsdann hat man nur noch 
unter den einfachsten, aus vier ungleichen Primfaktoren zusammen- 
gesetzten Zahlen, welche nicht von der Form 8w + 7 sind, diejenige 
zu bestimmen, welche entweder drei reciproke Teiler, von denen einer 
ambig ist, oder vier reciproke Teiler, von denen drei ambig sind, 
besitzt. In diesen beiden Fähen ist nämlich iu gleicher Weise: 
2ii + w = 5. 



yGoosle 



Die einfaclisten Ausdrücke der Formeln Ly^ -|- 2Mys -\- Ns^ für alle 

Werte der nicMq^uadratisehen Zahl A = M'^ — LN von A = 2 Ms 

^==136. 



y.ahlA ! 


Reducierte Formel. 


Zahl ^. 


Reducierte Formel, 


2 
3 
5 
6 
7 
8 


/- 2." 
±{f- 3S') 

s'~ s." 

+ ( »' - 6s') 
+ { »•— ?s') 
+ ( !/' - 8s>) 


31 
32 
33 


+ {,/- 31s') 
+ (!/'- 32s') 
+ (!,'- 33s') 


34 


+ ( s'-34s') 

+ (3i/' + 2ss — 11s') 


io 


y' ~ 10«' 
2s'- 5s" 


35 


+ ( j'-SSs') 
+ (6!,'- 7s') 


37 


j,' - 37 s' 
3</' + 2ss — 12s' 


11 

12 
13 

14 


+ ( s/'-lls') 

+ ( »'-12s') 

!/' ~ 13s' 

+ ( j,'-14s') 


38 


+ ( s'-38s') 


39 


+ { / - 39s') 

+ {2ii» + 2s(s— igs*) 


15 


+ (<f- las») 
±(3/- 5s') 


40 


+ ( ,' - 40s') 
+ (5/- Ss") 


17 
18 
19 
20 
21 
23 
23 


f - 17s' 
+ { S' - 18s') 
±(9'-19s') 
+ (!,'- 20s>) 
+ (»'-31»') 

+ ( s' - sas") 

+ (!/'- 23s') 


41 


j,' - 41s' 


42 


+ ( 1/' - 42s') 
+ {2!/'-21s') 


43 
44 
45 
46 
47 


+ (>;'- 43«') 
+ (s'-44s') 
+ ( i,'~45s') 
+ ( s' — 46s') 
+ ( !/'-47s') 


24 


+ (!/"- 24s') 
+ (3j/'- 8s') 


26 


9' - 26s" 
2j/' - 13s' 


48 


±( j,'-48«') 
+ (39' — 16«') 


27 

28 

1 29 


+ ( 9'~27s') 

+ ( ä/'-28»') 

S)' - 29s' 


50 


(/' - 60«' 
29' — 26s' 


r 


+ ( »' - 30s») 
+ (2j,' - 15s') 


51 


+ ( j' - 51«') 
+ (3s' - 17s') 
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Zahl A 


Reducierte Foi-mel. 


Zahl A. 


Reducierte Formel. 


52 
53 
54 


,/ - 53.» 
+ (!/"- 54.') 


75 


+ ( »" - 75.') 
+ (3!/' - 25.') 


76 

77 


+ ( S' - 76.') 
+ ( »' - 77.') 


55 


+ ( !,'-66.') 

+ (2!/' + 2S2-27.") 


78 


+ (!,■- 78.') 
+ (2»' - 392') 


56 


+ ( !/' - 5GS») 

+ (5>,'+2j2-ll2') 


79 


±( !/'-79.') 

+ (3!,' + 2ä,.-26.") 


57 


+ (/_57.') 


80 


+ (!/' — 80.') 
+ (5!/' - 16.') 


58 


2!,> - 29." 


82 


!/' — 82.' 
2i)' - 41.' 
3s' + 2». -27.' 


59 


+ ( !,»-69s") 


60 


+ ( !f- 60.») 
+ (3/ — 20.') 


83 


+ ( y - 83.') 


61 

1 62 


y' — 61.' 
+ ( s'-62s') 


84 


+ ( j;' - 84.') 
±(79' -12.-) 


63 


+ (!/'- 63.') 
±(7!,'- S.-) 


85 


2;' — 85 s' 
3i/' + 2j,.-28a' 


65 


S' - 65.' 
5if — 13.' 


86 


±{ f~ 86s') 


87 


4- ( / - 87s') 
± (38,' - 29.') 


66 


+ {;;'- 66.') 
+ (3»' - 22."^ 


88 


+ {</'- 88s') 
+ (8s' ~ 11s') 


67 
68 
69 


+ ('/- 67.') 
+ ( j,'-68.') 
+ ( j,' - 69.') 


89 


S' - 89 s' 


90 


+ { f- 90s') 
+ (2s' — 46.') 


70 


+ ( !,'-70r') 
+ {2»» — 36.') 


91 


+ ( 9' -91.') 
+ (7s' - 13.') 


71 


+ C !/'-71«') 


72 


+ (!/•- 72.') 

+ (4!,' + 4ä,s-17.') 


92 
93 
94 


+ ( 9' -92s') 
+ ( S' - 93.') 
+ ( s'-94.') 


73 


s'-73.' 


74 


S' - 74.' 
2;;' -- 37s' 


95 


+ ( S' - 95s') 

+ (2s' + 2s.-47.?) 
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Zahl Ä. \ 


Redüdevte Formel. 1. 


Zahl A. Eeducierte Formel, 


.6 ! 


+ { ,■ - 96s') f 
+ (3j'-32s') 1 


116 ,+( s'-116.') 

117 I + ( / - H7s') 

118 j + ( i/~ 118s') 


1 ^' 


1/' — 97s' 


1 ^^ 


+ ( S' - 98s') 


119 +{ !/'-119s') 
+ ( 7ä/'— 17s') 


1 ^^ 

101 



102 


+ ( j' - 99s') 
±(9!,>-lls') 
+ (7»' + 2ss - 14s') 1 


120 + ( 2/' — 120s') 

, + ( 3!/' - 40«') 

+ ( 5s' - 24s') 

+ (16!/' - 8s') 


i/' — 101s' 
45' + 2!,S"25.' 


122 / — 123«' 1 
2.,'— 61s' 


+ ( / - 102s') 
+ (3!,'- 34s') 


103 
104 


+ ( ,' — 103.') 


123 : + ( s' — 123s') 1 
+ ( 3j'~ 41s') j 


+ ( !,' - 104s') 
+ {8s'- 13s') 


124 + ( s' — 124«') 

125 i s' — 126s' 


105 


+ ( S" - 105 s') 
+ (3»'- 35s') 


126 i + ( .,> - 126s') 

4- ( 2«' 63s'^ 1 


106 


f — 106 s' 
if - 53s' 




— ^ ■' ' 1 


127 
128 
129 


+ ( s'--127s') 1 
+ ( ■/' - 128«') 
+ ( ä/' — 139s') 


107 
108 
109 


+ ( j' - 107 s') 

+ (</•- 108 s') 

s' - 109 s' 


130 


!,' - 130s' 
2s' -- 66s' 
5/ — 26«' 
lOj" - 13s' 


110 


+ ( s'-llOs») 
+ (iy'~ 55s') 


111 


+ ( „•- ins') 

+ (2!,' + 2i/s-55s') 


1 131 


+ ( f- 131s') 
+ ( j,' - 133s') 
+ ( s' ^ ISSs«) 
+ ( / — 134s') 


112 


±(S'^112»') 

+ (3j'+ 21/S-37S') 


133 
134 


113 


;/' — 113s' 


135 


+ ( !/' - 135s') 
+ (6»'- 27s') 

+ ( t/' — 136s') 
+ ( 8/ - 17s') 
+ ( 3j,'+2j,s~45«') 


114 


+ ( j,' — 114s') 
+ (3!)'- 38s') 




1 ''* 


115 


+ ((,'- 115s') 
+ (5!,'- 23s«) 
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Tafel IL 
Die einfaelisteii AuBdriioke der Formeln Ly' 
ungerade ist, für alle Werte von B -= 1 

B = 305. 



- Mys 4- ^^^, in denen M 
' -- 4i,iV von 5 = Ö Ms 



Rednciei'be Formel. 



Redacierte Formel. 



j/ä+ ys ~ 

y'-\- yz — 

y^ -V yz — 

± ( !/' + y^ — 

f-\- y^ — 

+ (!/'+ y^ — 

f + j/s — 

v^+ y^ — 
±{ v^ + y^ — 

j/s -f yz — 

± ( / + y^ ~ 

j/= 4- yz — 
j / + ;/s — 

+ (!/=+ ys — 

/ + y^ ~ 
y' + ^2 - 

l 3/ + !/a - 
± ( y' + 1/2 - 

y^ + yä * 

f + y^- 

± ( y^ + y^- 

f ■{- y^- 

± ( i/' 4- y^- 

+ ( y' + !/^ - 

;f^ + »/2 - 

±{v'+ y^- 
( y' + y« - 

l 4y' + ys - 

y" A- yn- 

±(. y''+ y^- 

±{y^ + y^- 

± ( !/' + y^- 

\±{y^+ y^-^ 

\ ± Oy' + Sys - 



^2 


1T3 


33= 


177 


42" 


181 




186 


8^=) 


189 


92^ 


193 


102* 


197 


11.") 


201 


14 S*) 


206 


le^ä 


209 


16 «ä 


213 


8»' 


217 


183= 

193' 


221 


73* 


237 


33 3») 


241 


243« 


245 


3&3' 


249 


362') 


253 



- 32 3*) 

- 333*^ 



- 383^ 
-393») 



^ 413=) 
133=) 



'/ + y3 - 


402' 


2y= + i/3 - 


233« 


+ { y'+ !/3 - 


-473») 


y'-\- !/3- 




j/' + yz - 


- 493= 


± ( !/= + !/3 - 


- 50 3«) 


± ( !/' + y3 - 


- 513=) 


± iSy' + 2/3 - 


- 173') 


+ (. y'+ !/3 - 


- 523') 


± ( !/' + y^ - 


- 533=) 


+ ( j/= + yz~ 


.- 543=) 


+ (. y'+ y^^ 


- 553=) 


+ (6i,s+ y^. 


- 113') 


/+ y^ 


- 573' 


■^y'+ y^- 


- 193' 


y'+ ?/3 


-583' 


+ {y'+ y^ 


- 59 s') 


y'+ ?/3 


- 603= 




- 613") 


:: { y'+ y.s 


- 623=) 


;:( y'+ J/^ 


- 63^=) 


y'+ y^ 


- 643' 


2'/ + J/« 


.- 83 s'' 


+ ( / + y^ 


- 663') 


y' + j/^ 


-663' 


2y^4- !/s 


- 333' 


;/'+ y^ 


— 673= 


+ ( y' 4- y^ 


— 683=) 


±(2j/=+ ;/^ 


— 343') 


!/'+ ys 


- 693' 


J/=4- J/3 


— 703' 


± ( J'^ 4- !/s 


-713') 


. + C3j/'4-3!/3 


- 233') 


y'4- J/s 


- 733' 


± C y' + y^ 


- 743=) 


± { !/' + !/s 


- 753') 


\ + {y'+ yi 


— 763=) 


\ ± (2?/= + J/3 


— S83') 
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Tafel 111. 
Teiler der Formel t^ — an^. 



Formel 




Lineare ungerade Teiler. 


1'- 2«'' 


S'- 2S' 


8« + l, 7. 


f- 3»" 


'/— 3«" 
3a' - ,/ 


12iC-i- 1 
121+11. 


f- öu' 


,/- 6«' 


20:c+l, 9, 11, 19. 


i'~ e,,' 


!/'- 6«' 
6«' - 9' 


24fl!+ 1, 19 
•Hx + h, 23. 


(■- 7»' 


/- 7s' 
7a' - v' 


28iC+l, 9, 25 
281 + 3, 19, 27. 


t= — 10m' 


,f ~ 10s' 
2!,>- 6a' 


40^+1, 9, 31, 39 
40«; +3, 13, 27, 37. 


(' - 11«' 


,f - IIa" 
Ha' - ,f 


441 + 1, 6, 9, 26, 37 
44ic+7, 19, 35, 39, 43. 


e - 13»" 


,/ — IZs' 


52a: +1, 3, 9, 17, 23; 26, 27, 29, 
36, 43; 49, 61. 


f - 14«' 


,/ — 14s' 
14a' - / 


56a:+l, 9, 11, 26, 43, 51 
56iC + 5, 13, 31, 46, 47, 55. 


l'-15»' 


v' — lös" 
15 a' - ,f 
iy'~ Ss" 
6s'- 3!,' 


60a; + 1, 49 
60ic+ll, 69 
60«;+ 7, 43 
60;«+ 17, 53. 


£' — 17m' 


j,' - 17a' 


68;c+l, 9, 13, 15, 19; 21, 26, 33, 
36,43; 47,49,53,66,59; 67. 


I'-19m" 


f — 19s' 
19s' - ,' 


76a; + l, 6, 9,17,25; 45,49,61,73 
76» + 3,15,27,31, 51; 59, 67, 71,75. 


l'-21«' 


3,'-21a' 

21s' — y 


84i; + l, 25, 37, 43, 67; 79 
84a; +6, 17, 41, 47, 69; 83. 


(' — 22m' 


f — 22s' 
22s' — f 


88;«+ 1, 3, 9, 26, 27; 49, 59, 67, 

75, 81 
88a; + 7, 13, 21, 29, 39; 61, 63, 79, 

85, 87. 
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Formel. 


Quadratische Tailer. 


Lineare ungerade Teiler. 


i^ — 23*/ 


f — iZf 


92ai+l, 9, 13, 25, 29; 41, 49, 73, 
77, 81; 85 




232= - If 


92« + 7, 11, 15, 19, 43; 51, 63, 67, 
79, 83; 91. 


f — 26ii^ 


!;■ — 26«» 


104ä + 1, 9, 17, 23, 25; 49, 55, 79, 
81, 87; 95, 103 




2)/» — 13«= 


1041+6, 11, 19, 21, 37; 46, 69, 
87, 83, 85; 93, 99. 


fi — 29u^ 


y= — 29/ 


116^ + 1, 5, 7, 9, 13; 23, 25, 33, 
35, 45; 49, 51, 53, 57, 59; 
63, 66, 67, 71, 81; 83, 91, 
93, 103, 107; 109, 111, 116. 


e — 30 »(^ 


/ — 302' 


120^+ 1, 19, 49, 91 




30/ — s" 


120ir-t-29, 71, 101, 119 ' 




2/ - 16s> 


1201 + 17, 83, 107, 113 




16.»- 2/ 


120ic+ 7, 13, 37, 103. 


.■-31„> 


s'-si/ 


124a; + 1, 5, 9, 26, 33; 41, 46, 49, 
69,81; 97,101,109,113,121. 




31«» - f 


124»; + 3, 11, 15, 23, 27; 43, 55, 75, 
79,83; 91,99,115,119,123. 


e — 33«^ 


S' ~ 33/ 


1323:+1, 26, 31, 37, 49; 67, 91, 
97, 103, 115 




33/ — f 


132a;+ 17, 29, 35, 41, 65; 83, 95, 
101, 107; 131. 


e - 84«> 


.;» - 34/ 


11 36«+ 1, 9, 15, 25, 33; 47, 49, 55, 




34/ - s> 


1 81, 87; 89, 103, 111, 121, 
127; 136 




3!,» + 2s2-ll/ 


1 136a;+ 3, 5, 11, 27, 29; 37, 45, 61, 




11«» — 2^/«— 3/ 


) 75, 91; 99, 107, 109,, 126, 
131; 133. 


1» — 36.." 


!/' - 35/ 


140a;+ 1, 9, 29, 81, 109; 121 




36/— j/" 


i40;e + 19, 31, 69, 111, 131; 139 




5s»— 7/ 


140^ + 13, 17, 33, 73, 97; 117 




7/- 5s» 
- 


1401+23, 43, 67, 107, 123; 127. 
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Formel. 


Quadratische Teiler. 


Lineare ungerade Teiler. 


f - 37«^ 


j/^ — 37^ 


148a;4-l, 3, 7, 0, 11; 21, 25, 27, 




3/ + 2^s-12^^ 


33, 41; 47, 49, 53, 63, 65; 
67, 71, 73, 75,77; 81,83, 85, 
95, 99; 101, 107, 115, 121, 
123; 127, 137, 13», 141, 145; 






147. 


i^^-as./ 


y'-SSz' 


152^+1, 9, n, 17, 25; 35,43,49, 
73,81; 83,99,115,121,123; 
129, 137, 139 




".Sg^-- 1/ 


1523^ + 13, 15, 23, 29, 31; 37, 53, 
69, 71, 79; 103, 109, 117, 
127, 135; 141, 143, 151. 


(^-39w^ 


/-39^^ 


156«+ 1, 25, 49, 61, 121; 133 




39^- i,^ 


156^+23, 35, 95, 107, 131; 155 




2^ + 2^0— 12!!' 


156ai+ 5, 41, 89, 125, 137; 149 




19z^-2y0— 2y^ 


156fl:+ 7, 19, 31, 67, 115; 151. 


l'^-ilu' 


/-4Uä 


164a: + 1, 5, 9, 21, 23; 25, 31, 33, 
37, 39; 43, 45, 49, 51, 57; 
59, 61, 73, 77, 81; 83, 87, 
91, 103, 105; 107, 113, 115, 
119, 121; 125, 127, 131, 133, 
139; 141, 143, 155, 159, 163. 


e — i2u^ 


2/^-42.^ 


168»;+ 1, 25, 79, 121, 127; 151 




422^ - i/ ■ 


168a!4-17, 41, 47, 89, 143; 167 




2«/^ — 21s^ 


168ic+ll, 29, 53, 107, 149; 155 




21^^- 2/ 


168a:+13, 19, 61, 115, 139; 157. 


f-iSu^ 


/ - 43ä^ 


172ar4-l, 9, 13, 17,21; 41,49,53, 
57; 81, 97, 101, 109, 117; 
121, 133, 145, 153, 165; 169 




43 ^^ - y' 


172;k + 3, 7, 19, 27,39; 51,55,63, 
71, 75; 91, 115, 119, 123, 
131; 147, 151, 165, 159,163; 






171. 
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Lineare ungerade Teiler, 



f — aiff^ 



3/- 17^^ 



184a; + 1, 3, 9, 25, 27; 35, 41, 49, 
59, 73; 75, 81, lOö, 121, 
123; 131, 139, 147, 163, 169; 
177, 179 
184x + 5, 7, 15, 21, 37; 45, Ö3, 61, 
63, 79; 103, 109, lll, 125, 
135; 143, 149, 157, 159, 175; 
181, 183. 
188a:+ 1, 9, 17, 21, 25; 37,49, 53, 
61, 65; 81, 89,97,101, 121; 
145, 149, 153, 157, 165; 169, 
173, 177 
ISSiC + 11, 15, 19, 23, 31; 35, 39, 
43, 67, 87; 91, 99, 107,123, 
127; 135, 139,151,163,167; 
171, 179, 187. 
204a; -|-1, 13, 25, 49, 121; 145, 

157, 169 
2043; -f 35, 47, 59, 83, 155; 179, 

191, 203 
204a^ + 7, 31, 79, 91, 139; 163, 

175, 199 
204a; -f- 5, 29, 41, 65, 113; 125, 
173, 197. 



2j/^ + 27/^-27s 
27ä"~-2?/£— 2y 



212a; + l, 7, 9, 11, 13; 15, 17, 25, 
29, 37; 43, 47, 49, 57, 59; 
63, 69, 77, 81, 89; 91, 93, 
95, 97, 99; 105, 107, 113, 
115, 117; 119, 121, 123,131, 
135; 143, 149, 153,155, 163; 
165, 169, 175, 183, 187; 195, 
197, 199, 201, 203; 205, 211. 
220a; +1, 9, 49, 69, 81; 89, 141, 

169, 181, 201 
220a;-|-19, 39, 51, 79, 131; 139, 

151, 171, 211, 219 
220a; + 13, 17, 57, 73, 117; 153, 

173, 193, 197, 217 
220a; -1-3, 23, 27,47,67; 103, 147. 
163, 203, 207. 
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Lineare ungerade Teiler. 

228a^4-l, 7, 25, 43, 49; 55, 61, 
73, 85, 115; 121, 139, 157, 
163, 169; 175, 187, 199 

228x + 29, 41, 53, 59, 65; 71, 89, 
107, 113, 143; 155, 167,173, 
179, 185; 203, 221, 227. 



233at+l, 7, 9, 23, 25; 33, 49, 57, 
63, 65; 71, 81, 103, 111,121; 

129, 151, 161, 167, 169; 175, 

183, 199, 207, 209; 223, 225, 

231 
232^ + 3, 11, 19, 21, 27; 37, 43, 
61, 69, 75; 77, 85, 99, 101, 

131; 133, 147, 155, 157, 163; 

171, 189, 195, 205, 211; 213, 

221, 229. 



236at+l, 5, 9, 17, 21; 25, 29, 41 

45, 49; 53, 57, 81, 85, 105 

121, 125, 133, 137, 145; 153, 

169, 181, 189, 193; 197, 205, 

213, 225 

236a! + ll, 23, 31, 39, 43; 47, 55, 

67, 83, 91; 99, 103, 111, 

115, 131; 151,155, 179,183, 

187; 191, 195,207,211,215; 

219, 227, 231, 235. 

244ie + l, 5, 7, 9, 11; 13, 23, 25, 
31, 35; 41, 43, 45, 49, 51; 
55, 57, 59, 63, 65; 67, 71, 
73, 77, 79; 81, 87, 91, 97, 
99; 109, 111, 113,115,117; 
121, 125, 137, 139,141; 143, 
149, 151, 155, 159; 161,169, 
175, 191, 197; 205, 207, 211, 
215, 217; 223, 225, 227, 229, 
241. 



yGoosle 



Foi'niel. Quadratische Teiler. | 


Lineare ungerade Teiler. 


e~&2it^ ;/=-62/ 1 


248a;4-l, 9, 19, 25,33; 35,41,49, 




51, 59; 67, 81, 97, 103,113; 


1 


121, 129, 131, 163,169; 171, 






187, 193, 195, 211; 219,225, 






227, 233, 235 




&i0'— f 


248a; +13, 15, 21, 23, 29; 37, Ö3, 
55,61, 77; 79,85,117,119, 
127; 135, 141,151,167,181; 
189, 197, 199,207,213; 215, 
223, 229, 239, 247. 


i:" — 65i/ 


?/^ — 65/ 


260a!+l, 9, 29, 49, 51; 61,69, 79, 
81, 101; 121, 129, ISl, 139, 
159; 179, 181, 191, 199,209; 
211, 231, 251, 259 




5^^-13/ 


260a- +7, 33, 37, 47, 57; 63, 67, 
73,83, 93; 97, 123,137,163, 
167; 177, 187, 193, 197, 203; 
213, 223, 227, 253. 


f^Gßu^ 


?/* ~ 665^ 


264ic+l, 25, 31, 49, 97; 103, 169, 
. 199, 223, 247 




66 ä'^ - f 


264a; + 17, 41, 65, 95, 161; 167, 
215, 233, 239, 263 




3j/^— 22^^ 


264a: + 5, 53, 59, 125, 155; 179, 
203, 221, 245, 251 




22.'^ - sy 


264a; + 13, 19, 43, 61, 85; 109, 139, 
205, 211, 259. 


f-&7u' 


y^--67.^ 


268a; + 1,9, 17, 21,25; 29,33,37, 
49, 65; 73, 77, 81, 89, 93; 
121, 129, 149, 153,157; 169, 
173, 181, 189, 193; 205, 217, 
225, 237, 241; 257, 261,265. 




67««- 1,^ 


2G8a: + 3, 7, 11, 27, 31; 43,51,63, 
75, 79; 87, 95, 99, 111,115; 
119, 139, 147, 175, 179; 187, 
191, 195, 203, 219; 231, 235, 
239, 243, 247; 251, 259, 267. 






1 . .. - 



y Google 



I Quadratische Teiler. 



Lineare ungeradf Teiler. 

x-j-1, 13, 25, 31, 49; 55, 
85, 121, 127; 133, 139, 

163, 169; 187, 193, 211, 

259; 265, 271 
x + b, 11, 17, 53, 65; 83, 

107, 113, 125; 137, 143, 

155, 191; 203, 221, 227, 

251; 263, 275. 
ai-f 1, 9, 11^~51, 81; 99, 

169, 179, 211; 219, 249 

K + 31, 61, 69, 101, 111; 

181, 199,229,269; 271, 

K + 23, 37, 53, 93, 127; 

197, 207,247, 253; 263, 
'x-\-S, 17, 27, 33, 73; 83, 

153, 187, 227; 243, 257. 



151, 
223, 



149, 
245, 



159, 
279 
183, 
277 
97, 



284a^-j'l, 5, 9, 25, 29; 37, 45, 49, 
57, 73; 77, 81, 89, 101,109; 
121, 125, 129, 145, 157; 161, 
169, 185, 217, 221; 225, 229, 
233, 237, 245; 249, 253, 261, 
273, 277 
s+7, 11, 23, 31, 35; 39, 47, 

51, 55, 59; 63, 67, 99, 115, 
123; 127, 139, 155, 169,163; 
175, 1S3, 195, 203, 207; 211, 
227, 235, 239, 247; 255, 259, 
275, 279, 283. 
2923^+1, 3, 9, 19, 23; 25, 27, 35, 

37, 41; 49, 55, 57, 61, 65; 

67, 69, 71, 76, 77; 79, 81, 

85,89,91; 97, 105, 109,111, 
119; 121, 123, 127, 137, 143; 
145, 147, 149, 155, 165; 169, 
171, 173, 181, 183; 187, 195, 
201, 203, 207; 211, 213, 215, 
217, 221; 223, 225, 227, 231, 
235; 237, 243, 251, 255,257; 
265, 267, 269, 273, 283; 289, 
291. 



yGoosle 



Formel. (Jaadi-ittiBclie Teiler. 



B ungerade Teiler. 



78 s^ — if 
' — 79^^ 



296k +], 7, 9, 25, 33; 41, 47, 49, 
63, 65; 71, 73, 81, 95, 121; 
127, 137, 145, 151,159; 1G9, 
175, 201, 215, 223; 225,231, 
233, 247, 249; 255, 263,271, 
287, 289; 295 

296y+5, 13,19,29, 35; 43,45,51, 
59, 61; 69, 91, 93, 109, 117; 
125, 131, 133, 163, 165; 171, 
179, 187, 203, 205; 227, 235, 
237, 245, 251; 253, 261, 267, 
277, 283; 291. 



308«+ 1, 9, 15, 23, 25; 37, 53,67, 

71, 81; 93, 113, 135, 141, 

155; 163, 169, 177, 179, 191; 

207, 221, 225, 235, 247; 255, 

267, 289, 291, 295 

308a; + 13, 17, 19, 41, 53; 61, 73, 

83, 87, 101; 117, 129,131, 

139,145; 153,167,173,195, 

215; 227,237,241,255,271; 

283, 285, 293, 299, 307. 



3123;+ 1, 25,43, 49,121; 139,211. 

217, 235, 259; 283, 289 
3123^ + 23,29,53, 77,95; 101,173, 

191, 263, 269; 287, 311 
312a;+ll, 41, 59, 83.89; 137,161, 

203, 227, 275; 281, 305 
312iK + 7, 31, 37, 85, 109; 151, 175, 
223, 229, 253; 271, 301. 

\31Ga!+ 1, 5, 9, 13, 21; 25, 45, 49, 
65, 73; 81, 89, 97,101,105; 
117, 121, 125, 129,141; 169, 
177, 181, 189,209; 213,225, 
241, 245, 253; 257, 269,273, 
277, 281; 289, 301, 309,313 
316:c + 3, 7, 15,27,35; 39,43,47. 
59, 63; 71, 75,91, 103,107; 
127, 135, 139, 147, 175; 187, 
191, 195, 199, 211; 215,219, 
227, 235, 243; 251, 267,271, 
291, 295; 303, 307, 311,-^15, 



yGoosle 



Tafel lY. 
Teiler der Formel f + au^ wo a eiue Zahl von der Form 4n + 1 ist. 



Form«!. 


QuadvatiacUB Teiler. 


Lineare nngeradc Teiler, 1 




("+ «" 


>!' + •' 


4iB+l. 




("+ 5»(" 


2s"+2!,c+ 3c" 


203^+1, 9 
20«+ 3, 7 




!" + 13«' 


y + 2sc+14c" 
2!/" + 2jc+ 7a» 


52k -1-1, 9, 17, 25, 29; 49 
52a: + 7, 11, 15, 19, 31; 47 




("+17." 

i'+21«' 


b"H-2j« + 18c' 
2/ + 29C+ 9c" 
3ä," + 2s»+ 6c" 


1 681 + 1, 9, 13, 21, 25; 33,49,53 
683; + 3, 7, 11, 23, 27; 31, 39, 63 




s" + 2sic + 22# 
29' + 2j2 + llc" 
5/ + 6S/C+ 6c" 
10s' + 6jc+ 3c" 


8431+ 1, 25, 37 
84J1 + 11, 23, 71 
843;-{- 5, 17, 41 
843+19, 31, 55. 




(' + 29u» 


»"+298 + 30c" 
6j» + 2sc+ 6c' 
2!/" + 2j8+15c" 
iO*/'+2i/c+ 3c" 


11163;+ 1, 5, 9, 13, 25; 33, 45, 49, 
1 53, 57; 65, 81, 93, 109 
1116;c + 3, 11, 15, 19, 27; 31, 39, 
i 43, 47, 55; 75, 79, 95, 99. 




l' + 33ii' 


s'+2i,c+34c" 
2s" + 2ä/c + 17c" 
3j," + 6ä/2 + 14c" 
6s" + 6!/c+ 72" 


13231+ 1, 25, 37, 49, 97 
13231+1"?, 29, 41, 65, 101 
13231+23, 47, 59, 71, 119 
1321+ 7, 19, 43, 79, 127. 




J" + 37»' 


ä,' + 2i,c+38c" 

2,,/ + 2,;c + 19t" 


148« + 1, 9, 21, 25, 33; 41, 49, 53, 

65, 73; 77,81,85,101, 121; 

137, 141, 146 

148k +15, 19, 23, 31, 35; 39, 43, 

51, 55, 59; 79,87, 91, 103, 

119; 131, 135, 143. 




1"+41.." 


!/" + 2!/2 + 42c" 
2s' + 2!,e + 21c" 
5y' + 6s(C + 10c' 
3!," + 2j/c+14c" 
6»" + 2s/c+ 7c' 


11643;+ 1, 5, 9, 21, 25; 33, 37, 45, 
) 49, 57; 61, 73, 77, 81, 105; 
J 113, 121, 125, 133, 141 
1 16431 + 3, 7, 11, 15, 19; 27, 35, 47, 
1 55, 63; 67, 71, 75, 79, 95; 
99, 111, 136, 147, 161. 





y Google 



Quadi-fttisciie Teiler. Ungerade lineiire Teiler. 






2</'+ 'iys+27d 
18/~|- 2p.^+ 3^' 



/+ 2»/« + 58, 
2/+ 22/2 + 39. 

6»/+ e;;s + lls^ 



212a; + 1, 9, 13, 17, 25; 29, 37, 49, 
57, 69; 77, 81, 89, 93, 97; 
105, 113, 117, 121,149; 153, 
165, 169, 197, 201; 205 
212^ + 3, 19,23, 27, 31: 35, 39, 
51, 55, 67; 71, 75, 79, 83, 
87; 103, 111, 127, 139, 147; 
151, 167, 171, 179, 191; 207. 



, 61, 73; 85, 121, 
; 113, 173, 



228^ + 1, 25, 
157, 169 
228» + 29, 41, 53, 65, 

185, 221 
228a! + 31, 67, 79, 91, 103; 127, 

151, 211, 223 
228a;+ll, 23, 35, 47,83; 119,131, 
191, 215. 



;/+ 2i;.s+62/|l244^ + l, 5, 9, 13, 25; 41, 45, 49, 
5/+ 6,«(,'i + 14.s'jl 57, 65; 73, 77, 81, 97, 109; 

! 113, 117, 121, 125, 137; 141, 

149, 161, 169, 197; 205,217, 
225, 229, 241 
1244^ + 7, 11, 23, 31, 35; 43, 51, 
I 55, 59, 63; 67, 71, 79, 87, 

91; 99. 111, 115, 139, 143; 
151, 155, 159, 175, 191; 207, 
211, 215, 223, 227. 



2,f-\. 2ys + 31^ 



1^ + 

18/ 
3f 



2?/« + 66ä^ 
lOj/^-j-lOs- 

2J/S + 332' 
10J/S+ Öin' 

2?;^ + 22i^ 



6/+ 22//. + lls^ 



260a:+l, 9, 29, 49, 61; 69, 81, 

101, 121, 129; 181, 209 
260ic + 33, 37, 57, 73, 93; 97, 137, 

177, 193, 197; 213, 253. 
260a: + 3, 23, 27, 43, 87; 103, 107. 

127, 147, 183; 207, 243 

260x+ 11, 19, 31, 59, 71; 99, 111 

119, 151, 171; 219, 239. 

26* 



y Google 



l''ormel. 


Quadratische Teiler. 


Ungnade liaeiire TmI™. 


t^ + 69ii^ 


10/+ 2?/5+ 7«^ 


2763; + l, 13, 25, 49, 73; 85, 121, 
133, 169, 193; 265 

2763^ + 5, 17, 53, 65,89; 113, 125, 
137, 149, 221; 245. 

276ai+35, 47, 59,71,95; 119,131, 
167, 179, 215; 239 

276«!+ 7, 19, 43, 67, 79; 91, ]03, 
175, 199, 235; 247. 


(^+73)1^ 


j,«+ 2!/g + 74.^ 
2;,^+ 2y^+37^^ 


,292a;+l, 9, 25, 37,41; 49,57,61, 
[ 65, 69; 77, 81, 85, 89, 97; 
105, 109, 121, 137, 145; 149, 
165,169, 173, 181; 201, 213, 
217,221, 225; 237, 257, 265, 
269, 273; 289. 
292»; + 7, 11, 15, 31, 39; 43, 47, 
51, 59, 63; 83, 87, 95, 99, 
103; 107, 115, 131, 135,139; 
151, 159, 163, 167, 175; 179, 
191, 199, 239, 247; 259, 263, 
271, 275, 279; 287. 


f -\- llu^ 


9j/« + 14;/^ + 14s^ 
13/+ 2?/^+ fiä' 

2/+ 2«/2+39^ 
18/+14«/s+ 7£^ 

2G/+ 2j,Ä+ 3.^ 


\308k+1, 9, 25, 37, 53; 81, 93, 

1 113, 137, 141; 169, 177, 221, 

225, 289 

308;c + 13, 17,41,73,89; 101,117, 

129, 145, 149; 173,241,257, 

285, 293. 

1 308»^ + 39, 43, 51, 79, 95; 107, 123, 

1 127, 151,183; 211,219,239, 

263, 303 

308ie + 3, 27, 31, 47, 59; 75, 103, 

111, 115, 159; 199, 223, 24.^, 

251, 279. 



y Google 



Formel. 1 


QuadratiBche Teiler. 


Ungerade lineare Teiler. 


f + 85m^ 


P'+ 2?,. + 86.^ 


340»; + 1,9, 21,49,69; 81,89,101, 
121, 149; 161, 169, 189, 229, 
281; 321 




5/+10?/ä + 22ä^ 


340fl; + 37, 57, 73, 97, 113; 133, 
173, 177, 193,197; 233,277, 
313, 317, 333; 337 




2/+ -2pg-\-r6/- 


340ä; + 43, 47, 67, 83, 87; 103, 123, 
127, 183,203; 223,247,263, 
287, 307; 327 




I0/+10j/s+ils^ 


3403; + 11, 31, 39, 71, 79; 91, 99, 
131, 139, 159; 199,211,231, 


P + 89m^ 




279, 299; 311 


j,a_|_ 2j)S + 90.s^ 


3563:+!, 5, 9, 17, 21; 25, 45, 49, 




2!/^+ 22/« + 45i<^ 


53, 57; 69, 73, 81, 85, 93; 




5/_]_ 22/3+182^ 


97, 105, 109, 121,125; 129, 




10/+ 22/^+ 9^^ 


133, 153, 157, 161; 169, 173, 
177, 189, 217; 225, 233,245, 
249, 257; 265, 269, 277,285, 
289; 301, 309, 317, 345 




3y^+ 2^^ + 30^^ 


j 356a: + 3, 7, 15, 19, 23; 27,31,35, 




6/+ 2«/0 + 15«^ 


43, 51; 59, 63, 75, 83, 95; 




72/^+ 6s<« + 14.^ 


) 103, 115, 119,127,135; 143, 
147, 151, 155, 159; 163,171, 
175, 191, 207; 211, 215,219, 
239, 243; 255, 279, 291,295, 
315; 319, 323, 327, 343. 


L=+ 93m^ 


2/^+ 2^, + 04.^ 


372a; + l, 25, 49,97,109; 121,133, 
157, 169, 193; 205,253,289, 
349, 391 




17j,ä-|_ 6yj-j_ cs^ 


372a;+17, 29, 53, 65,77; 89, 137, 
161, 185,197; 209,269,305, 
353, 365 




ay^+ 2j,. + 47/ 


372ic + 35, 47, 59, 71, 95; 107, 131, 
143,191,227; 287,299,311, 
335, 359 




34;,^+ (^3^+ 3.^ 


372a: + 43, 55, 79, 91, 115; 127, 
139, 151,199,223; 247,259, 
271, 331, 367 



y Google 



Formel. QuivdraÜKchü Teiler. 



f-i- 97« 



2/+ 22/5 + 492*^ 



7/-f 2i/.J + 14.r 



Ungerade lineare Teiler. 

3883; + 1, 9, 25, 33, 49; 53, 61, 66, 
73, 81; 85, 89, 93,101, 105; 
109, 113, 121, 129, 133; 141, 
145, 161, 169, 185; 193, 197, 
205, 221, 225; 229, 237,241, 
269, 273; 285,289, 293,297, 
30Ei; 313, 341, 345,353, 357; 
361, 377, 385 

3l:!b3:+7, 15, 19, 23, 39; 51, 55, 
59, 63, 67; 71, 83, 87, 107, 
111; 123, 127, 131, 135, 139; 
143, 155, 171, 175, 179; 187, 
199, 207, 211, 215; 223, 231, 
235, 239, 251; 263, 271, 311, 
319, 331; 343, 347, 351,359, 
367; 371, 375, 383. 



if-y 2;/^+102.r 
5^^+ 6i/£+ 22r 
ny'+ 2(/Ä+ 6,r 
9/+10//,.+ 14/ 



2;;-+ 2J/Ä+ l 
18y^+10/,? + 



/+ '^3/?+106«" 
2/+ 22/2+ 53/ 
10/+10;;^+ 13/ 
5j,^+107/s+ 26/ 
3?,^+ 6J/S+ 38/ 
6/+ 62/3+ 19/ 
72/^+14»/s+ 22/ 

iir+i'ii/,^'+ n/ 



404;^ + 1, 5, 9, 13, 17; 21, 25, 33, 

37, 45; 49, 65, 77, 81, 85: 

97, 105, 117, 121, 125; 137, 

153, 157, 165, 169; 177,181, 

185, 189, 193; 197, 201, 2-il, 

225, 233; 245, 249, 273,281, 

289; 297, 305, 313, 321, 329; 

357, 361, 373, 381, 385 

404k + 3, 7, 11, 15,27; 35,39,51, 

I 55, 59; 63, 67, 75, 83, 91; 

99, 103, 111, 119, 127; 135, 

' 139, 143, 147, 151; 163, 167, 

175, 187, 191; 195, 199, 231, 

243, 255; 259, 263, 271, 275, 

291; 295, 311, 315, 331, 335; 

343, 347, 351, 363, 375 



42UK+ 1,109,121,169,289,361 
420» + 53, 113, 137, 197,233,317 
420ä; + 13, 73, 97, 1Ö7,.313, 397 
4203^ + 41, 89,101,209,269,341 
420a; + ^7, 83, 143, 167, 227, 383 
420^ + 19, 31, 139, 199, 271,391 
420K + 43, 67,127,163,247,403 
420a; + ll, 71,179,191,239,359. 



yGoosle 



Teiler der Formel C^ + "'"■^j in welcher a eine Zahl von der Form 
4« + 3 ist. 



Formel. 


Quadratische 'i'uiler. 


Ungerade liueiire Teiler. 


('+ 3.1' 


s' + j^ + yi 


6«+l. 


1'+ In' 


<f + T' 


143;+ 1, 9, 11. 


l<+ll,r 


,/ + !(«+ 3,.' 


22« + 1, 3, 5, 9, 15. 


f + lbtt' 


9» + 16»" 
3j/"+ 5«' 


30« + 1, 19 
30^ + 17, 23 


(■+1!1«^ 


,'('+S2 + 5s' 


38a; + 1,5, 7,9,11; 17,23,25,35. 


C + nu' 


S>+23^ 
3j(> + 2j,« + 8.' 


46a:+ 1, 3, 9, 13, 25; 27, 29, 31, 
i 35, 39; 41. 


f + ilU.' 


S' + 312» 
5!/" + 4»« + 7«' 


1 62a:+I, 5, 7, 9, 19; 25, «3, 35, 
1 39, 41; 45, 47, 49, 51, 59. 


(' + 35«- 


r + S3+92- 
3i(' + !(. + 3/ 


70a; +1, 9, 11, 29, 39, 51 

70ä + 3, 13, 17, 27, 33, 47. [ 


r + 39«' 
(■+■13..' 


9' + 39,' 
%S' + I3l' 
Sj' + Sjs+S«' 


j 78a;+l, 25, 43, 49, 55, 61 
7Sac + 5, 11, 41, 47, 59, 71. 


;,' + !,.+ IK' 


86a;+l, 9, 11, 13, 15; 17,21,23, 
25, 31; 35, 41, 47, 49, 53; 
57, 59, 67, 79, 81; 83. 


1" + 47.1' 


9' + 47.' 
39'+ 29«+ 16«' 
7,' + 69«+ 8«' 


94ai + l, 3, 7, 9, 17; 21, 25, 27, 
37, 49; 51, 53, 55, 59, 61; 
63,65,71, 75, 79; 81,83,89. 


("+51»' 


9'+ 9« + 13«' 
3/ + 39«+ 5«' 


102»+ 1,13,19,25,43; 49,55,67 
102» + 5, 11, 23, 29,41; 65,71,95. 


(' + 55.(' 
- 


9' + 56«' 

ss' + il«" 

79» + 29« + 8.' 


1110»+1, 9, 31,49,69; 69,71,81, 
1 89, 91 
110» + 7, 13, 17, 43, 57; 63, 73, j 
83, 87, 107. 



y Google 



Quadratische Teiler. 



Uögei-ade lineare Teiler. 



f -\- 59u^ 






;M- 'i'iw" 



5/ + 43/2 + 15s- 



5/+2y.s + 16,s^ 



118k + I, 3, 5, 7, 9; 15, 17, 19, 21, 
25; 27, 29, 35, 41, 45; 49, 
51,53,57,63; 71, 75,79,81, 
85; 87, 95, 105, 107. 

134a:+l, 9, 15, 17, 19; 21,23,25, 
29, 33; 36, 37, 39, 47, 49; 
55, 59, 65, 71, 73; 77, 81, 
83, 89, 91 ; 93, 103, 107, 121, 
123; 127, 129, 131. 



;^_|_ 83«-' ^^ + t/,i- + 21r 



142.^+1, 3, 5, 9, 15; 19, 25, 

29, 37; 43, 45, 49, 57, 73; 

75, 77, 79, 81, 83; 87, 89, 

91, 95, 101; 103,107, 109, 

111, 119; 121,125,129,131, 

135. 

1 158a' + 1, 5, 9, 11, 13; 19, 21, 23, 

25, 31; 45, 49, 51, 55, 65; 

I 67, 73, 81, 83, 87; 89, 95, 

97, 99, 101; 105, 111, 115, 

117, 119; 131, 123, 125, 129, 

131; 141, 143, 151, 155. 



/+87ä^ 
Inf + i.ys+räd 
3/ + 29,ä^ 
[Xy^-{-2y^-\-Üd' 

~7+y^ + 23j^ 



5?/^ + 3-/,s+5.- 



lG6a;+l, 3, 7. 9, 11; 17, 21, 23, 
25, 27; 29, 31, 33, 37, 41; 
49, 51, 59, 61, 63; 65, ( 
75, 77, 81; 87, 93, 95, 99, 

109; in, 113, 119,121, 123; 

127, 131, 147, 151,153; ] 



174a! +1, 7, 13, 25, 49; 67, 91, 103, 

109, 115; 121, 139, 151, 169. 

174k + 11, 17, 41, 47, 77; 89, 95, 

101, 113,119; 131,137,143, 

155. 

182a' + 1, 9, 23, 25,29; 43,51, 53, 
79, 81; 95, 107, 113, 121, 
127; 155, 165, 179. 
lS2.<; + 5, 7, 19, 31, 33; 41, 45, 47, 
59, 73; 83, 89,97, 111, 125; 
145, 167, 171. 



y Google 



Quadratificho Teiler. 



(^+ 95 »r 



(^+103m^ 



5;;^ 4- 19/ 

94/« + 4;/^+lls 

13?/^ + 6;/s+ 85 



190a;+ 1, 9, 11, 39,49; 61, 81,99, 
101, 111; 119, 121, 131, 139, 
149: 159, 161, 169 
\190x+3, 13, 27, 33, 37; 53, 67, 
97, 103, 1Ü7; 113, 117, 127, 
143, 147; 167, 173, 183. 



y^ + 103/ 
13i/* + 23/5 4- 



Ungerade lineare Teiler. 



206«: + 1, 7, 9, 13, 15; 17, 19, 23, 
25, 29; 33, 41, 49, 55, 59; 
61, 63, 79, 81, 83; 91, 93, 
97, 105, 107; 111, 117,119, 
121, 129; 131, 133, 135, 137, 
139; 141,149, 153, 155,159; 
161, 163, 167, 169, 171; 175, 
179, 185, 195, 201; 203. 



Teiler der Formel /■' -|- 2ati^, in welelier a eine ZaW von der Form 
4w + 1 ist. 



Formel. 


Quftdiratisctie Teiler. 


Ungerade liaeare Teiler. 


i'-\- 2«^ 


f + 2«^ 


8«: + 1,3. 


e + lOw^ 


if + 10/ 


40a; + 1, 9, 11, 19 




2/+ 5.^ 


409; + 7, 13, 23, 37 


i^+26!(^ 


»/^ + 26/ 


104K+1, 3, 9, 17, 25; 27, 35, 43, 




3f + i>j.i-i'10&^ 


49, 51; 75, 81 




2r + 13/ 


104a; + 5, 7, 15, 21, 31; 37, 45, 47, 


(•^ + 34ir 


ö/ + 4;/^+5/ 


1 63, 71; 85, 93. 


/ + 34/ 


1136«;+ 1, 9, 19, 25,33; 35,43,49, 




27/^+17/ 


) 59, 67; 81, 83,89, 115, 121; 
123 




5r! + 8//i+10/ 


13(U-1- 5, 7, 23,29,31; 37,39,45, 
61, 63; 71, 79,95, 109, 125; 






133. 



y Google 



Quiidia tische TL'ilor 



Ungerade lineare Teiler 






Hi8K+ 1, 25, 4a, 67, 121, 163 

1683;+ 17, 41, 59, 83, 89, 131 

168a;+13, 31, 55, 61, 103, 157 

168a^ + 23, 29, 53, 71, 95, 149. 



y' + 58^^ 



232a: + 1, 9, 25, 33, 35; 49, 51, 57, 
59, 65; 67, 81, 83, 91, 107; 

115, 121, 123, 129, 139; 161, 

169, 179, 187, 209; 219, 225, 

227. 
232ai+15, 21, 31, 37, 39; 47, 55, 
61, 69, 77; 79, 85, 95, 101, 

IIÜ; 127, 133, 135,143, 157; 

159, 189, 191, 205, 213; 215, 

221, 229, 



/ + 66.«^ 

3/ + 22,ä^ 
2</^ + 33.r 
6/ + lU^ 

10/ + 4y^+ 1^' 



y^ + 74^^ 
3y^ + 4y.e + 26r: 
9/ + 8y.- + 10^^ 



2j,-'^ + 37/ 
18*/^ +82/.-:+ 5,-;- 



\2fi4a;+l, 25, 49, 67, 91; 97, 115, 
163, 169, 235 
la:+ 17, 35, 41,65,83; 107,131. 



161, 227, 233. 
264ic+5, 23, 47,53,71; 119, 125, ! 

191, 221, 245 I 

264a: 4- 7, 13, 61, 79, 85; 109, 127, 1 

151, 175, 205. I 



296a:+ 1, 9, 11, 25, 27; 33, 41, 49, 

65, 67; 73, 75, 81, 83, 99; 

107, 115, 121, 123, 137; 1 

145, 147, 155, 169; 195,201, 

211, 219, 225; 233,243,249, 

275, 289; 299 

2963: + 5, 13, 15, 23, 29; 31, 39, 

j 45, 55, 61; 69, 79, 87, 

I 103; 109, 117, 119, 125,133; 

135, 143, 165, 167, 183; 1 

199, 205, 207, 237;" 239, 245, 

253, 261, 277; 279. 



y Google 



Quadi-atiBclie Teiler. 



Ungeiude lineave Teilef. 



82 »M i/-{-B'2e^ 



7r + 8»/s+U« 









328a; + 1, 9, 25, Z% 43; 49, öl, 57, 
59, 73; 81, 83, 91, 105, 107; 
113, 115, 121, 131, 139; 155, 
163, 169, 185, 187; 195, 201, 
203, 209, 225; 241, 251,267, 
283, 289; 291, 297, 305,307, 
323. 

328it+7, 13, 15, 29, 47; 53, 55, 
63, 69, 71; 79, 85, 93, 95, 
101; 109, 111, 117, 135, 149; 
151. 157, 167, 175, 181; 183, 
191, 199, 229, 231; 239,253, 
261, 263, 293; 301, 309,311, 
317, 325. 

l424a-(-l, 9, 11, 17, 25; 43, 49, 57, 
59, 81; 89, 91, 97, 99, 105; 
1Ü7, 113, 115, 121. 123; 131. 
153, 155, 163, 169; 187, 195,' 
201,203, 211; 219, 225, 227, 
241, 249; 259, 275, 281,289, 
305; 307, 329, 331, 347, 355; 
361, 377, 387, 395, 409; 411, 
417. 
42-1^ + 5, 21, 23, 31, 39; 45, 55, 
61, 71, 79; 85, 87, 101, 
103, 109; 111, 125, 127,133. 
141; 151, 157,167, 173, 181; 
189, 191, 207, 216, 231; 239, 
245, 247, 253,263; 277.279, 
285, 287, 295; 341, 349, 35!. 
357, 359; 373, 383, 389,391, 
397; 405, 421. 



yGoosle 



Teiler der Formel (^ + 2av^, in welcher et eine Zahl von der Form 
4« + 3 ist. 



Formel. 


Quadratische Teiler. 


Ungerade lioeave Teiler. 


f-\- 6«^ 


f + ^B' 
2^^ + 3^ 


243;+l, 7 
24:); + 5, 11. 


f^-Uu^ 




56iC+l, 9, 15, 23, 25, 39 
563!+ 3, ö, 18, 19, 27, 45. 


e + 22«*^ 


2,^+22/ 
2/ + 11«' 


88k + 1, 9, 15, 23, 25; 31, 47, 49, 

71, 81 
88«+ 13, 19, 21, 29, 35; 43, 51, 
61, 83, 85, 


(^ + 30it^ 


/ + 30.^ 
10;;^+ 3^^ 


120«+ 1, 31, 49, 79 
120«+ 17, 23, 47, 113 
120a: +11, 29, 59, 101 
120ai+13, 37, 43, 67. 


i:- -f 38ir 


/+38.^ 
6^^ + 4^,2 + 7.^ 

2/ +19.^ 

3/ + 4;/s + 14^'-' 


1152« + 1, 7, 9, 17, 23; 25, 39, 47, 
j 49, 55; 63, 73, 81, 87, 111; 

119, 121, 137 
1152« + 3, 13, 21, 27, 29; 37, 51, 
1 53, 59, 67; 69, 75, 91, 107, 

109; 117, 141, 147. 


f'4-46i(^ 


2/ + 23.J- 

ä^ + 'i^/.^+lO/- 


1184a:+l, 9, 25,31,39; 41,47, 49, 
1 55, 71; 7.3, 81, 87, 95, 105; 
1!9, 121, 127, 151,167; 169, 
177 
1813^+5, 11, 19, 21, 37; 43, 45, 
51, 53, 61; 67, 83, 91, 99, 
107; 109, 125, 149,155, 157; 
171, 181. j 
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Formel. 


QniiilratiBohe Tuiler. 


Ungerade lineare Teiler. 


f^ + 62«^ 


J/^ + 62^ 


248a^ + l, 7, 9, 25, 33; 39,41, 47, 




2)/^ + 31/ 


49, 63; 71, 81, 87. 95, 97; 




7;/^+122,a+14# 


103, 111, 113, 121, 129; 143, 
159, 169, 175, 183; 191, 193, 
225, 231, 233 




Qf+ ijjs + lls^ 


\ 248a; + 3, 11, 13, 21, 27; 29,37, 43, 




3j^^+ 4»,« + 22/ 


53, 61; 75, 77, 83, 85, 91; 

99, 115, 117, 123, 139; 141, 
147, 179, 181, 189; 197,203, 
213, 229, 243. 


f'+lOu^ 


/ + 70/ 


280ir + l, 9, 39, 71, 79; 81, 121, 
151, 169, 191; 239, 249 




107/*^+ 7s^ 


280a; + 17, 33, 47, 73, 87; 97, 103, 
143, 153, 167; 223, 257 




5/ + 14/ 


280»;+ 19, 59, 61, 69, 101; 131, 
139, 171, 181, 229; 251,269 




2^,^ + 35/ 


280a; + 37, 43, 53, 67, 93; 107, 123, 
163, 197, 253; 267, 277. 


(^-{-ISti' 


y^+78/ 


312a; + 1, 25, 49, 55, 79; 103, 121, 
127, 199, 217; 289, 295 




2j/^ + !}9/ 


312a;+41, 47, 71, 89, 119; 137, 
161, 167, 215,239; 281,305 




3i;^ + 2Gs^ 


3123; + 29, 35, 53, 77, 101; 107, 
131, 155, 173, 179; 251,269 




62/ä + 13/ 


312a; + 19, 37, 67, 85, 109; 115, 
163, 187, 229, 2Ö3; 301,307. 


i^-\-8&u^ 


3/ä + 86/ 


1344^ + 1, 9, 15,17,23; 25,31,41, 




10/ + 4J/2+ 9/ 


[ 47, 49; 57, 79, 81, 87, 95; 




Gy' + 4;;2+i5/ 


) 97, 103, 111, 121, 127; 135, 
143, 145, 153, 167; 169, 183, 
185, 193, 207; 225, 231, 239, 
255, 271; 273, 279, 281,289, 
305; 311, 337 




2y^ + 43/ 


344^ + 3, 5, 19,27,29; 37,45,61, 




52/'' + 42/^ + 18/ 


61, 69; 75, 77, 85, 91, 93; 




3^/^ + 43/2 + 30/ 


115, 123, 125, 131,141; 147, 
149, 155, 157, 163; 171,179, 
205, 211, 227; 235, 237,243, 
245, 261; 277, 285, 291, 309, 
323; 331, 333. 
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Formel. 


Quadratische Teiler. 


Ungerade lineare Teilei*. 




fi+ 94 «ä 


f + %i.' 


376a! + 1, 7, 9, 17, 25; 49, 55, 63, 






'2/ + 47^ä 


65, 71; 79, 81, 89, 95, 97; 






7/+42;^ + 14,s^ 


103, 111, 119, 121, 143; 145, 
153, 169, 169, 175; 177,183, 
191, 209, 215; 225, 239,241, 
247, 249; 263, 271, 289,303, 
319; 33Ö, 337, 343, 346, 353; 
361 






51^' + 83/2 + 22?^ 


13763; + 5, 11, 13, 19, 29; 35, 43, 






lOp^ + 8y,+ ll0' 


1 45, 67, 69; 77, 85, 91, 93, 
99; 107, 109, 117, 123, 126; 
133, 139, 163, 171, 179; 181, 
187, 203, 211, 219; 221,227, 
229, 245, 261; 275, 293, 301, 
315, 317; 323, 325, 339,-349, 
356; 373 




/^+1Ü2,(^ 


f-\-102/- 


408^ + 1,25,49,55,103; 121,127, 
145, 151, 169; 217, 223, 247, 
271, 319; 361 






G/+ 17^ 


408a! + 23, 41, 65, 71,95; 113,143, 
167,209,215; 233,311,329, 
335, 377; 401 






2/+ 51 «« 


408x + 35, 53, 59, 77, 83; 101, 149, 
155, 179,203; 251,293,341, 
365, 389; 395 






?,r + Uz^ 


4083! + 37, 61, 91, 109, 133; 139, 
163, 181,211,236; 277,283, 
301, 379, 397; 403. 
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Enthaltend die trinären quadratisclieii Teiler der Formel 
nebst den entapreclienden trinären Werten von c. 



f + or 



Formel, 


Trinäre quadratische Teiler. 


™:rH| 


!•+ .." 

f+ a»' 


i/' + 29« + 9.'_(s + «)' + «• 


1 


l/ + 2j^=j/ä + 3ä + s' 


1+ 1 


f+ S.' 


2s" + 2!/« + 2»'_(s + j)" + j' + 0' 


1+ 1+1 

4+ 1 


1"+ t." 


j' + 2J2 + 62' -(!/ + «)> + «■ + 4!' 


t^+ 6m' 


2,/ + 8I' - (!/ + s)" + (1, - 0)> + 2' 


4+ 1 + 1 


f'+ 9«' 


22/' + 2y« + &a' -(!/ + «)' + 2/= + 4^' 


4+ 4 + 1 


t' + lOu' 


|/= + 102^ = j,^ + s' + 9^^ 


9+ 1 


f + U.' 


2;/- + 2^/s + 62' = (y + 2s)» + (y-«)' + s* 


9+ 4 


fä-flSu' 


./ + lS.'_!,'+4.' + 92' 


l= + 14„' 


8»" + 3!/2 + 6j'-!/' + to + «l)' + (!/-«>" 


9+ 4 + 1 

16+ 1 
9+ 4 + 4 


i'+17Mä 


s' + l!a--!/" + 16«' + i" 
29" + 2,.+ 9.'_(!, + 2.)- + (1/-»)' + 4j" 


*' + 18u' 


2y> + 9»' - (y + 2..)- + (■, - 2.)" + .- 


16+ 1 + 1 


r + 19t*= 


2»' + ä!/l + 10.' - (s + .)■ + S- + 9s" 


9+ 9 + 1 


i>+ai»' 


5,' + 4« + 6.'_ ('"■' + "" + '■'■ + "" 
'^ '^ l(S + 2!)' + 4l," + .- 


16+ 4 + 1 
1G+ 4+1 


t'+2a«» 


2j' + ll."_(!/ + a)' + (!/-•)■ + 9.' 


9+ 9 + 4 


t^ + 25M' 


;/' + 25.' = j/'+16«' + 9.' 


10+ 9 


C+M. 


!,' + 26."-!,' + l' + 25j- 
3./ + 2s« + 9«> - (S + «)' + (!/ - 2»)> + (S + 2«)- 


25+ t 
16+ 9 + 1 


i' + 2J« 


2s' + 2j. + 14l'-(j + 3.)" + (!/-2<)' + »' 


35+ 1+1 


t' + 29u 


j- + 2»."_j,' + 2B." + 40' 
5;/' + 2»/S+ 6s" = (j/ — *)' + (2!/ + .)' + 4ä" 


2B+ 4 
16+ 9 + 4 



y Google 



t'oimel. 


Ti'inäi-e tiuadi-atische Teiler. 


""™i c. ""^ 


,. + 30.' 


^»■+«-Hr::5:TS;Si; 


25+ 4+1 
2&+ 4 + 1 


r'+Xiu^ 


^.f-+^,-+^^.'={iXl^-\;X.^,, 


IG + 16 + 1 

S5+ 4 + 4 


(^ + 34«^ 
«^^ + 351*= 




25+9 
16+ 9 + 9 




25+ 9 + 1 
25+ 9+1 


(HS'"' 
f^ + 38l*^ 


3/" + 37.'-!/> + 36." + !> 


36+ 1 

36+ 1 + 1 
25+ 9 + 4 


8»" + l»"'-(!; + »»)■ + <!/- 3«)' + '■ 
>!/" + 2!/' + 13»' - (J - 8»)' + S' + (J + 3.)' 


f^ + 41«^ 


5!,' + 4j,+ 9a-_(2j + 2.)' + fe-!j)' + .- 


25 + 10 

16 + 16 + 9 

S6+ 4 + 1 


(^ + 42^^ 




25 + 16 + 1 

26 + 16+1 


f' + 4S«'^ 


25= + 2S« + 22." _ (j, + Sl)' + (s~ 2!)' + 92- 


25+ 9 + 9 


i- + 46«^ 


5„. , 9j. _ j (»!' + •)■ + (1/ - 2.)- + *«■ 


25 + 16 + 4 
26+16 + 4 


S> + 46«^ 


6j' + 4s« + I0»'_(2!, + !)" + s' + 9.' 


36+ 9 + 1 


*ä + 49M' 


6j' + 2i/0 + 10." - 4!,' + (!, + 2)" + 9l> 


36+ 9 + 4 


t' + ÖO»" 


6!/' + 4S» + ».'-(!/ + 2«)"+(j-2.)'+(äj/ + «)' 


49+ 1 

25 + 16 + 9 


fH61w' 


2» +8i,. + 2., -(,j,^,,,,^(^_3„,^,, 


25 + 25 + 1 

49+ 1 + 1 


t= + 53M' 


S> + 63.-_s' + 49«" + 4«' 
«y" + 2S»+ 9.'-(s_!i)-+(!/-2)-+(2!/ + !0) 


49+4 
36+16 + 1 


l= + B4M 


25' + 27 .•_ (9 + .)■ + (!, --0)' + 26.' 
Bl/'^ + 2;/,s + 11 ." = (2y — a)ä + (;, + 32)^ + ;;" 


25 + 25 + 4 
4ä+ 4 + 1 
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j quadratische Toller. 






1/ + 58J^ = y' + 40 3' + 9ä^ 



2y' + 25/3 + 303" 
ÖJ/' + 2!/3 + 103' 



-(!/ + 23l- + ( !/-j)' + 25.' 
-(!/+3i)' + C2»~»)"+ 9= 



!,' + 0l3". 
6y" + 43/3 + 133". 



,j> + S63" + 2Bs> 
■4s" + (j + 23)' + 03' 



49+ 4+ 4 
25 + 16 + 16 



2B + 26 + 
49+ 9 + 1 



36 + 20 
36 + 10 + 9 



3s" + a!/l + aU'-(s-s)> + (!, + 43)' + 0,-23)' 

6,/ + 4ss + lll'-(j + 3)' + (!/ + S3)' + («!/-3)- 6»+ 9 + 4 



" + C6u' 



!,« + 663" 
9!," + 8s3 + 93- 



_r!,> + »43' + 3" 

Ij" + 493' + 16B> 

|(29-3)'+(2s/ + 23)>+(!/ + 23)' 
"l(>j-Ss)>+(2!/ + 23)'+(Ss + 3)' 



2./ + 33s' 
Or + ll3' 



_((!/ + 43)' + (]/- 43)- + «■ 

l(!/ + 23r + (9-23)' + 2r,3" 

_((2!/ + »)" + IS-33)" + (!/ + 3)'' 
\(2!/-3)- + (9 + 33)' + (.j-3)' 



64+ 1 
49 + 16 
36 + 2B + 4 
36 + 25 + 4 



64+ 1+ 1 
25 + 2B + 16 
49 + 16+ 1 
49 + 16+ 1 



f"+67ji^ 
t' + 69»' 
f" + 70u' 
£" + 73« 

P + 7<. 



2!/> + 2!/3 + »43"-(!, + 43)" + (j,-33)' + 93" 49+ 9 + 9 



5i/' + 2j/3+ 143' = 



(2j, + 23)" + (9-3«)' + 3" 
(aj/^-3)' + (j + 33)" + 43' 



64+ 4+1 
40 + 16 + 4 



^l(2y + 3)' + (j/-23)« + 
l(2!;-3)" + (!/ + 23)-- + 9 



36 + 25 + 9 
+ 25 + ! 



./ + 7S3' 
25> + 2j,3 + 873' 



= )/' + 643° + 9 3- 
-(9 + «)■ + </ + !«»■ 



S" + 743' 
j,," + 2y3 + 853" 
9j/' + Sl,3+103' 



= 1," + 493' + 253= 

■ (9 -33)' + ./ + (!/ + 43)" 

-C2!/ + 3<)" + (2» — 3)> + j/" 



64+ 9 
36 + 36 + 1 

49 + 25 
49 + 16 + 9 
64+ 9 + 1 



lCa!/+S3)"+(i,-2s)"+b^3)> 

U2j-3)' + (!/ + 33)- + {!, + 23)' 



49 + 26 + 1 I 
49 + 25 + 1 
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Formel. 




r.™w.„. 


J' + 7^«^ 




36 + 26 + 16 
64+ 9+ 4 




49 + 25 + 4 
49 + 2S + 4 


(' + 81 «= 


«</ + 2»' + 41""-(!) + 4«)' + (»-S!)' + Ml" 
6!/' + 4!/l + !"■- PS + # + !/■ + ISI" 


49 + 16 + 16 
64 + 16+ 1 


,.+,... 


2j/" + 4l2'-(s + 4l)' + (,j-4l)' + 9l' 


81+1 
64+ 9 + 9 


t' + S^u^ 




81+ 1 + 1 
49 + 25 + 9 




.,.j..s,. |!''+8I'"+ 4l' 


81+ 4 
49 + 36 




2j' + 48.'_(j + 3!)> + (!,~S2)' + 26l' 
5s» + 4j/Ä + 18s= = (2ä/ — 3)'+(y + 42)* + s' 


36 + 26 + 25 
49 + 36+ 1 
81+ 4+ 1 


/ + 892'=3/« + 643' + 25s= 
2s" + 2S2 + 46s'-(j + 6.)> + (j/-4!)" + 4!' 
äj" + 2 J. + 18«" - (29 + «)> + (5 - «)■ + 162' 
9 j' + 2». + lOl- - (2J, - !)• + (, + 3j)' + 4/ 


64 + 25 
81+ 4 + 4 
64 + 16 + 9 
49 + 36 + 4 


»»■+=-+-=i;:s:;.';i,?»+;Äri 


64 + 26+ 1 
49+95 + 16 


1- + »1«' 


-■+«-+'»-{,'i:tir+ti:r:: 


81+ 9+1 
81+ 9 + 1 




64 + 25+4 

64 + 25 + 4 


("4- 94m 


5j/" + 2ss+ 192' = (2y — «)- + (!/ + 3«)' + 9s= 
109' + 89« + lU'-(3» + «)• + (!/ + «)■ + 91= 


49 + 3G + 9 
81+ 9 + 4 

81 + 1« 

36 + 36 + 25 


(* + 97tl 


y' + 97«"=i/ + Sls" + 16Ä" 
Sj- + 2jl + 49a" _ (J + 3.)"+ (!/ - 2.)" + JBi" 
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Formel, 


Tvinäve quadratische 'i'eiler. Timbre Werto 


f'+ 98 w^ 


3y' + iijz + 33^' = (j/ + 4s)' + (y - 4^)" + (y + ^^ 
6y'- + iyz + 17s' = i/= + (2y — s)' + (i/ + 4^)=' 


64 + 25 + 9 
81 + lG + l 


('+ 99 M= 


.,.+.,.+.o.=j»J+l»+;);+-;.+,., 


49 + 49+ 1 
49 + 25 + 25 


*^+10lM^ 

i^+102M' 
i^+105M^ 


yä-f 10] 2^ = 2," + 100s' + aä 

os- + as,.+ i7!--(!/+s.)'+(»+s.)"+(a!/-2j)' 

»</' + »?»+ !!»"-(!/- 2»)' + (S!/ + S«)' + 4!/' 


100+ 1 
81 + 16+ 4 
64 + 36+ 1 
49 + 3G + ie 


2,,-J-M.' f<!/ + »')' + (S-5.)- + «' 


100+ 1 + 1 
49 + 49 + 4 


(8!;-2)' + (.j + 2«)' + M.- 
(2j-a0)' + (!, + t«)" + j" 


64 + 25 + 16 
64 + 25 + 16 
100+ 4+ 1 
100+ 4+ 1 


t^ + WGu^ 


«/' + 106«* = s' + 81s* + 353* 
lOj- + 4j0 + lls--(!,-8)* + {3!/ + «)' + Si' 


81+25 
81 + 1Ö + 9 


t' + iOlu'- 


18y* + 2;/i:+ 6a* = (4y + ,)' + (j/ - 2z)* + (y-,)^ 


49 + 49 + 9 
81 + 25 + 1 


t^ + iOäu^ 


S* + 109«* = y* H- lOOs* + 9a* 
6!/" + 2s,a + 22a*-(y-3>)* + (2j + 2«)* + 9»' 


100+ 9 
64 + 30 + 9 


t-'+nou" 


10.* + 11,* ((»S + ')' + (!/-3»)' + «' 
109+1" -|(ä,_,,, + ,, + 3„. + ., 

0.,* + 4,r-+19.*-|''» + ''* + *^">' + '»~* 
"" +'"'- + "• -i(2j, + .)* + {!/+Sa)'+&-3«)* 


100+ 9+ 1 
100+ 9+ 1 
81-1-25+ 4 
49 + 36 + 25 


t'-i-nsu^ 


j/*+n3a*-y* + 64a*+49a* 
2y* + 2!,a + 67a* = (i/ + 5a)* + (j/-4a)*+16a* 
99* + 4ya+i3a* = (2«/ — 2a)* + (2y + Sa)* + j;* 


64 + 49 
81 + 16 + lfi 
100+ 9+ 4 


i' + 114M^ 


»„, , .,,,^((!/ + 22)" + (!/-2')' + 49a' 

q.,'j-q.,* r(!/ + ''»)' + (»-ä^)" + (!'-ä») 
' "•" ~l(!/-6a)* + (s/+3a)* + (i,+2a) 


49 + 49 + 16 
64 + 25 + 25 
64 + 49+ 1 
64+49+ 1 


(^ + 115^^ 


■.,.+io,,+i4a.=(<;;:^j';+(»+jlt::: 


81+26 + 9 
81 + 25 + 9 
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Formel. Trinärt quadratiaclie Teiler. ' '''""^"^ J""" 


t'+in»» 


9J, +6sa + 14. \^^,^t,}•+i^,J + ')• + ^,J-3zf 


100+ie+i 

64 + 49 + 4 


t^+118«^ 


2S. + 59l'_(!/ + 6«).+ (j -8!). + 9z. 
llj.+ 10j2 + 13.'_(j + a»)> + (!, + 8.). + 9j,. 


100+ 9 + 9 
81 + 36 + 4 


i=+lälM- 


2;/. + 2y2 + 61«. -(j/ + 4£).+ (!(- 3^)^ + 36«. 
10y. + 6j;j + 13a. = {j/ + 3Ä). + 9j,= + 4Ä. 


49 + 36 + 36 
81+36+ 4 


*' + 122m^ 


!/. + 122s. = »/. + 121«. + ?. 
SS. + 2!/« + ««.-(!/-4.). + (S + 6«). + ,r 
9;;. + 4j(S + Us. = (2i( + 3«).+ (2;/— «)' + (y-2s). 


121+ l 
81+25 + 10 
G4 + 19+ 9 

49 + 49 + afl 
121+ 1+ 1 


(Hl23w^ 


2». + 2,„ + 62«. _ 1 <» + """ + C -'"' + «"' 


f*+i2r)M' 


y. + 126«. = 2,. + 12U. + 4«. 
6j' + 2j/« + 21.' _ t./ + 4«). + (j + 2). + (2J-2«)' 
9./ + 2s« + 14«.-(2j/ + !). + (2!,-2s)' + (j,-3.). 


121+ 4 
100+16+ 9 
04 + 30 + 25 


,.+ 12«.. 
[.+ 129M. 


'»■+^.^+-=(?;?2T+^r+s'+'- 


121+ 4+1 
100+25+1 

64 + 64+ 1 
m+ 4+ 4 
100 + 25+ 4 

04 + 49 + 16 


2,.+2.«+66«.H»;+.v;';tt;.+.«. 
^'■+^"'+-=i?5ir+ttr.?+.«. 


(. + 131)«. 


.-+—(;: r:;;:t.:;." 


121+ 9 
81 + 49 

81 + 25 + 25 
81 + 49+ 1 
121+ 9+ 1 


(.+ 131«. 


2y' + 2j;s + 6Cs> = (j, + 5s)ä + (y-4si)= + 25^» 
ej,' + 2ys+225«==(2;, + S^)' + (^-3^r + (j,^2^) 
tO;/« + 6?,^ + 14^= = (3j/ + 2^)= + (y-S^)= + Ä= 


(. + 133«. 




gl + 3G + J0 
81 + 30+16 


(' + 413.( 


2 y + 67 s^ = (y + 3 s)^ + (j/ - 3 3)" + 49 «^ 
1 3./ + ay^ + 45ü' = (j/ + 2i:)ä + (3/-G«)' + (j/ + 4j) 
i 5.;>' + 2!;s+2Ts' = (y-^r + (2y + 2)'+25s« 

1 n^- + G1/S + 13 ■^^ ^ (3y + as)^ + (y - 3s)" + y-' 


49 + 49 + 30 
81 + 49+ 4 
100 + 25+ 9 
121+ 9+ 4 



y Google 



(^^ + 137«' 


Tiinare qviadvatisehe Teiler. 


,,,„..».... 


j/ + 137«* = 1/ + 12U^ + 102' 
2!/'' + 2y^ + 69E'=-(y + a^)" + (y — J)" + Ö43' 
9y!+8j,s+17s^ = (2!/^2sr+(2y+3s)^+fe+22r 


121 + 10 
64 + 64 + 9 
100-1-36 + 1 


r-+lSSu'- 


11, +8y. + 14. -1^3^^,,),^(^_3,).^,y^,j, 


64 + 49 + 26 
121 + 16+ 1 

121+ 9 + 9 
81 + 49 + 


(' + 139«^ 


2!y'+ 2y;!+ 70s' = (y + 6^)' + (y - 5«)' + 9«^ 
10./+2y^ + U3==^(3y + s)^ + (y-2^)= + 95' 


t^+Ul,*" 




121 + 16+ 4 
100 + 25 + 16 


t' + U2«' 


ll/+2ys + 13s' = 9y' + (j/-2sr + (y + 3s)^ 


81 + 36 + 25 


<'+145«^ 




144+ 1 
81 + 64 
lüO + 36 + 9 
100-1-3G + 9 


(-+U6w" 


y" + 146s^ = y' + 1213^ + 252' 
2y* + 73s' = (y + 6s)^ + (;/ — 6S)' + 3' 
3/ + Sys + 402' -- (J/ — 3s)' + (y - 2s)^ + {;/+6a)' 
6-/+4ys + 262' = ./ + (2y + 3s)» + (,-4s)' 
ü;,'+87/s+182' = (22, + s)' + (2!,-?)' + ö/+4s)» 


121 + 26 
144+ 1+ 1 

81 + 64+ 1 
121 + 16+ 9 

81 + 49 + 16 


('i+in»^ 


...+o,.....H*;i':+<--r;i;+")- 


121 + 25+1 
121 + 25 + 1 


t--\-li'iu^ 


1/^ + I49a^ = y- + looa^ + 49 s' 

Bj' + 2j,»4-a6J>-(!; + 4l)" + (!/-8j)= + *5' 
Sj' + 4jl H- 17«' - 45" + (2!, - «)■ + (s + 4.)' 


100 + 49 

144+ 4+ 1 
64 + 49 + 36 
81 + 64-1- 4 


r-+i50M 


llj +4„ + 14. -((3,j_,),^,j^3„.^^^j„ 


131 + 25 + 4 
100 + 49+ t 


r-+ib3u 


,.,.j„,.„j->,.. 1 (» + »«)■ + (!/-■")■ + «'2- 

, ,. L,,J l(% + 3.)-+Pj-2«)-+(s-2.) 
■' ^ ' U2» + 2»)"+(2!/-««)"+{9 + 2«) 


64 + 64 + 25 
121 + 16 + 16 
100 + 49+ 4 
100-f-49+ 4 
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Formel. Tiinäre qaadratisclie Teiler. 


T.^.W.. II 


t^ + 154M' 




U4+ 9 + 1 
81 + 64 + 9 


P + läö«' 


65 +2i,. + 2G, -t,jj^,,,^,j.^3,),^(j_t,). 


121 + 25+ 9 
81 + 49 + 25 


f + 157»" 


1/ + 1573' = y' + 1215' + 36a' 
13../'+10;/s + 14s'-(3y + 35)' + (2y~33)' + s' 


121 + 36 
144+ 9 + 4 


l' + l.W«- 


3»' + a</' + Mi" - (9 - 4a)' + (!/ + 6J)' + (s - 3)' 
6s'+4j. + S7»'-(Ss-»)' + (9 + 6s)' + (5-,)' 


100 + 49 + 9 
121 + 36 + 1 


'■ + "'"■ 




100 + 36 + 26 
81 + 64+16 
144+16+ 1 
121 + 36+ 4 


t^+162M' 


2j' + 8l3'-(!/+4!)> + (j;-4i)' + 495' 
lly'4-107/s + 17a'=(j/ + 2a)'H-(3!/ + 2a)' + (y-3a)' 


64 + 49 + 49 
121 + 25 + 16 


fJ+163M» 


2y'+2i/a + 8aj'-y' + (y + a)' + 81a' 


81+81+ 1 


f + lGÖM' 
(■^ + 166-«.' 


(9+5eV + (s-20)' + 4!,' 

"+"- + "• (29 + 4,)' + a-3.)' + (!,-2.)' 
(!/+4--)'+(!/ + 3l)' + (2f-3«)' 


100 + 49 + lÜ 
100 + 49 + 16 
100 + 64+ 1 
100 + 64+ 1 


21," + S3a' - (J + .)■ + (!/ - I)' + 8U' 
5s' + 45» + 34.'-(2!/ + 33)' + (s-4j)' + 9a- 
13!/"+ B>/ + 14a' - (Sj + 2 J)' + (2y - .)• + 8«' 


81 + 81+ 4 
121 + 36+ 9 
81 + 49 + 36 


t' + 169M^ 


j/' + 169a' = »/ + 144a' + 25a' 
ll)y' + 2!/ä+17a'-(!/ + a)' + 9./ + 16a' 


144 + 25 
144 + 10 + 9 


f+mu'- 




169+ 1 
121 + 49 
144 + 25+ 1 
81 + 64 + 25 


' 


Uv"+10.,'+14-^-f*^^ + ^'''+^^^+'''+'''-^^^ 
________ _ 


121+25 + 25 
169+ 1+ 1 
121 + 49+ 1 
121 + 49+ 1 



y Google 



Pocmel. 


lY-inäre quadratisclie Teilfr. 


~:r" 


<^ + 177t.= 


»/H "3^' =!/' + 169^' + *■!'' 
6;/'+2y2 + 29s'=y» + (y + ÖÄ)» + (2j/-2s)^ 
9j,'i + 8yi- + 21s^_(2j,_ä)8 + (y_2s)' + (2y + 4Ä)' 
13j/'+ 6yi; + Uä' = (3)/ - £f + (3;/+ S^)' + ie^ 


169+ 4 
144 + 25+ 4 
100 + 64+ 9 
121 + 36 + 16 




121 + 49+ 4 
121 + 49+ 4 
100 + 49 + 25 
169+ 4+ 1 


2y +2j,^ + 89. -i(j,^,^j,^(^_e^j,^^^. 


64 + 64 + 49 
169+ 4+ 4 


t' + iKti^- 


;/^ + 1783^ = 1/ + 1693^ + ^z" 
2yH 89ä^ = to + 2^)^ + (y ~ 2£)'' + 81s^ 
llj/^+6y^ + 17s^ = 9y' + (y + 4s)^ + {!/-^r 


169+ 9 

81 + 81 + 16 
144 + 25+ 9 


c+ng«^ 


2y^ + 2j,a + 902^ = (j, + 5ä)^ + {y-4Ä)' + 49^^ 
6y'+2y3+30^ä=-(2!/-^)^ + (!/-2s)= + (y+5a)^ 
101,^*+ 2 ya+ 183= =- (3 y - 2)' + (y + 4«)* + z^ 


81 + 49 + 49 
121 + 49+ 
160+ 9+ l| 


i'^+181i[^ 


y' + 181a' = 1/' + 100 a^ + 81 z' 
6j,s + 4;/a + S7^' = C2j/ + ^)^ + y' + 36^" 
13y^+2y^ + 14«^ = (3y-s)" + t2j/ + 2a)= + 9a^ 


100 + 81 
U4 + 36+ 1 

81 + 64 + 36 


f^ + 182M^ 


^^^ +^*' i(3y-2.)^ + (2!/ + 3a)' + ^= 
'■' +^?'^ + "^ -i(y_5.)= + (j, + 6a)^ + ,/ 


169+ 9+ 4 
169+ 9+ 4 
100 + 81+ 1 
121 + 36 + 25 


..+.... 


„=-LiR<i=» j/ + lö9^" + 16a^ 
'■'+'''' "U= + 12I.^ + 64.^ 


169 + 16 
121 + 64 
100 + 81+ 4 
100 + 49 + S6 


(■' + '-**6w^ 


dj, +62. -(^^,,._^(^_g,,,^(y^5^j, 
^ ^^^ U3y+2a)»+(?;-3.)'+(y-2.s)= 


121 + 494. 16 
121 + 49 + 16 
169 + 16+ 1 
121 + 64+ 1 
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a quadratische Teiler. 









169+ Iß-i- 4 
10Ü+ 64 + aü 
121+ 64+ 1 
121+ 64+ 4 



_|(3t/ + .-)' + (!/-3»)" + »s" 
' 1(3!/ -«)■ + (!/ + 8i)' + 9.- 



100+ 81+ i 
100+ 81+ ü 



!/^ + 103s" = !/' + 144s' + 403' 
2 J" + 21/3 + 9H' - 1» + «»)■ + (9 - 5s)' + 3' 



»/' + 194s' = //' + 169 s' + 25 s' 
2!/' + 97s'-(!/ + «s)" + (!/~es)"+2S«" 
Sj/' + 2!/S + 6Bs" - (9 ^ 6s)' + (} + 6S)' + (J + Ss)' 
6!/"+4!/S + 33s'_(2!/ + s)' + (!/ + 4s)' + (S-4s)' 
8!/"+4!/s + S2s'_(2!/ + Ss)'+(a!/--3s)'+(!/ + 2s)' 
llS"+4!/s + 18s'_(!/ + 4,)' + (3i/-s!' + (!,+s)' 



144+ 49 
121+ 36 + 36 

169+ 35 
144+ 25H-2 
121+ 64+ 9 
81+ 64 + 49 
144+ 49+ J 
169+ 16+ 9 



+ 195/*' 14-/' + ays+Us' = 



(<SS+2«,'+(2!/-Ss)'+(!/+sl" 
(3!/-2s)"+(aj + »S)' + (s + S)= 
|(S.j + 2s)'+(2j-s]' + (s-3s)' 
U3!/-s)"+(S!/ + 3.)"+(//"2s)' 



!/'+ms'-</' + 196s' + s' 
6j/" + 2!/3 + 33s'_(j/-5s)'+(!, + 2s)"+(2!/ + 2s)' 
9//' + 21/S + 22S' ~ (2!, + 2s)'+(Sl/-Ss)>+(i/+3s)' 



((!/ + 7a)' +(!/-'«)■ + »■ 
'l(!/ + »sl' + l!/-52)' + 49a' 



Sj'+8jl+101«'_ 



/;/'+4ys+ 41s' = 



169+ 26+ 1 
169+ 25+ : 
121+ 49 + 2/ 

21+ 49 + 26 

196+ 1 
144+ 49 + 
100+ 81 + 16 



196+ 1 + 
100+ 49 + 49 



'!/" + (J + s)' + 1002' 100+100+ 1 

l(!/ + '»)" + 6/-6s)' + 16s" 189+16+16 

|(2!1-2S)" + (J + 6S)> + S' |l96+ 4+ 1 

l(2y + 3s)' + Ö/ — 4s)' + 16s' Il21+ 64 + 16 



y Google 



Ti'märe quadratische Teiler. 



y^ + 202sä = j,s -I- 121 33 -{- 81 «^ 
!!/■+ laji+lls'- (S + 41)' + (2S + if + »J' 



6i;3 + 2?/^ + 34s* = 




l(2s-32)> + (9 + 4»)' + (!/+S«)' 



141+ 4» + a 



iliO+ 25 + 3 
121+ 81 + 1 



(!/« + 196e« + 9s' 
(y' + 169s' + 36a' 
I (2;/ + >)■ + (!/ -2>)" + 36«- 
1(2!;-3)' + (S + 2«)" + S6." 



.(l,-4a)- + (j/-2fl' + (i, + l2y 
-(2!/-i)' + (!/ + 4«)" + 25»' 
-('!/ + »«)■ + (!/ + »)■ + (»-»«)■ 
-(3y + 2l)' + (5-4,)> + s' 
-(3j + »)" + to + 40)' + (i/-2l)' 



160+ 30 
144+ 33 + 25 
144+ 36 + 25 



121+ 81+ ' 
100+ 81+35 
169+ 33+ ] 
196+ 9+ l'l 
+ 49 + 36 



((!/ + 2«)" + te-^)' + W0.> 
■l(9 + 52)" + (s-4!)" + G4ä" 

((3!/~»)" + {!/ + ")" + 42> 
"l(3!; + 2)" + (!/-2j)"+16a- 

|{3!; + »)" + (2!/ + # + 160" 
1(B!/~S)' + (2!/ + 4!)< + .' 



((S + S»)" + (2s-3s)' + (!/ + 3)' 
l(!/-5«)' + (2j + 32)" + fe-.)" 
1(» + 6j)' + (!/-Si)" + <2!/-»)' 
l(!/-63)' + (!/ + 3«)' + läj + S)> 



2s'+2!,2 + 10S«'-(l, + 4«)" + l!/-32)> + 8U" 
t«!/"+8!/!+ 22»>_(3!; + 2.)" + (!,-3j)> + 9." 



'*»"+'"•■' = +"' -U3!, + 2..).+ (2,-2..).+ te+3.). 



25' + 107." _ (j + 71)" + (!/ - 7.)' + 9.' 
5j' + 2j. + 4BJ' _ (aj + 3,.)' + IJ - 6.)' + 9.- 



100 + 109+ 9 
81+ 61 + 64; 
169+ 36+ 4 
144+ 4y + l( 
144+ 64+ ] 
+ 9+ . 



169+ 25 + U 
169+ 25+16 
121+ 64 + 25 
121+ 64 + 25 



81+ ei + 4! 
121+ 81+ 9 



196+ 16+ 1 
100+ 34+19 



196+ 9 + 9 
169+ 33- 
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Formel. 


Trinäre (luadratiache Teiler. 


Trinüie Werte 1 


t'+aiTM' 


.,,,, . ,„ , |(Sj, + 23)« + (3y-2äi)" + 9^' 

'^^+*^^+"^=i9.= + (2,+.y+i6.^ 


100+ 81 + S6 


i' + 218tt= 
tH219M' 


2/-^ + 218£:= = y^ + 169s' + 492' 
3i/' + 2ys + T3sr»=.(y+6s)' + (y-62)' + (y+a)' 
92/» + 8j/2 + 26«= = (2^ + 3^)' + C2s/ + 3)' + (!/ — M' 


169+ 49 
144+ 49 + 25 
121+ 81 + 16 


■'^ -^ ^ Uy + j,)- + (y_6.r + 25^= 

««„.4-6,,^+ fi^. f(6j;+^)=+to-^r+{j/-a.r 


121+ 49 + 49 
169+ 26 + 35 
169 f 49+ 1 
16Ü+ 49+ 1 


t'^+aaiü^ 


^ ■^ lj/^+121s= + 100«' 

'•^"+^^^ + ''^^l(2, + 3.)^+(,-4.r + 4,= 
, j(3y + 2^)' + (2y-3j)' + 4a' 


196+ 25 
121+100 
1B6+ 16+ B 
121+ 64 + 36 
169+ 36 + 16 
169+ 36 + 16 


(H-222«^ 


■' +'■"+''' -i(3y-,). + (y4,4.r + (y + 2.)> 


196+ 25 + 1 
169+ 49 + 4 
121+100+1 
121 + 100 + 1 


(" + 2:ia«' 


■^ -^ U5!,+.)=+(y-2ä)»+4s= 


196+ 25 + 4 
121 + 100 + 4 

225+ 1 
81+ 81+64 

144+ 81+ 1 


[^ + an6«'^ 


y^ + 226^* = ;/^ + 325s^ + s= 
-iy-' + 113s' = (y + 1^)' + (y - 42)^ + 81s^ 
l,y + 8ys + 22^= = (j/-2^)= + (;/-3sr + (3-/ + 3ä)» 


*= + 2ii7u' 


2j,'+2ys.+lI4.;* = (y + 8s)H(!/~7«)' + 2^ 
ey'+ 2y^+38^" = (y + 5a)^ + {!/ + 2«)= + (2;,-3^)' 
18?/+10j,^ + i4^ä^(;, + 3j)^ + (j,-2s)= + (4y + ^)^ 


225+ 1+ 1 
169+ 49+ 9 
121+ 81 + 25 



y Google 



Trinäce quadra tische Teiler. 






Uy^+ia»/2+iys' 



144+ 49 + S6 

144+ 81+ 4 

225+ 4+ ) 
326+ 4+ : 
121+100+ ! 
10Ü+ 81 + 4'J 
19G+ 35+ : 
169+ 36 + a& 



i;* + 333i' = j/' + 16öä' + 643'< ltli)+ 04 

y-' + ^yn + mn-'^iy + S^y + fy-T^Y + i^' '23& + 
;ej,ä + 2y^ + 9s= = (y-2)' + (3i/-3^)' + {42/ + 2s)' 

.8y^+2yE+I3a' = (2/-33)"+(y+32)' + lüy' U4+ 64 + 31 



^(C3y-Bi3)"+(4y+*)-+(;/+2^)' 
U3y + 3^)' + (4i/~5)= + (y-3^y 

^f(2i/+^)= + (3!/ + 2ü)'+(2y-3ä)^ 
\(2j, + ^)ii + (3j,-2«)ä+(2!/+3^)' 



10y''+10ys+36s*^ 



|(j,_4j)^ + (3y + 3^)-+Ä^ 
i(y + 6a)' + 0z;= + a^ 



Uj + zr + {2y-2^r + {y + 6gy 

^\if' + (äy-zy + (y + i^,^ 
\{2p+i^y+{äy-2zy+{y + 3z)- 



121+ 644 
121+ 64 + 49 
169+ 64+ 1 
169+ 4Ü + 1I 



335+ Ö+ : 
225+ 9 + 



196+ 25 + 16 
196+ 25 + 16 
169+ 64+ 4 
121+100 + 1( 



13»;^+ 6»/ .s+ 195' 



^j(3i/ + 35r + (2y-33)" + s= 
j(3y_3)S + (2y + 3a)= + 9äi^ 



335+ 9+ ' 
iai+ 81 + 31 



i/ + 241a" = y'' + 225s' + 163^ 
'iy'-+'iy^+inz'=={y + 7^)' + (y - 6sV + SGs' 
5y^+4yj+ 49^==,(y + 6^)' + (2y-2^)' + 9äi 

LO^^+'ii'-h 2Dj^^=9y' + (7/+3/)'+16s' 



225+ 16 
169+ 3G + 36 
196+ 36+ 9 
141+ 81 + 16 



y Google 



Triiiäre (luadratisohe Teilor. 
23,^ + 121 s^ - (i/ + G^y + {y- 62)ä + 40^5 

/H2!/^+123j^ = j/" + (y 4- j)= + 12U» 






_|to-3^r+(y-4s)"+(ay+4^}^ 



144+ 49 + 4 
169+ 64 + 
225+ 16 + 

121 + 121 + 
169+ 40 + 25 

225+ 16+4 
225+ 1Ü+ 4 
144+100+ 1 
100+ Ö1 + G4 



j(„ + ^)^ + (j,_^)= + 12U' [121+121 + 

j(j, + 7^)s + (y_7s)= + 353' |lgü+ 25 + 25 
f(22/+3£)' + (y-4^)M-'J'i^'' 

'Ua!/+,-i)= + !/^ + 43s^ 196+ 49. 



ay3 + yya+125sä== 



l(y + 63)^ + (y^-- 53^+ 64ä' 



100 + 100 + 
121+ 64 + 64 



y'' + 250,s= = y'*-\- 169s'^ + Öl «" 
lv,^+10ys + 25^' = (y-4^)^ + y^ + (3;/ + 3,5f 

2y^+2<,5+ 126S'= (y - af + (j/ + 22)^ + 121 z' 
Gj,=+3yÄ+ 42s"^(2y + ü)^ + {y-5sr + (y + 4s)' 
liy^+-lr^+ 183*-(3y + a)' + {2y+,r,^+(;/-43y 
lür+"yä+ M6^^=(3y+5)» + y' + 262» 



169+ 81 
225+ 16 + 



121+iai+ 9 
121+ 81 + 49 
109+ 81 + 
225+ 25 + 



2äy»+iays^ + a2s" 



^[(2y+3^r+(3y+3^)=+(3y-2i()« 
1 (% +2^)'+ (3 y+3^)'+ (2 y -3^)* 



225+169+ 9 
225 + 169+ 9 
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Werte des Produkts 





ffl. 1 Produkt. 


181 


Produkt, 1; 
0. 212108 


«1, j Produkt 


«1, Produkt 1 


». 


Prodnkt. 




^ 


0. 6fi6667 


421 


. 184357 


673 


0, 171189 


963 


0. 162936 




5 


0. .'i33:H33 


191 


0, 210998 


431 


3. 183929 


677 


0. 170136 


967 


0, 102757 




7 


0. 4r,714S 


193 


209904 


433 


3, 183605 


683 


0. 170686 


971 


0. 162589 




11 


41.5584 


197 


0, 208839 


439 


0, 183087 


691 


0. 170439 


977 


0.162423 




JS 


0. 38361Ö 


199 


0. 207 78B 


443 


0. 18267S 


701 


0. 170196 


983 


0. 163257 




17 


36J05I 


211 


0. 206804 


449 


0. 182266 


709 


0.169856 


991 


0, 162093 




19 


0. 343048 


y23 


0. 205877 


457 


0. 181868 


719 


0. 169720 


997 


0. 101930 




23 


0. 32717G 


227 


0, 204970 


4C1 


0. 181473 


727 


0, 109486 


1009 


0. 161770 




99 


0. 315391 


229 


0. 204075 


463 


0. 181081 


733 


0. 169265 


1013 


0, 161610 




31 


0. 305704 


233 


0, 203199 


467 


0. 180693 


739 


0. 169036 


1019 


0. 161451 




37 


0. 297442 


239 


0. 202349 


479 


0. 180316 


743 


0, 168799 


1021 


0, 161393 




41 


0. 390187 


241 


0, 201509 


487 


0. 179946 


751 


0, 168574 


1031 


0. 161137 




4S 


0. 283439 


251 


0. 200707 


491 


0, 179579 


757 


0. 168351 


1033 


0. 160981 




47 


0.277408 


257 


0, 199926 


499 


0. 179220 


761 


0. 1G81S0 


1039 


0.160820 




ü3 


0,273174 


•263 


0, 1991B6 


603 


0. 178863 


769 


0. 167911 


1049 


0. 160678 






0. 2675r.l 


■m 


0. 198425 


509 


0, 178612 


773 


0, 167694 


1061 


0, 160520 




61 


0.263175 


■in 


0.197603 


621 


0. 178169 


787 


0. 167481 


1061 


0. 160369 




67 


0. 269247 


277 


0, 196979 


533 


0. 177829 


797 


o: 167271 


1063 


100218 




71 


0. 255595 


281 


0, 196378 


541 


0. 177500 


809 


0, 167064 


1069 


0.1C0Ü68 




73 


0. 252094 


283 


0. 195585 


547 


0, 177175 


811 


0. 166858 


1087 


0. 159921 




79 


0. 248903 


293 


0, 194917 


557 


0, 176857 


821 


0, 166665 


1091 


0, 159774 




83 


0. 246904 


307 


0. 194282 


563 


0, 176543 


823 


0. 106453 


1093 


0, 159628 




89 


0.243141 


311 


0. 193667 


5G9 


0, 176333 


827 


0. 166252 


1097 


0, 159483 




97 


0, 240635 


313 


0. 193039 


571 


0. 175934 




0. 166051 


1103 


0, 159337 




101 


0.238352 


317 


0, 192430 


577 


0. 175619 


839 


0. 165862 
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442 Tafel 5. 

Die Gleieliung ^ — Ny^ =• — l ist stets auflösbar, wenn JV eine 
Prinizalil von der Form in -\- 1 ist; dasselbe gilt noch für unendlich 
viele andere gerade oder ungerade Werte von N. Im Falle diese 
Gleichung auflösbar ist, beziehen sich die Zahlen x und y, welche in 
der Tafel stehen, immer auf die Gleichung a^ — Ny^ ^ — 1. Nennt 
man diese Zahlen a und h, so sind 2a^ + 1 und 2ab die kleinsten 
Zahlen, welche der Gleichung a? — Nif = -|- 1 genügen. Man kann 
übrigens leicht auf den ersten Blick erkennen, ob die in der Tafel 
stehenden Zahlen der einen oder andern von diesen Gleichungen 
Genüge leisten; es ergiebt sich dies nämlich unmittelbar, wenn man 
die Werte von x und y auf ihre letzte Ziffer redueiert. 
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